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Задача 1. Пусть e1, . . . , en локальный ортонормированный базис в век-
торных полях в некоторой окрестности точки p многообразия M, а c1(t),
. . . , cn(t) — такие геодезические, что ci(0) = p и c′i(0) = ei. Доказать, что
оператор Лапласа-Бельтрами можно найти по формуле

∆f(p) = −
n∑

i=1

d2

dt2
f(ci(t))|t=0.

Задача 2∗. Доказать, что поверхность Эннепера
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является минимальной поверхностью в R3.

Задача 3. Пусть (M, g) риманово многообразие, (Sn, gcan) сфера со стан-
дартной метрикой и Φ = (u1, ...un+1) : M −→ Sn ⊂ Rn+1 гладкое отображе-
ние. Доказать, что отображение Φ является гармоническим тогда и только
тогда, когда выполнено уравнение ∆gΦ = |∇Φ|2gΦ. Здесь равенство понима-
ется покомпонентно, то есть для любого i выполнено ∆gui = |∇Φ|2gui, где

|∇Φ|2g =
n+1∑
i=1

|dui|2g.

Задача 4. Пусть u1, . . . , un+1 такие собственные функции оператора
Лапласа-Бельтрами ∆g на римановом мноообразии (M, g) с одним и тем

же собственым числом λ, что
n+1∑
i=1

u2
i = 1. Тогда отображение, определённое

формулой Φ = (u1, ...un+1) : M −→ Sn ⊂ Rn+1, является гармоническим
отображением в сферу радиуса 1, причём с постоянной плотностью энергии

e(Φ) = 1
2 |∇Φ|2g = 1

2

n+1∑
i=1

|dui|2g = λ
2 .

Задача 5. Пусть Φ = (u1, ...un+1) : M −→ Sn ⊂ Rn+1 гармоническое
отображение риманова мноообразия (M, g) в сферу радиуса 1 с постоянной
плотностью энергии e(Φ). Тогда все функции ui являются собственными
функциями оператора Лапласа-Бельтрами ∆g на (M, g) с одним и тем же
собственным числом λ = 2e(Φ).

Задача 6. Доказать, что для изометрических погружений минималь-
ность эквивалентна гармоничности.

Задача 7. Докажите формулу Бохнера: если u гладкая функция на
римановом многообразии, то
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)
= ⟨grad∆u, gradu⟩+ |Hessu|2 +Ric(gradu, gradu).

Задача 8. Докажите, что отображение Веронезе S2√
3
−→ S41, заданное

формулой
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является минимальным погружением.


