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Задача 1. Пусть e1, . . . , en локальный ортонормированный базис в век-
торных полях в некоторой окрестности точки p многообразия M, а c1(t),
. . . , cn(t) — такие геодезические, что ci(0) = p и c′i(0) = ei. Доказать, что
оператор Лапласа-Бельтрами можно найти по формуле
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f(ci(t))|t=0.

Задача 2∗. Доказать, что поверхность Эннепера
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является минимальной поверхностью в R3.

Задача 3. Доказать, что для изометрических погружений минималь-
ность эквивалентна гармоничности.

Задача 4. Назовём функцию обобщённо линейной, если её гессиан ну-
левой. Доказать, что если M — минимальное подмногообразие N, а f —
обобщённая линейная функция на N, то её ограничение f |M является гар-
монической функцией.

Задача 5. Докажите формулу Бохнера: если u гладкая функция на
римановом многообразии, то

∆

(
|gradu|2

2

)
= ⟨grad∆u, gradu⟩+ |Hessu|2 +Ric(gradu, gradu).

Задача 6. Пусть N риманово многообразие. Доказать, что свойство
отображения f : Σ −→ N римановой поверхности быть гармоническим за-
висит от конформной структуры, но не от выбора конформной метрики.

Задача 7. Пусть P (d) пространство однородных многочленов степени d
на Rn+1. Рассмотрим пространство гармонических однородных многочле-
нов степени d

H(d) = {f ∈ P (d) |∆Rn+1

f = 0}

и пространство сферических гармонических функций степени d на сфере
радиуса R

SH(d) = {f |SnR | f ∈ H(d)}.

Докажите, что

∆SnRf =
d(n+ d− 1)

R2
f.

Задача 8. Докажите, что отображение Веронезе S2√
3
−→ S41, заданное

формулой
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является минимальным погружением.


