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Ëèñòîê 5.

Çàäà÷à 1.
(a) Ïóñòü f : X → R. Íàéäèòå ìèíèìàëüíóþ ñèãìà-àëãåáðó íà X, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé

ôóíêöèÿ f èçìåðèìà.
(b) Îïèøèòå ìèíèìàëüíóþ ñèãìà-àëãåáðó íà R2, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçìåðèìà ôóíêöèÿ

f(x, y) = x+ y.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü fn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (X,A) � èçìåðèìûõ ôóíêöèé. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíê-

öèè supn fn(x) è infn fn(x) èçìåðèìû. Ïðèâåäèòå ïðèìåð, ÷òî äëÿ íåñ÷åòíîãî íàáîðà ôóíêöèé
ýòî óòâåðæäåíèå íåâåðíî.
Çàäà÷à 3. Ïóñòü f : R × Y → R è ïðè êàæäîì y ôóíêöèÿ x → f(x, y) íåïðåðûâíà íà R, à ïðè

êàæäîì x ôóíêöèÿ y → f(x, y) èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî ñèãìà àëãåáðû A íà Y . Äîêàæèòå, ÷òî f
èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî ñèãìà-àëãåáðû B(R)⊗A.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü f(x, y) ïðè êàæäîì y èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó íà [a, b] ïî x, è ïðè êàæäîì x

ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ (Y,B) � èçìåðèìîé ïî y. Äîêàæèòå, ÷òî

F (y) =

∫ b

a
f(x, y) dx

ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ôóíêöèåé íà (Y,B).
Çàäà÷à 5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ èçìåðèìûõ ïî Ëåáåãó ôóíêöèé f, g : [0, 1]→ [0, 1], êîìïîçè-

öèÿ êîòîðûõ f ◦ g íå ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ïî ëåáåãó ôóíêöèåé.
Çàäà÷à 6. Ïðèâåäèòå ïðèìåð èçìåðèìîé ïî Ëåáåãó ôóíêöèè f íà [0, 1] òàêîé, ÷òî âñÿêàÿ èçìå-

ðèìàÿ ôóíêöèÿ g, ñîâïàäàþùàÿ ïî÷òè âñþäó ñ f , âñþäó ðàçðûâíà.
Çàäà÷à 7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : R→ R è f(x+ y) = f(x) + f(y). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f èçìåðèìà

ïî Ëåáåãó, òî f(x) = kx.
Çàäà÷à 8. Ïîñòðîéòå ïðèìåð òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåîòðèöàòåëüíûõ è èíòåãðèðóåìûõ ïî

Ëåáåãó íà [0, 1] ôóíêöèé fn, ÷òî fn ñõîäÿòñÿ ê íóëþ ïîòî÷å÷íî, èíòåãðàëû îò fn ñõîäÿòñÿ ê íóëþ,
íî ôóíêöèÿ Φ(x) = supn fn(x) íå èíòåãðèðóåìà.
Çàäà÷à 9. Ïóñòü fn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó íà [0, 1]

ôóíêöèé, èíòåãðàëû îò êîòîðûõ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè fnk

ôóíêöèÿ Φ(x) = supk fnk
(x) èíòåãðèðóåìà.

Çàäà÷à 10. Âûÿñíèòå ïðè êàêèõ α, β ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [0, 1] ïî ìåðå Ëåáåãà, åñëè
(a) f(x) = xα| lnx|β , (b) f(x) = xα sin(x−β).
Çàäà÷à 11. Ïóñòü fn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïî÷òè âñþäó ñõîäÿòñÿ

ê ôóíêöèè f îòðåçêå [0, 1] ñ ìåðîé Ëåáåãà. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x)e−f

2
n(x) dx =

∫ 1

0
f(x)e−f

2(x) dx.

Çàäà÷à 12. Èíòåãðèðóåìûå ïî Ëåáåãó íà [0, 1] ôóíêöèè fn ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó ê íóëþ è
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∫ 1

0
|fn(x)|2 dx ≤ 4

∫ 1

0
|fn(x)| dx.

Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàëû

∫ 1

0
|fn(x)| dx ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.
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Çàäà÷à 13.
(a) Ïóñòü an ≥ 0 è

∑
n an <∞. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ðÿä∑

n

an√
|x− xn|

ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà R.
(b) Ïóñòü an ≥ 0 è

∑
n an lnn <∞. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn} ðÿä∑

n

an
|x− xn|

ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó íà R.
Çàäà÷à 14. Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ëåáåãó íà R. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
h→0

∫
|f(x+ h)− f(x)| dx = 0.

Çàäà÷à 15. Ïóñòü µ � êîíå÷íàÿ ìåðà íà X, ïðè êàæäîì x ôóíêöèÿ t→ f(t, x) íåïðåðûâíà íà
R è ïðè êàæäîì t ôóíêöèÿ x→ f(t, x) èíòåãðèðóåìà ïî ìåðå µ. Äîêàæèòå, ÷òî ó ôóíêöèè

F (t) =

∫
f(t, x)µ(dx)

åñòü òî÷êà íåïðåðûâíîñòè.


