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Ëèñòîê 1.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü ‖x‖2 =
√

x2
1 + x2

2 è ‖x‖∞ = max{|x1|, |x2|}. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà
(R2, ‖ · ‖∞) è (R2, ‖ · ‖2) ïîëíû, ãîìåîìîðôíû, íî íå èçîìåòðè÷íû.
Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåí-

íûõ çàìêíóòûõ øàðîâ èìååò îáùóþ òî÷êó.
Çàäà÷à 3∗. Ïóñòü ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X ïîëíî ñ íîðìàìè ‖ · ‖1 è ‖ · ‖2, ïðè÷åì

‖ · ‖1 ≤ ‖ · ‖2. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Áýðà äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî C, ÷òî
‖ · ‖2 ≤ C‖ · ‖1.
Çàäà÷à 4∗. Ïóñòü fn, f ∈ C∞(R). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî fn → f â C∞, åñëè

max
x∈[−k,k]

∣∣f (j)
n (x)− f (j)(x)

∣∣ → 0

ïðè n → ∞ äëÿ âñåõ j, k ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ ñõîäèìîñòü çàäàåòñÿ ìåòðèêîé, íî íå
çàäàåòñÿ íîðìîé.
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëíîå áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â

âèäå ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ. Âûâåñòè èç ýòîãî, ÷òî íà ïðî-
ñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ íåëüçÿ ââåñòè íîðìó òàê, ÷òî îíî ñòàíåò ïîëíûì.
Ïóñòü X, Y � âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä R. Îòîáðàæåíèå L : X 7→ Y íàçûâàåòñÿ ëè-

íåéíûì, åñëè L(αx+βy) = αLx+βLy äëÿ âñåõ α, β ∈ R è x, y ∈ X. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
íàçûâàþò ëèíåéíûì îïåðàòîðîì. Åñëè Y = R, òî L íàçûâàþò ëèíåéíûì ôóíêöèîíàëîì.
Çàäà÷à 6. Ïóñòü l, l1, . . . , ln � ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû è ÿäðî l ñîäåðæèò

⋂
k Ker lk. Äî-

êàæèòå, ÷òî l = c1l1 + . . . + cnln, ãäå ci ∈ R.
Çàäà÷à 7∗. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíîñòü ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà íà íîðìèðîâàííîì

ïðîñòðàíñòâå ðàâíîñèëüíà çàìêíóòîñòè åãî ÿäðà. Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ?
Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ïîëîæèì

‖A‖ = sup
x : ‖x‖≤1

‖Ax‖.

Çàäà÷à 8. (a) Äîêàæèòå, ÷òî ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ äëÿ íåïðåðûâíûõ ëèíåéíûõ ëèíåéíûõ
îïåðàòîðîâ B : X → Y è A : Y → Z.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâî L(X, Y ) ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ ñî çíà÷å-
íèÿìè â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå Y ïîëíî îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðíîé íîðìû.
Çàäà÷à 9. Âîçüìåì íà Rn íîðìó ‖x‖ = max |xi|. Íàéäèòå íîðìó îïåðàòîðà, çàäàííîãî

ìàòðèöåé A.
Çàäà÷à 10. Ïóñòü A � ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä eA =
∑∞

n=0
1
n!

An ñõîäèòñÿ ïî îïåðàòîðíîé íîðìå.

(b) Ïóñòü AB = BA. Äîêàæèòå, ÷òî eA+B = eAeB.
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