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1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè M � ñâÿçíîå íåêîìïàêòíîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, òî
Hi(M) = 0 ïðè i > n.

2. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà, ñâÿçûâàþùèå ^- è _-ïðîèçâåäåíèÿ:

à) f∗(α)_ ϕ = f∗(α _ f ∗(ϕ)) äëÿ f : X → Y , α ∈ Hk(X), ϕ ∈ H`(Y );

á) α _ (ϕ ^ ψ) = (α _ ϕ)_ ψ äëÿ α ∈ Hk(X), ϕ ∈ H`(X), ψ ∈ Hm(X).

3. Ïóñòü Mm � çàìêíóòîå îðèåíòèðîâàííîå ìíîãîîáðàçèå, à i : Nn ↪→ Mm �
âëîæåíèå çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ. Ïóñòü x ∈ Hm−n(M) �
êëàññ, äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå ê i∗[N ] ∈ Hn(M). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
êëàññà êîãîìîëîãèé y ∈ Hn(M) èìååò ìåñòî ôîðìóëà

〈i∗y, [N ]〉 = 〈x · y, [M ]〉.

4. Äîêàæèòå, ÷òî H i
c(X) = lim

−→
H i(X,X −K), ãäå ïðÿìîé ïðåäåë áåð¼òñÿ ïî âñåì

ãîìîìîðôèçìàì H i(X,X − K) → H i(X,X − L), ñîîòâåòñòâóþùèì âëîæåíèÿì
êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ K ⊂ L â X.

5. Âû÷èñëèòå H i
c(Rn) äëÿ âñåõ i.

6. Ïóñòü X =
⋃

i Ui � áåñêîíå÷íîå îáúåäèíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòêðûòûõ
ïîäìíîæåñòâ U1 ⊂ U2 ⊂ . . .. Äîêàæèòå, ÷òî Hk(X) = lim

−→
Hk(Ui).

7. Ïóñòü M � êîìïàêòíîå n-ìåðíîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå ñ êðàåì ∂M .
Äîêàæèòå èçîìîðôèçìû äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå�Ëåôøåöà

DM = [M ]_ : Hk(M,∂M)
∼=−→ Hn−k(M),

Hk(M)
∼=−→ Hn−k(M,∂M),

ãäå [M ] ∈ Hn(M,∂M) � ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ.

8. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå íå ðåòðàãèðóåòñÿ íà ñâîé êðàé.

9. Ïóñòü K � êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî â ñôåðå Sn, ïðè÷¼ì âëîæåíèå K ⊂ Sn

ÿâëÿåòñÿ êîðàññëîåíèåì, ò. å. óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ïðîäîëæåíèÿ ãîìîòîïèè. Äî-
êàæèòå èçîìîðôèçìû äâîéñòâåííîñòè Àëåêñàíäåðà�Ïîíòðÿãèíà:

H̃i(S
n −K) ∼= H̃n−i−1(K).

(Ýòè èçîìîðôèçìû èìåþò ìåñòî è áåç îãðàíè÷åíèÿ íà âëîæåíèå, åñëè K � ëî-
êàëüíî ñòÿãèâàåìîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî.)

10. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m] = {1, . . . ,m}, îòëè÷-
íûé îò ïîëíîãî ñèìïëåêñà ∆m−1. Îïðåäåëèì äâîéñòâåííûé êîìïëåêñ

K̂ = {I ⊂ [m] : [m] \ I /∈ K}.

Ïîëîæèì Î = [m] \ I. Äëÿ êàæäîãî I /∈ K (ò. å. Î ∈ K̂) äîêàæèòå èçîìîðôèçìû

H̃j(KI) ∼= H̃ |I|−3−j
(
lkK̂ Î

)
,

ãäå KI = {J ∈ K : J ⊂ I} � îãðàíè÷åíèå K íà I. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ I = [m] ïîëó÷àåì

H̃j(K) ∼= H̃m−3−j(K̂).
Ýòî � êîìáèíàòîðíàÿ âåðñèÿ äâîéñòâåííîñòè Àëåêñàíäåðà�Ïîíòðÿãèíà.
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