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ËÈÑÒÎÊ 1: ÒÎÏÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÅ È PL-ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß,

ÎÐÈÅÍÒÈÐÓÅÌÎÑÒÜ

ËÅÊÒÎÐ: Ò.Å. ÏÀÍÎÂ

1. Âû÷èñëèòå ãðóïïû ëîêàëüíûõ ãîìîëîãèé Hi(X,X \ x) äëÿ ãðàôà X è åãî ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè x.

2. Äîêàæèòå, ÷òî Sn, T n, RP n è CP n ÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, à
øàð Dn è ïîëíîòîðèå D2 × S1 ÿâëÿþòñÿ ìíîãîîáðàçèÿìè ñ êðàåì.

PL-ñôåðîé ðàìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, íåêîòîðîå ïîä-
ðàçáèåíèå êîòîðîãî èçîìîðôíî ïîäðàçáèåíèþ ãðàíèöû (n+1)-ìåðíîãî ñèìïëåêñà.
PL-ìíîãîîáðàçèåì ðàìåðíîñòè n íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K, äëÿ
êîòîðîãî ëèíê lkσ = {τ ∈ K : τ ∪ σ ∈ K, τ ∩ σ = ∅} êàæäîãî íåïóñòîãî ñèìïëåêñà
σ ÿâëÿåòñÿ PL-ñôåðîé ðàçìåðíîñòè n− 1− dimσ.

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè K � PL-ìíîãîîáðàçèå, òî |K| � ìíîãîîáðàçèå.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàíèöà ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ PL-ñôåðîé.

5. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè K � n-ìåðíîå PL-ìíîãîîáðàçèå, òî Hi(|K|, |K| \ x) = 0
ïðè i 6= n è Hn(|K|, |K| \ x) = Z, äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ |K| (ò. å. |K| ÿâëÿåòñÿ
ãîìîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì).

6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè |K|� òðèàíãóëÿöèÿ n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ, òî äëÿ ëþáîãî
íåïóñòîãî i-ìåðíîãî ñèìïëåêñà σ ëèíê lkK σ èìååò ãîìîëîãèè êàê ó (n − i − 1)-
ìåðíîé ñôåðû.

7. Äîêàæèòå, ÷òî ñâÿçíîå PL-ìíîãîîáðàçèå K ðàçìåðíîñòè n ñèëüíî ñâÿçíî, ò. å.
ëþáîé (n− 1)-ñèìïëåêñ ñîäåðæèòñÿ â òî÷íîñòè â äâóõ n-ñèìïëåêñàõ, è ëþáûå äâà
n-ñèìïëåêñà ìîæíî ñîåäèíèòü öåïî÷êîé èç n-ñèìïëåêñîâ, â êîòîðîé ëþáûå äâà
ïîñëåäîâàòåëüíûõ n-ñèìïëåêñà èìåþò îáùóþ (n− 1)-ìåðíóþ ãðàíü.

8. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ òðèàíãóëÿöèÿ ñâÿçíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñèëüíî ñâÿçíà â
ñìûñëå ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

9. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñâÿçíîå PL-ìíîãîîáðàçèå îðèåíòèðóåìî, òî íà í¼ì èìååòñÿ
â òî÷íîñòè äâå îðèåíòàöèè.

Äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà σ ∈ K îïðåäåëèì ¾áàðèöåíòðè÷åñêóþ çâåçäó¿ êàê ñëåäó-
þùèé ïîäêîìïëåêñ â áàðèöåíòðè÷åñêîì ïîäðàçäåëåíèè K′:

σ∗ =
{
(σ1 ⊂ σ2 ⊂ . . .) ∈ K′ : σ ⊂ σ1

}
.

Îïðåäåëèì òàêæå

∂σ∗ =
{
(σ1 ⊂ σ2 ⊂ . . .) ∈ K′ : σ ( σ1

}
, σ◦ = σ∗ \ ∂σ∗.

10. Ïóñòü K � PL-ìíîãîîáðàçèå. Äîêàæèòå, ÷òî ¾îòêðûòûå áàðèöåíòðè÷åñêèå
çâ¼çäû¿ σ◦ ñèìïëåêñîâ σ ∈ K îáðàçóþò êëåòî÷íîå ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà |K|.
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