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Задача 6.1. Пусть Φ(n) — количество правильных несократимых дробей со знамена-
телем не больше n. Докажите, что Φ(n) = 1

2

∑
µ(d)bn/dcb1 + n/dc.

. Напомним, что производящая функция Дирихле последовательности an — это функция
s 7→

∑
ann

−s.

Задача 6.2. Найдите (выразите через дзета-функцию Римана) производящую функ-
цию Дирихле последовательности

а)
√
n; б) µ(n); в) φ(n); г) σ0(n); д) [n нечетно]; е) [n своб. от квадратов].

(σ0 — количество делителей; квадратные скобки — индикаторная функция.)

Задача 6.3. а) Многограниик в Rm задан неравенствами 0 6 x1 6 x2 6 . . . 6 xm 6 1.
Найдите его объем.

б) Многогранник Π2n ⊂ R2n
>0 задан неравенствами

φ1 + φ2 6 π/2;

φ2 + φ3 6 π/2;

. . .

φ2n + φ1 6 π/2.

Выразите его объем через число зигзагообразных перестановок из задачи 5.4.

Задача 6.4. а) Докажите, что

Vol(Π2n) =

∫
[0,1]2n

dx1 . . . dx2n
1− x21x22 . . . x22n

= 1 +
1

32n
+

1

52n
+ . . .

(указание: x1 = sinφ1/ cosφ2, x2 = sinφ2/ cosφ3, . . . — ср. с заменой x = sinφ/ cosφ,
вычисляющей интеграл функции (1 + x2)−1).

б) Выведите из предыдущего пункта, что ζ(2n) — рациональное кратное π2n.


