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3.1. Ðàññìîòðèòå ïîäìîäóëü M = Z(a1, b1)+Z(a2, b2) ìîäóëÿ Z⊕Z.
Â êàêèõ ñëó÷àÿõ èíäåêñ ïîäìîäóëÿ M â ìîäóëå Z ⊕ Z êîíå÷åí?
Â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âûðàçèòå ýòîò èíäåêñ ÷åðåç
a1, b1, a2, b2.
3.2. Îòâåòüòå íà âîïðîñû çàäà÷è 3.1. äëÿ ïîäìîäóëÿ
M = Z(a1, b1) + Z(a2, b2) + Z(a3, b3) ìîäóëÿ Z⊕ Z⊕ Z.

3.3. Ïóñòü k � ïîëå, è R = k[x, y]. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîäìîäóëü
ñâîáîäíîãî R-ìîäóëÿ R, ñîñòîÿùèé èç ìíîãî÷ëåíîâ ñ íóëåâûì
ñâîáîäíûì ÷ëåíîì, íå ñâîáîäåí.

3.4. Ïîñòðîéòå ñâîáîäíûå ðåçîëüâåíòû ìèíèìàëüíîé âîçìîæ-
íîé äëèíû äëÿ âñåõ èäåàëîâ êîëüöà ãàóññîâûõ öåëûõ ÷èñåë Z[i].
3.5*. Ïîñòðîéòå ñâîáîäíûå ðåçîëüâåíòû ìèíèìàëüíîé âîçìîæíîé
äëèíû äëÿ âñåõ èäåàëîâ êîëüöà ýéçåíøòåéíîâûõ öåëûõ ÷èñåë

Z[ω]
ω2+ω+1

.
3.6**. Ïîñòðîéòå ñâîáîäíûå ðåçîëüâåíòû ìèíèìàëüíîé âîçìîæíîé
äëèíû äëÿ âñåõ èäåàëîâ êîëüöà Z[

√
−5].

3.7**. Ïîñòðîéòå ñâîáîäíûå ðåçîëüâåíòû ìèíèìàëüíîé âîç-
ìîæíîé äëèíû äëÿ âñåõ èäåàëîâ êîëüöà C[x,y]

(x3+y3−1)C[x,y] .

3.8. Ðàññìîòðèòå êîëüöî R := Z[T ]
Z[T ](T 2−1)

è ââåäèòå ýëåìåíò

t ∈ R ñ ïîìîùüþ ìîðôèçìà Z[T ] → R : T 7→ t. Ðàññìîòðèòå
R-ìîäóëü M := R

R(t−1)
.

(à) Äîêàæèòå, ÷òî M èçîìîðôåí áåñêîíå÷íîé öèêëè÷åñêîé ãðóïïå,
íà êîòîðîé t äåéñòâóåò òðèâèàëüíî.
(á) Ïðîâåðüòå, ÷òî

. . . R
t−1−→ R

t+1−→ R
t−1−→M −→ 0

� áåñêîíå÷íàÿ ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà ìîäóëÿ M .
3.9*. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è äîêàæèòå, ÷òî R-ìîäóëü
M íå èìååò ñâîáîäíûõ ðåçîëüâåíò êîíå÷íîé äëèíû � èëè õîòÿ áû
äëèí 1,2, 3, . . . .
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