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1.1. Ïóñòü R ∈∈ RING è M ∈∈ R −MOD. Äëÿ âñÿêîãî ëè ïîäìîäóëÿ

M1 ⊆M íàéä¼òñÿ òàêîé ïîäìîäóëü M2 ⊆M , ÷òî M 'M1 ⊕M2?

1.2. Îáîçíà÷èì äëÿ ïîëÿ k ÷åðåç k[x]≤d âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå d. Ñóùåñòâóåò ëè â ïðîñòðàíñòâå R≤100
òàêîé áàçèñ èç ìíîãî÷ëåíîâ f0, . . . f100, ÷òî ïðè ëþáûõ i, j ∈ {0, . . . , 100}
èç i 6= j ñëåäóåò

∫ 1
−1 fi(x)fj(x)dx = 0? Ïîäñêàçêà: òàêèå ìíîãî÷ëåíû

íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè.

1.3. Ïóñòüm,n � ÷¼òíûå öåëûå ÷èñëà. Ïðè êàêîì óñëîâèè 〈{m,n}〉 = 2Z?

1.4. Ñîñòàâüòå òàáëèöó ðàíãîâ ðàññìàòðèâàåìûõ êàê Z-ìîäóëè
àáåëåâûõ ãðóïï ïîðÿäêà ≤ 10.

1.5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåñâîáîäíîãî ìîäóëÿ.

1.6. Ñîñòàâüòå íàóãàä ñèñòåìó äâóõ ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíå-

íèé ñ 4 íåèçâåñòíûìè. Íàéäèòå áàçèñ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé ýòîé

ñèñòåìû.

1.7. Ðàññìîòðèòå íàä ïîëåì Q ïðîñòðàíñòâî Fib(Q) ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé x : Z→ Q : n 7→ xn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ Ôèáîíà÷÷è

xn = xn−1 + xn−2

äëÿ âñåõ n ∈ Z. Ñóùåñòâóåò ëè áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùèé

èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé? Ñóùåñòâóåò ëè òàêîé áàçèñ â áîëüøåì

ïðîñòðàíñòâå Fib(K) äëÿ êàêîãî-ëèáî ðàñøèðåíèÿ K ⊃ Q?

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò φ ∈ Fib(Q),
óäîâëåòâîðÿþùèé φ0 = φ1 = 1. Ñêîëüêî äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ â ÷èñëå

φ2019? À â φ−2019? Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü áàçèñîì èç ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ ïðîãðåññèé â ïîäõîäÿùåì ïðîñòðàíñòâå Fib(K).

1.8. Íàéäèòå âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ

x2 − 2y2 = 1

ñ x, y ∈ N; ïðîíóìåðóéòå ýòè ðåøåíèÿ òàê, ÷òîáû 1 = x0 < x1 < x2 < . . . .
Ñôîðìóëèðóéòå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â òåðìèíàõ ìîäóëåé íàä êîëü-

öîì àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë. Íàéäèòå limn→∞
xn
yn
. Âû÷èñëèòå ñ ïîìîùüþ

ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ 6 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ
√
2.
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