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2.0. Ðàçëîæåíèå ìîäóëåé â ïðÿìûå ñóììû

Ôèêñèðóåì R ∈∈ RING.

2.0.0. Ïîäìîäóëè è ôàêòîð-ìîäóëè. Ïóñòü M ∈∈ R −MOD
è N ⊆ M � ïîäìîäóëü, òî åñòü N + N ⊆ N è R · N ⊆ N .
Òîãäà íà àáåëåâîé ôàêòîð-ãðóïïå M

N
î÷åâèäíûì îáðàçîì ââîäèòñÿ

ñòðóêòóðà R-ìîäóëÿ: äëÿ r ∈ R,m ∈M

r · [m]N := [r ·m]N .

Îïðåäåëåíèå î÷åâèäíî êîððåêòíî (ïðîâåðüòå!). Àáåëåâà ãðóïïà M
N

ñ ýòèì äåéñòâèåì íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ìîäóëåì.

M

N
∈∈ R−MOD.
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2.0.1. Êîðîòêèå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïóñòü â îáîçíà-
÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà N ⊆M � ìîäóëü è ïîäìîäóëü. Èì
ñîïîñòàâëÿåòñÿ êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ N −→M −→ M

N
−→ 0,

èìåþùàÿ òîò æå ñìûñë, ÷òî è â îñåííåì ñåìåñòðå.

2.0.2. Ðàñùåïëåíèå. Êîðîòêàÿ òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ N
ι−→M

π−→ M

N
−→ 0

íàçûâàåòñÿ ðàñùåïëÿþùåéñÿ, åñëè íàéä¼òñÿ ïðàâûé îáðàòíûé äëÿ
π, òî åñòü òàêîé ìîðôèçì σ : M

N
→M , ÷òî π ◦ σ = 1N .

Íå âñå êîðîòêèå òî÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñùåïëÿåìû.
Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àáåëåâûõ ãðóïï

0 −→ 2Z −→ Z −→ Z
2Z
−→ 0

íåðàñùåïëÿåìà.

2.0.3. Äîïîëíÿåìîñòü. Ïîäìîäóëü N1 ⊆ M íàçûâàåòñÿ äî-

ïîëíÿåìûì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé N2 ∈∈ R −MOD, ÷òî èìååò
ìåñòî èçîìîðôèçì

M ' N1 ⊕N2.

Ïðåäëîæåíèå. Ïîäìîäóëü N ⊆ M äîïîëíÿåì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 −→ N
ι−→M

π−→ M

N
−→ 0

ðàñùåïëÿåòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò ðàñùåïëåíèå σ : M
N
→ M , òî,

êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ìîðôèçì

ι⊕ σ : N ⊕ M

N
−→M

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàâòîëîãè÷íî. �

2.1. Êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà
Ôèêñèðóåì ïîëå k ∈∈ FLD. Êàòåãîðèÿ k-ìîäóëåé ïðåâðàùàåòñÿ
â êàòåãîðèþ k − VECT âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ íàä k. Òåïåðü,
åñëè V ∈∈ k − VECT è v ∈ V , òî v áóäåò íàçûâàòüñÿ âåêòîðîì.
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Ýëåìåíòû ïîëÿ k áóäóò íàçûâàòüñÿ ñêàëÿðàìè.

2.1.0. Ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü. Âåêòîðà v1, . . . , vn ∈ V
íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, åñëè èç ñîîòíîøåíèÿ

λ1v1 + · · ·+ λnvn = 0V

ïðè λ1, . . . , λn ∈ k ñëåäóåò

λ1 = . . . λn = 0k.

Î÷åâèäíî, îäèí íåíóëåâîé âåêòîð v ∈ V \ {0} "ëèíåéíî íåçàâèñèì"
: èç λv = 0 ïðè λ 6= 0 ñëåäîâàëî áû λ = 0, ïîñêîëüêó èíà÷å ê
âåêòîðó 0V = λv ìîæíî áûëî áû ïðèìåíèòü 1

λ
.

Â ìîäóëÿõ íàä êîëüöàìè ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü îáû÷íî íå ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ, ïîñêîëüêó ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ.

Íàïðèìåð, â êîíå÷íîé àáåëåâîé ãðóïïå A èç n ýëåìåíòîâ âûïîíÿåòñÿ

n · a äëÿ ëþáîãî a ∈ A.

2.1.1. Êîíå÷íîìåðíîñòü. Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ êîíå÷-

íîìåðíûì, åñëè â í¼ì ìîæåò íàéòèñü ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ.

Íàïðèìåð, òàêîâî ïðîñòðàíñòâî k[x]≤n; â í¼ì íå ìîæåò íàé-
òèñü m ≤ n + 1 ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ f1, . . . , fm,
ïîñêîëüêó, ïîäáèðàÿ ïîäõîäÿùèå λ1, . . . , λn ∈ k, ìîæíî ïîñëåäîâà-
òåëüíî ïîíèæàòü ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà λ1f1 + · · ·+ λnfn.

Íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåê-
òîðîâ â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ åãî ðàçìåðíîñòüþ.

2.1.2. Áàçèñû. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {v1, . . . , vn} ⊂ V ïðîñòðàí-
ñòâà V íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, åñëè, âî-ïåðâûõ,
ýòî ìíîæåñòâî ïîðîæäàåò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü

V = kv1 + · · ·+ kvn,

à, âî-âòîðûõ, âåêòîðà v1, . . . , vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Òåîðåìà. Ëþáîå ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ

â êîíå÷íîìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ðàñøèðèòü äî

áàçèñà ýòîãî ïðîñòðàíñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âåêòîðà v1, . . . , vn ëèíåéíî íåçàâèñèìû.
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Åñëè 〈v1, . . . , vn〉 = V , òî äîêàçûâàòü íå÷åãî: ìû óæå ïîñòðîèëè
áàçèñ. Åñëè æå 〈v1, . . . , vn〉 6= V , òî âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð
v ∈ V \ 〈v1, . . . , vn〉 è ïðèñîåäèíèì åãî ê v1, . . . , vn. Ïîëó÷èâøååñÿ
ìíîæåñòâî ëèíåéíî íåçàâèñèìî: åñëè áû èìåëî ìåñòî ñîîòíîøåíèå

λ1v1 + · · ·+ λnvn + λv = 0,

òî â í¼ì îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿëîñü áû λ 6= 0, ïîñêîëüêó èíà÷å ýòî
áûëî áû ñîîòíîøåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó îñòàëüíûìè
âåêòîðàìè. Ïîäåëèâ âûïèñàííóþ ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü íà λ
(èìåííî çäåñü ìû ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî k � ïîëå! íàä ïðîèçâîëü-
íûì êîëüöîì ýòî âñ¼ íåâåðíî...), ìû âûðàçèëè áû v ëèíåéíî
÷åðåç îñòàëüíûå âåêòîðà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èëî áû ïðåäïîëîæåíèþ
v /∈ 〈v1, . . . , vn〉.

Ìû îïèñàëè ïðîöåäóðó ðàñøèðåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæå-
ñòâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, íå ÿâëÿþùåãîñÿ áàçèñîì.
Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî V ïî ïðåäïîëîæåíèþ êîíå÷íîìåðíî, ýòî
ïðîöåäóðà ìîæåò îñóùåñòâèòüñÿ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. �

Ñëåäñòâèå. Ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå íåíóëåâîå âåêòîðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî îáëàäàåò áàçèñîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ â êîíöå ðàçäåëà 2.1.0, ìû
ìîæåì íà÷àòü ñ îäíîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà, à çàòåì ïðèìåíÿòü
òåîðåìó, ïîêà íå ïîñòðîèì áàçèñ. �

2.1.3. Äîïîëíÿåìîñòü. Ìû ïîëó÷èì ðåçóëüòàò, êîðåííûì
îáðàçîì îòëè÷àþùèé âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà îò ìîäóëåé íàä
ïðîèçâîëüíûìè êîëüöàìè.

Òåîðåìà. Ëþáîå ïîäïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíîãî âåêòîðíî-

ãî ïðîñòðàíñòâà äîïîëíÿåìî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü W ⊂ V � ïàðà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
(èç êîíå÷íîìåðíîñòè áîëüøåãî ñëåäóåò êîíå÷íîìåðíîñòü ìåíüøå-
ãî). Âûáðàâ ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà â W
áàçèñ {w1, . . . , wn}, ìû ñîãëàñíî òåîðåìå ïðåäûäóùåãî ïîäðàçäåëà
äîïîëíèì åãî äî áàçèñà {w1, . . . , wn; v1, . . . , vn}. Òîãäà, î÷åâèäíî,

W = 〈w1, . . . , wn〉

è

V = W ⊕ 〈v1, . . . , vn〉.�
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2.1.4. Êëàññèôèêàöèÿ. Ñåé÷àñ ìû óáåäèìñÿ, ÷òî êîíå÷íîìåðíûå
âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà (îïÿòü-òàêè â ðàçèòåëüíîì îòëè÷èè îò
ìîäóëåé íàä îáùèìè êîëüöàìè) îáëàäàþò åäèíñòâåííûì èíâàðè-
àíòîì � ðàçìåðíîñòüþ.

Òåîðåìà. Ëþáîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n ∈ N
íàä k èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó k⊕ · · · ⊕ k︸ ︷︷ ︸

n

Äîêàçàòåëüñòâî. Â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V âûáåðåì áà-
çèñ {v1, . . . , vn}; òîãäà òðåáóåìûé èçîìîðôèçì çàäà¼òñÿ ôîðìóëîé

k⊕ · · · ⊕ k︸ ︷︷ ︸
n

'−→ V : (λ1, . . . , λn) 7→ λ1v1 + · · ·+ λnvn.�

2.2. Êàòåãîðèÿ êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
Ðàñêëàññèôèöîðîâàâ èíäèâèäóàëüíûå êîíå÷íîìåðíûå âåêòîðíûå
ïðîñòðàíñòâà, ìû îáðàòèìñÿ òåïåðü ê êàòåãîðèè, êîòîðóþ îíè
ñîñòàâëÿþò. Õîòÿ êëàññû èçîìîðôèçìà îáúåêòîâ êàòåãîðèè íóìå-
ðóþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, ñàìà êàòåãîðèÿ îáëàäàåò âåñüìà
áîãàòîé ñòðóêòóðîé.

Ìû îáîçíà÷èì å¼ k− VECT fin.dim.

2.2.0. Ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü íåñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå

V t W := Mork−VECT fin.dim(V,W ).

Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ðàññìàòðèâàåìîé êàòåãîðèè:

V t W ∈∈ k− VECT fin.dim.

Òåîðåìà. dim(V t W ) = dim(V ) dim(W ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñì. íèæå. �

2.2.1. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ. Áóäåì ðàáîòàòü
â íå âïîëíå ñòàíäàðòíûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

V =
dimV∑
i=1

kvi = {v =
dimV∑
i=1

xiv
i | x1, . . . , xdimV ∈ k},

W =
dimW∑
j=1

kwj = {w =
dimW∑
j=1

yjw
j | y1, . . . , ydimW ∈ k}.
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Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A ∈ V t W îïðåäåëÿåòñÿ îáðàçàìè áàçèñ-
íûõ âåêòîðîâ:

A : V −→ W : vi 7→
dimW∑
j=1

aijw
j.

Ïîñêîëüêó ñêàëÿðû aij ïðîèçâîëüíû, ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó èç
2.2.0.

×òî êàñàåòñÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà

v =
dimV∑
i=1

xiv
i,

òî

A(v) =
dimV∑
i=1

xi

dimW∑
j=1

aijw
j.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà

w =
dimW∑
j=1

yjw
j ∈ W

ñîîòíîøåíèå
A(v) = w

ðàçëîæåííîå ïî áàçèñó w1, . . . , wdimW , ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó ëè-
íåéíûõ óðàâíåíèé

dimV∑
i=1

aijxi = yj.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðåøèìîñòü ýòîé ñèñòåìû ïðèîáðåëà èíâàðè-
àíòíûé ñìûñë âîïðîñà îá îáðàçå A(V ).

2.2.2. Ðàçìåðíîñòü îáðàçà è ðàíã ìàòðèöû. Îáðàç ïðîñòðàí-
ñòâà ïðè ëèíåéíîì îòîáðàæåíèè � ðàçóìååòñÿ, ïîäïðîñòðàíñòâî.

Åãî ðàçìåðíîñòü ìîæíî âû÷èñëèòü êàê êîëè÷åñòâî ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ëèáî ñòîëáöîâ, ëèáî ñòðîê. Ñîâïàäåíèå áóäåò îáúÿñ-
íåíî íèæå.

2.2.3. Êîôóíêòîð "ñîïðÿæ¼ííîå ïðîñòðàíñòâî" . Â íà-
øåì èçëîæåíèè ýòî � öåíòðàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ òåîðèè. Åãî
îïðåäåëåíèå:

k− VECT fin.dim −→−→ k− VECT fin.dim← :: V 7→7→ V t k.
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Äëÿ v ∈ V, x ∈ V ∗
x(v) =:< x, v > .

Äëÿ V,W ∈ k− VECT fin.dim è A ∈ V t W ïî îïðåäåëåíèþ

A∗ : W ∗ −→ V ∗ : y 7→
(
v 7→< y, v >

)
.

Äëÿ áàçèñà V = 〈v1, . . . , vn〉 â ñîïðÿæ¼ííîì ïðîñòðàíñòâå âûáèðà-
åòñÿ äâîéñòâåííûé áàçèñ V ∗ =: 〈x1, . . . , xn〉 ñ ñîîòíîøåíèÿìè

< xi, v
j >= δji

(ñèìâîë Êðîíåêåðà). Òîãäà, åñëè äëÿ A ∈ V t W

A(vi) =
dimW∑
j=1

aijw
j,

òî ïðè < yj, w
i >= δij äâîéñòâåííîå îòîáðàæåíèå çàäà¼òñÿ "òðàíñ-

ïîíèðîâàííîé" ìàòðèöåé:

A∗(yj) =
dimV∑
i=1

aijxi.

Ýòî îáúÿñíÿåò ñîâïàäåíèå ðàíãîâ ìàòðèöû ïî ñòðîêàì è ïî
ñòîëáöàì.

2.2.4. Âòîðîå ñîïðÿæ¼ííîå. Äëÿ ëþáîãî, íå îáÿçàòåëüíî
êîíå÷íîìåðíîãî, ïðîñòðàíñòâà, èìååòñÿ êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå

V ↪→ V ∗∗ : v 7→
(
x 7→< x, v >

)
.

Â ñëó÷àå êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ èç ñîîáðàæåíèé ðàçìåðíîñòè
ýòî � èçîìîðôèçì, ïðè÷¼ì êàíîíè÷åñêèé,

V ∗∗ ∼= V

Ïîêà ýòî ïîíÿòèå ââîäèòñÿ íà èíòóèòèâíîì óðîâíå, áóäó÷è ïðîòè-
âîïîñòàâëåíî ÍÅêàíîíè÷åñêîìó

V ∗ ' V.
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