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1. áææéîîùå ðòåïâòáúï÷áîéñ.

çÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÜÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ ÇÒÕÐÐÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ M → M Ó ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ ËÏÍ-
ÐÏÚÉÃÉÉ, Ô.Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ M → M ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g; h ∈ G, ÔÏ gh ∈ G É g−1 ∈ G. ÷
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÓÑËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ idM = gg−1.

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ a; b ∈ M ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ G), ÅÓÌÉ ∃g ∈ G : b =
g(a) (ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ | ÜÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ G |
ÇÒÕÐÐÁ). ëÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÒÂÉÔÁÍÉ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ G. çÒÕÐÐÁ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÏÒÂÉÔÕ.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á N ⊂M É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏ-
ÒÏÍ N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï NormG(N) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ g ∈ G ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ g(N) = N . îÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÏÄÎÏÔÏÞÅÞÎÏÇÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N = {a} ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Staba. ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ (×
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ) | ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ G. åÓÌÉ ÔÏÞËÉ a É b ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ÏÒÂÉÔÅ, ÔÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ Stabb É Staba
ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ: Stabb = g Staba g−1, ÇÄÅ g ∈ G ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ g(a) = b.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ V ⊂ W | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1), a =∈ V É L = a + V ⊂ W .
Á) ðÕÓÔØ a1; : : : ; ak ∈ L. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ a = �1a1 + · · · + �kak ∈ L ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
�1 + · · ·+ �k = 1. Â) ðÕÓÔØ a0; : : : ; an ∈ L | ÔÏÞËÉ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ L
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙ ÞÉÓÌÁ �0; : : : ; �n ∈ R ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ x = �0a0 + · · ·+ �nan (ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× × W )
É �0 + · · ·+ �n = 1. þÉÓÌÁ �0; : : : ; �n ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ x.

úÁÄÁÞÁ 2. Á) îÁÊÄÉÔÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a0; a1] É ÄÅÌÑÝÅÊ ÅÇÏ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ
p : q, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ a0. Â) îÁÚÏ×ÅÍ ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË a1; : : : ; ak ∈ L ÔÏÞËÕ (a1 + · · · + ak)=k (ÜÔÏ ÔÏÞËÁ L,
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 1Á). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÔÏÞÅË a1; : : : ; ak ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍ ÔÏÞËÕ
ai Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË a1; : : : ; âi; : : : ; ak, É ÄÅÌÉÔ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (k − 1) : 1. ÷
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.

ðÕÓÔØ M | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÁÖÄÁÑ ÂÏÌØÛÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-
ÎÁ ÔÅÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÅÅ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ G ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ M × ÇÒÕÐÐÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 3. Á) éÚ ÓËÏÌØËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÓÔÏÉÔ ÇÒÕÐÐÁ G? Â) ïÐÉÛÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ G. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕÐÐÙ G ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ M × ÄÉÁÇÏÎÁÌØ. Ç) éÚ ÐÕÎËÔÁ 3× ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÇÒÕÐ-
ÐÅ G ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÇÒÕÐÐÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ M . ïÐÉÛÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.
Ä) ÷ÏÐÒÏÓ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ 3× É 3Ç, ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ M .

óÏËÒÁÝÅÎÎÏ ×ÏÐÒÏÓÙ, ÐÏÄÏÂÎÙÅ 3Ç, ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔ ÔÁË: \ÎÁÊÄÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁ-
ÌÑÈ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ".

úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÏÒÂÉÔÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÇÒÕÐÐÙ GL(n) ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Rn ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
Á) ×ÅËÔÏÒÏ× v ∈ Rn, Â) ÐÁÒ ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2 ∈ Rn, ×) ÔÒÏÅË ×ÅËÔÏÒÏ× v1; v2; v3 ∈ Rn.

õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÞÎÉÔÅ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅ× n = 1; 2; 3.

úÁÄÁÞÁ 5. ïÐÉÛÉÔÅ (ËÁË ÇÒÕÐÐÕ) ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ Á) ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ × ÇÒÕÐÐÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Â) ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ × ÇÒÕÐÐÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ R3,
×) ËÕÂÁ × ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÕÐÐÅ, Ç) ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÓÉÍÐÌÅËÓÁ × ÇÒÕÐÐÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Rn.

ðÏÌÎÙÍ ÆÌÁÇÏÍ × ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÇÒÁÎÅÊ F0 ⊂ F1 ⊂
· · · ⊂ Fn, ÇÄÅ ÇÒÁÎØ Fi ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ i É Fn = M .

úÁÄÁÞÁ 6. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÇÒÕÐÐ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÚÁÄÁÞÅ 5, ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏ
ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÐÏÌÎÙÈ ÆÌÁÇÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ÌÀÂÏÇÏ
ÐÏÌÎÏÇÏ ÆÌÁÇÁ × ÚÁÄÁÞÅ 5 ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ.

íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒ ËÏÔÏÒÏÇÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÇÒÕÐÐÅ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ
ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ 6Á É 6Â, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ.

ðÕÓÔØ L | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, B : L → L | ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:
ÅÓÌÉ x; y; z ∈ L ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ B(x); B(y); B(z) ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ
B ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ!
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úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Á) ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ, Â) ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ
ÐÒÑÍÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ, ×) ÅÓÌÉ −→xy = −→zt, ÔÏ −−−−−−→B(x)B(y) = −−−−−−→B(z)B(t), ÔÁË ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅ B̃ : R2 → R2, ËÁË ÄÌÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B̃, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ
× ÚÁÄÁÞÅ 7×, ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏ: B̃(v1 + v2) = B̃(v1) + B̃(v2). Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ B̃(�v) = �B̃(v) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ
×ÅËÔÏÒÁ v ∈ R2 É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ � ∈ Q.
úÁÄÁÞÁ 8. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÁÚÉÓ e1; e2 × R2, É ÐÕÓÔØ fi = B̃(ei), i = 1; 2. óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÐÒÏ B,
ÉÍÅÅÍ B̃(te1) = u(t)f1, B̃(te2) = v(t)f2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ u; v : R → R. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ v(t) = u(t)
ÐÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ R. Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u(t) = t ÐÒÉ t ∈ Q. ×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u(t1 + t2) = u(t1) + u(t2) ÐÒÉ ×ÓÅÈ
t1; t2 ∈ R. Ç) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u(t1t2) = u(t1)u(t2) ÐÒÉ ×ÓÅÈ t1; t2 ∈ R. Ä) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ t > 0, ÔÏ u(t) > 0.
Å) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ u(t) = t ÐÒÉ ×ÓÅÈ t ∈ R É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B : L→ L ÁÆÆÉÎÎÏ.


