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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. íÅÔÒÉËÁ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÍÏÄÅÌÑÈ. ðÌÏÝÁÄØ, ÄÅÆÅËÔ É ËÒÉ×ÉÚÎÁ.

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ % ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ Ñ×ÎÏ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ z; w ∈ H | ÔÏÞËÉ ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ

1) òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ %(z; w) ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÒÁ×ÎÏ k ln[p; q; w; z], ÇÄÅ p; q | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ (zw) Ó
ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ (p | ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ z, q | ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÙ w).

2) òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ %(z; w) ÒÁ×ÎÏ kArch(1 + |z−w|2
2 Im z Imw ), ÇÄÅ Arch(t) def= ln(t +

√
t2 − 1) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÂÒÁÔÎÁÑ

ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÍÕ ËÏÓÉÎÕÓÕ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ z = iy1; w = iy2 É, ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, y2 > y1. ôÏÇÄÁ %(z; w) =

∫ y2
y1
k dyy =

k ln y2
y1

. ðÒÑÍÁÑ (zw) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÁÂÓÏÌÀÔ × ÔÏÞËÁÈ p = 0 É q = ∞, ÔÁË ÞÔÏ y2=y1 = [0;∞; w; z]. ó ÄÒÕÇÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË z; w ∈ H ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ I ÒÏÄÁ (Ô.Å. ÄÒÏÂÎÏ-
ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ), ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÉÈ × ÔÏÞËÉ ×ÉÄÁ iy1 É iy2. ðÏÓËÏÌØËÕ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ
ÐÒÉ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÕÎËÔÁ 1.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÕÎËÔÁ 2 ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ |z−w|2
2 Im z Imw ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÐÒÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÑÈ f1;b(z) = z + b (b ∈ R), f2;a(z) = az (a > 0), f3(z) = −�z É f4(z) = 1=�z. äÌÑ f1, f2 É f3 ÜÔÏ
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ; ÄÌÑ f4 ÉÍÅÅÍ |1=�z−1= �w|2

2 Im(1=�z) Im(1= �w) = |z−w|2·|z|2|w|2
2 Im z Imw·|z|2|w|2 = |z−w|2

2 Im z Imw . úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÁÆ-
ÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ f1; : : : ; f4. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ
f = az+b

cz+d , ad − bc > 0, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ c > 0 (ÓÌÕÞÁÊ c = 0 | ÕÐÒÁÖ-
ÎÅÎÉÅ). ôÏÇÄÁ f = a

c − ad−bc
c(cz+d) = a

c + ad−bc
c f4(f3(cz + d)) = f1;a=c ◦ f2;(ad−bc)=c ◦ f4 ◦ f3 ◦ f1;d ◦ f2;c(z). óÌÕÞÁÊ

f = a�z+b
c�z+d ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ Arch(1 + |z−w|2

2 Im z Imw ) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÁÆ-
ÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ z = iy1, w = iy2 | ÔÏÞËÉ ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ, É y2 > y1, ÔÏ

Arch(1 + |z−w|2
2 Im z Imw ) = Arch y2
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+
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. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ, ÄÌÑ ÔÏÞÅË ÍÎÉÍÏÊ ÏÓÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÕÎËÔÁ 2 ÄÁÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ, ËÁË ×
ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÕÎËÔÅ: ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÎÁ ÍÎÉÍÕÀ ÏÓØ. ¤

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÅÔÒÉËÕ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ËÒÕÇÅ 
. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, %
(a; b) =
%H(f
H(a); f
H(b)), ÇÄÅ f
H : 
 → H | ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÍÏÄÅÌÅÊ ðÕÁÎËÁÒÅ × ËÒÕÇÅ É × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ f
H ÍÏÄÅÌÅÊ ðÕÁÎËÁÒÅ × ËÒÕÇÅ É × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ | ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ C → C. ïÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ %
(z; w) = k ln[p; q; w; z], ÇÄÅ p; q |
ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (zw) Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ (ÇÒÁÎÉÃÅÊ ËÒÕÇÁ 
). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ z; w ∈ 
 |
ÂÌÉÚËÉÅ ÔÏÞËÉ, w − z = v. ôÏÇÄÁ %
(z; w) = %H(f
H(z); f
H(z + v)) = '(f
H(z)) |f ′
H(z)| |v| + o( |v|), v → 0.
ðÏÓËÏÌØËÕ f
H(z) = i 1+z

1−z , ÉÍÅÅÍ '(f
H(z)) = k
Im(i(1+z)=(1−z) = 2k

1+z
1−z+ 1+�z

1−�z
= k|1−z|2

1−|z|2 . ôÁËÖÅ: f ′
H(z) = 2i
(1−z)2 ,

ÏÔËÕÄÁ %
(z; w) = 2k
1−|z|2 |v|+ o( |v|) ÐÒÉ v → 0. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÅÔÒÉËÕ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ËÒÕÇÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ

ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É × ÍÏÄÅÌÉ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÕÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ '(z) = 2k
1−|z|2 .

íÅÔÒÉËÁ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ × ÍÏÄÅÌÑÈ ëÌÅÊÎÁ × ÜÔÏÍ ËÕÒÓÅ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ-ÚÁ ÎÅÈ×ÁÔËÉ ×ÒÅÍÅÎÉ.
ðÕÓÔØ 1, 2 | ËÒÉ×ÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÞËÅ z = 1(t1) = 2(t2) É ÇÌÁÄËÉÅ × ÔÏÞËÁÈ

t1, t2. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÁÑ  : [0; 1] → R2 = C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÁÄËÏÊ × ÔÏÞËÅ t, ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ ′(t) 6= 0.
ðÒÑÍÁÑ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (t) × ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ ′(t), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ËÒÉ×ÏÊ .)
õÇÌÏÍ ÍÅÖÄÕ ËÒÉ×ÙÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÇÏÌ (ÏÂÙÞÎÙÊ) ÍÅÖÄÕ ÉÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ × ÔÏÞËÅ z, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ
×ÅËÔÏÒÁÍÉ (ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍÉ!) ′1(t) É ′2(t).
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ f : C → C | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ z ÉÍÅÅÔ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÀÝÕÀÓÑ × ÎÕÌØ. ôÏÇÄÁ ËÒÉ×ÙÅ �1

def= f ◦ 1 É �2
def= f ◦ 2 | ÇÌÁÄËÉÅ ×

ÔÏÞËÁÈ t1, t2, É ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÍÅÖÄÕ ËÒÉ×ÙÍÉ 1, 2.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÍÅÅÍ �′1(t1) = f ′(1(t1))′1(t1) = f(z)′1(t1), É, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, �′2(t2) = f ′(z)′2(t2). ôÅÍ ÓÁ-
ÍÙÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �′1(t1), �′2(t2) ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ′1(t1), ′2(t2) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÏÄÎÏ
É ÔÏ ÖÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ f ′(z) 6= 0. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ
É ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ. ¤

1



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ËÒÉ-
×ÙÍÉ (ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÎÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ f | ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ.
åÓÌÉ f(z) = az+b

cz+d = a
c − ad−bc

c(cz+d) , ÔÏ f ′(z) = ad−bc
(cz+d)2 6= 0. ¤

ðÌÏÝÁÄØÀ ÆÉÇÕÒÙ M ⊂ H ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (× ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ × ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ)
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ S(M) def=

∫
M k2=y2 dxdy.

ðÕÓÔØ A = (p; q) ∈ H, É �A | \ÐÏÌÕÉÄÅÁÌØÎÙÊ" ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 0, ∞ É A; ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ | ÏÓØ
ÏÒÄÉÎÁÔ `0∞ = {(0; y) | y > 0}, ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ `A∞ = {(p; y) | y ≥ q} É ÄÕÇÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ `0A Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÎÁ
ÁÂÓÏÌÀÔÅ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ 0 É A.
ìÅÍÍÁ 1. ðÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �A ÒÁ×ÎÁ k2(� − '), ÇÄÅ ' | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÐÒÑÍÙÍÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ `0A É
`A∞ × ÔÏÞËÅ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ | ÐÒÑÍÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ.
ôÅÏÒÅÍÁ 3. ðÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÒÁ×ÎÁ k2(� − �− � − ), ÇÄÅ �, � É  | ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ × ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁÈ A, B É C ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.
õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÁÈ ÎÁ
×ÅËÔÏÒÙ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ. üÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 1) ÔÅÏÒÅÍÕ ×
ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÔÏÞËÁ ∞ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ, Á Ä×Å ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ
A;B ∈ H. úÁÔÅÍ ÏÔÓÀÄÁ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÐÏÌÎÏÊ ÏÂÝÎÏÓÔÉ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÌÏÝÁÄØ \ÉÄÅÁÌØÎÏÇÏ" ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (×ÓÅ ÔÒÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ) ÒÁ×ÎÁ
�k2 (É ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ).
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ðÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4 (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 3). ðÌÏÝÁÄØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ (ÉÍÅÀÝÅÊ ÐÌÏÝÁÄØ) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ.


