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ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ Ë×ÁÄÒÉË ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R. áÆÆÉÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Q ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
ÞÉÓÌÁ p; q ≥ 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ p + q ≤ n É ÆÏÒÍÁ Q ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÅ Fp;q ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn, ÚÁÄÁÎÎÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÏÊ Fp;q(x1; : : : ; xn) = x2

1 + · · ·+x2
p−x2

p+1−· · ·−x2
p+q. þÉÓÌÁ p É q ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ Q ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ;

ÓÕÍÍÁ p+ q ÒÁ×ÎÁ ÒÁÎÇÕ Q.
éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Q ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÉÓÌÁ p É q É ÂÁÚÉÓ

e′1; : : : ; e′n × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Q(x1e′1 + · · ·+ xne′n) = x2
1 + · · ·+ x2

a − x2
p+1 − · · · − x2

p+q. þÉÓÌÁ p É
q ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÌÅËÃÉÉ 7, ÆÏÒÍÁ Q ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÆÏÒÍÅ Sb1;:::;bk(x1; : : : ; xn) = b1x2
1 +

· · · + bkx2
k ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ p def= i+(Q) def= #{j | bj > 0}, q def= i−(Q) def= #{j | bj < 0} (ÔÁË

ÞÔÏ p + q = k) É i0(Q) = n − k. ðÕÓÔØ f1; : : : ; fn | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × Rn É C : Rn → Rn | ÌÉÎÅÊÎÏÅ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ C(fi) = fi=

√
bi ÐÒÉ i = 1; : : : ; p, C(fi) = fi=

√−bi ÐÒÉ i = p+1; : : : ; p+q É C(fi) = fi
ÐÒÉ p+ q + 1 ≤ i ≤ n. ôÏÇÄÁ �C(Sb1;:::;bk) = Fp;q, ÔÁË ÞÔÏ Q ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ Fp;q.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁÚÏ×ÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ Q ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ Q(v) > 0 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ v ∈W , v 6= 0. ðÕÓÔØ e′1; : : : ; e′n | ÂÁÚÉÓ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÔ ÒÅÞØ
×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ
e′1; : : : ; e′p, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. åÓÌÉ W ⊂ V É dimW > p, ÔÏ W ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÐÏ
ÎÅÎÕÌÅ×ÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ v Ó ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ p, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ e′p+1; : : : ; e′n. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, Q(v) ≤ 0,
É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Q ÎÁ W ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, p | ÎÁÉÂÏÌØ-
ÛÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Q ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ p ÎÅ
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, p + q ÒÁ×ÎÏ ÒÁÎÇÕ Q | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, q ÔÏÖÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ
ÂÁÚÉÓÁ. ¤

ôÒÏÊËÁ ÞÉÓÅÌ (p; q; n − p − q) def= (i+(Q); i−(Q); i0(Q)) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-
ÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Q. òÁÚÎÏÓÔØ i+(Q) − i−(Q) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓÏÍ ÉÎÅÒÃÉÉ. éÎÏÇÄÁ ÓÉÇÎÁÔÕÒÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ
(i+(Q); i−(Q)).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ Q1 É Q2 ÏÄÉÎÁËÏ×Ù ÉÌÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔ-
ÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÞÉÓÅÌ i+(Q) É i−(Q), ÔÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ PQ1 É PQ2 ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. åÓÌÉ ÓÉÇÎÁ-
ÔÕÒÁ Q1 ÒÁ×ÎÁ (p; q; r), Á ÓÉÇÎÁÔÕÒÁ Q2 ÅÓÔØ (q; p; r), ÔÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2

1+· · ·+x2
p−x2

p+1−· · ·−x2
p+q =

0 É x2
1 + · · · + x2

q − x2
q+1 − · · · − x2

p+q = 0 ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÁÃÉÅÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (É ÓÍÅÎÏÊ
ÚÎÁËÁ). ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ë×ÁÄÒÉËÉ Ó ÓÉÇÎÁÔÕÒÁÍÉ (n; 0; 0) É (0; n; 0) | ÐÕÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÅÐÕÓÔÙ.
îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÅÓÌÉ ×ÅÒÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1: ÅÓÌÉ Ä×Å ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÉÈ ÓÉÇÎÁÔÕÒÙ ÌÉÂÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÌÉÂÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÂÍÅÎÏÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ÞÉÓÅÌ i+(Q) É i−(Q).
íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÎÉË (Ô.Å. Ë×ÁÄÒÉË × RP 2):
1) óÉÇÎÁÔÕÒÙ (3; 0; 0) É (0; 3; 0) | ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (\ÍÎÉÍÙÊ ÜÌÌÉÐÓ"), ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2

0 + x2
1 + x2

2 = 0.
2) óÉÇÎÁÔÕÒÙ (2; 1; 0) É (1; 2; 0) | ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ (ÜÌÌÉÐÓ/ÐÁÒÁÂÏÌÁ/ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ), ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2

0 +
x2

1 − x2
2 = 0.

3) óÉÇÎÁÔÕÒÁ (1; 1; 1) | ÐÁÒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2
0 − x2

1 = 0, ÔÏ ÅÓÔØ x1 = ±x0.
4) óÉÇÎÁÔÕÒÙ (2; 0; 1) É (0; 2; 1) | ÔÏÞËÁ (\ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ"), ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2

0 + x2
1 = 0, ÔÏ

ÅÓÔØ x = {[0 : 0 : 1]};
5) óÉÇÎÁÔÕÒÙ (1; 0; 2) É (0; 1; 2) | ÐÒÑÍÁÑ (\ÐÁÒÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ ÐÒÑÍÙÈ"), ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2

0 = 0, ÔÏ ÅÓÔØ
x0 = 0.

6) óÉÇÎÁÔÕÒÁ (0; 0; 3) (ÎÕÌÅ×ÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ) | ×ÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ; ÞÁÓÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÅ ÓÞÉ-
ÔÁÀÔ ËÏÎÉËÏÊ.

1



ðÕÓÔØ L | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F; ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ L = PV \ PW ,
ÇÄÅ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n + 1, Á W ⊂ V | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ × ÎÅÍ. áÆÆÉÎÎÏÊ Ë×Á-
ÄÒÉËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ RQ = L ∩ PQ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÏÊ PQ ⊂ PV .
ðÒÏÅËÔ×ÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ PQ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÁÆÆÉÎÎÏÊ Ë×ÁÄÒÉËÉ RQ.
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ L = FPn \ FPn−1, ÇÄÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ⊂ Fn+1 = {(x0; : : : ; xn)} ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ
x0 = 0. áÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ Ó Fn, ××ÅÄÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ yi = xi=x0, i = 1; : : : ; n. ë×Á-
ÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ Q : Fn → F ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ Q(x0; : : : ; xn) = ∑n

i;j=0 bijxixj . ôÏÇÄÁ ÁÆÆÉÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ
ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ RQ = {(y1; : : : ; yn) | ∑n

i;j=1 bijyiyj + 2 ∑n
i=1 b0iyi + b00 = 0} ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ

×ÙÛÅ 2 (× ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÞÌÅÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÙ bij).
ðÕÓÔØ A : L1 → L2 | ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ (ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ

ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ). óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ
ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ A : V1 → V2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ A = PA|L1

(ÚÄÅÓØ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ
Li = PVi \PWi, i = 1; 2). ôÏÇÄÁ A(RQ) = R�A(Q) É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ PA(PQ) = P�A(Q); ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÁÆÆÉÎÎÁÑ
ÇÒÕÐÐÁ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÁÆÆÉÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÉË, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ
ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ. áÆÆÉÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ, ÐÅÒÅ×ÏÄÉÍÙÅ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ ÁÆÆÉÉÎÎÙÍ ÏÔÏ-
ÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ; ÉÈ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.

äÌÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ Ë×ÁÄÒÉË ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÌÅËÃÉÉ 7:
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ, ÎÅ ÒÁ×ÎÏÊ
2, Q : V → V | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ, Á W ⊂ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m. ôÏÇÄÁ ×
V ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ e1; : : : ; en ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

1) e1; : : : ; em | ÂÁÚÉÓ × W ;
2) óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÃÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ k; `; s ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ k + s ≤ m É ` + s ≤ n −m, É ÞÉÓÌÁ

b1; : : : ; bk; c1; : : : ; c` ∈ F \ {0} ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ Q(x1e1 + · · ·+ xnen) = b1x2
1 + · · ·+ bkx2

k + xk+1xm+`+1 + · · ·+
xk+sxm+`+s + c1x2

m+1 + · · ·+ c`x2
m+`.

þÉÓÌÁ k; `; s ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ Q É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉÓÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n = dimV É ÐÏ m = dimW . åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ Q|W ÎÅ ÒÁ×ÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÎÕÌÀ, ÔÏ ×ÙÂÅÒÅÍ e1 ∈ W ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Q(e1) def= b1 6= 0. ëÁË É × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÌÅËÃÉÉ 7, ÐÏÌÏÖÉÍ
V ′ = e⊥1

def= {v ∈ V | B(v; e1) = 0} É W ′ def= e⊥1 ∩ W , ÇÄÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ B | ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÑ ÆÏÒÍÙ
Q; ÔÏÇÄÁ W ′ ⊂ V ′ É dimW ′ < dimW , dimV ′ < dimV . ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ
V ′ É W ′; ÐÕÓÔØ e2; : : : ; en | ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÂÁÚÉÓ × W ′. ôÏÇÄÁ e1; : : : ; en | ÂÁÚÉÓ × V (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ Q(e1) =
B(e1; e1) 6= 0 ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ e1 =∈ V ′), Á e1; : : : ; em | ÂÁÚÉÓ × W (ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
Q(x1e1 + x2e2 + · · · + xnen) = b1x2

1 + Q(x2e2 + · · · + xnen); ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÉÍÅÅÔ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ×
ÔÅÏÒÅÍÅ ×ÉÄ, ÔÅÏÒÅÍÁ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Q|W ≡ 0, ÏÔËÕÄÁ B(w1; w2) = 0 ÐÒÉ w1; w2 ∈ W . åÓÌÉ W ⊂ KerB (Ô.Å. B(w; v) = 0 ÐÒÉ ×ÓÅÈ
w ∈W , v ∈ V ), ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÌÅËÃÉÉ 7; × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ k = 0 É s = 0. ÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÐÕÓÔØ e1 =∈ KerB ∩W , ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ f1 ∈ V \W ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ B(e1; f1) 6= 0. úÁÍÅÎÏÊ f1 7→ �f1 ÍÏÖÎÏ
ÄÏÂÉÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á B(e1; f1) = 1, Á ÚÁÍÅÎÏÊ f1 7→ f1 + �e1 | ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Q(f1) = B(f1; f1) = 0 (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ V ′ = f⊥1
def= {v ∈ V | B(v; f1) = 0} É W ′ def= (f1)⊥W

def= {w ∈ W |
B(w; f1) = 0} ⊂W . ïÂÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1 × V É W ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ f1 ∈ f⊥1 ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ Q(f1) = 0. éÚ ÜÔÏÇÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f1 ∈ Ker B|V ′ , ÎÏ e1 =∈ W ′. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ×
V ′ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ e2; : : : ; en, × ËÏÔÏÒÏÍ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ×ÉÄ, Á ÞÔÏ e2; : : : ; em | ÂÁÚÉÓ × W ′. ôÏÇÄÁ
e1; : : : ; en | ÂÁÚÉÓ × V (ÐÏÞÅÍÕ?) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ e1; : : : ; em | ÂÁÚÉÓ × W (ÐÏÞÅÍÕ?); ÐÏÓËÏÌØËÕ f1 ∈ Ker B|V ′ ,
ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f1 = em+`+1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ `. ôÏÇÄÁ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
Q(x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen) = x1xm+`+1 +Q(x2e2 + · · ·+ xnen), ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ
ÂÁÚÉÓÁ.

éÍÅÅÍ rk(Q|W ) = k, rk(Q) = k + `+ 2s É dim Ker B|W − dim(KerB ∩W ) = s, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ k, ` É
s ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. ¤

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Q1; Q2 : V → F | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ, W ⊂ V | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, Á RQ1 ; RQ2 ⊂ L =
PV \ PW | ÁÆÆÉÎÎÙÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ (PQ1 ; PQ2 ⊂ PV | ÉÈ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ F = C, Á ÆÏÒÍÙ Q1 É Q2 ÏÂÌÁÄÁÀÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ rk(Q1) = rk(Q2) def= k, rk(Q1|W ) =
rk(Q2|W ) def= k É dim(KerB1∩W ) = dim(KerB2∩W ), ÇÄÅ B1; B2 | ÐÏÌÑÒÉÚÁÃÉÉ ÆÏÒÍ Q1; Q2. ôÏÇÄÁ Ë×ÁÄÒÉËÉ
RQ1 ; RQ2 ÁÆÆÉÎÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÁ k; `; s, ËÏÔÏÒÙÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ Ë×ÁÄÒÉËÉ ×
ÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ 2. ðÒÉ ËÁËÉÈ k; `; s ÁÆÆÉÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÉËÁ ÎÅÐÕÓÔÁ?



õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 2, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ F = R.
ðÒÉÍÅÒ 3. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÎÉË × C2 = CP 2 \ CP 1:

1) k = rk(Q|W ) = 2, k + ` + 2s = rk(Q) = 3, ÏÔËÕÄÁ ` = 1, s = 0. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ [x0 : x1 : x2] ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x2

0 + x2
1 + x2

2 =
0; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x2 = 0. ÷ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ
y0 = x0=x2, y1 = x1=x2 ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y2

0 + y2
1 + 1 = 0 (\ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÜÌÌÉÐÓ"

ÉÌÉ \ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ"). ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ × Ä×ÕÈ
ÔÏÞËÁÈ [1 : i : 0] É [1 : −i : 0].

2) k = rk(Q|W ) = 1, k + ` + 2s = rk(Q) = 3, ÏÔËÕÄÁ ` = 0, s = 1: ÄÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ` = 2, s = 0, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ,
ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ô.Ë. ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ` + s ≤ n − m = 1. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ËÏÎÉËÁ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ
ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x2

0 +x1x2 = 0 É ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ x2 = 0 × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ
ÔÏÞËÅ [0 : 1 : 0] (ËÁÓÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ); ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ y0 = x0=x2,
y1 = x1=x2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y2

0 + y1 = 0 (\ËÏÍÐÌÅËÓÎÁÑ ÐÁÒÁÂÏÌÁ").
3) k = rk(Q|W ) = 0, k+`+2s = rk(Q) = 3 ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ: ` = 1, s = 1 É ` = 3, s = 0. ïÂÁ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÙ,

Ô.Ë. ÎÁÒÕÛÁÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï `+ s ≤ 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÎÉË Ó ÔÁËÉÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
4) k = rk(Q|W ) = 2, k + ` + 2s = rk(Q) = 2, ÏÔËÕÄÁ ` = s = 0. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ËÏÎÉËÁ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x2
0 + x2

1 = 0 É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ x0 = ±ix1. üÔÉ
ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ x2 = 0 × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ, [1 : i : 0] É [1 : −i : 0].
áÆÆÉÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ y0 = x0=x2, y1 = x1=x2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y2

0 + y2
1 = 0 É ÔÁËÖÅ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ, y0 = ±iy1, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ × ÔÏÞËÅ y0 = y1 = 0.
5) k = rk(Q|W ) = 1, k + ` + 2s = rk(Q) = 2, ÏÔËÕÄÁ ` = 1, s = 0. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ËÏÎÉËÁ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x2
0 + x2

2 = 0 É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ x0 =
±ix2, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ × ÔÏÞËÅ [0 : 1 : 0], ÌÅÖÁÝÅÊ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ x2 = 0. áÆÆÉÎÎÁÑ
ËÏÎÉËÁ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ y0 = x0=x2, y1 = x1=x2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y2

0 + 1 = 0 É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ y0 = ±i.

6) k = rk(Q|W ) = 0, k + `+ 2s = rk(Q) = 2 ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÒÅÛÅÎÉÑ: ` = 0, s = 1 É ` = 2, s = 0. ÷ÔÏÒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ
ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ` + s ≤ 1, ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÏÎÉË ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x0x2 = 0 É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ,
ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ x2 = 0. áÆÆÉÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ y0 = x0=x2, y1 =
x1=x2 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y0 = 0 É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÕÀ. éÎÏÇÄÁ ÔÁËÉÅ ÓÌÕÞÁÉ ÎÅ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ
ËÏÎÉËÁÍÉ.

7) k = rk(Q|W ) = 1, k + ` + 2s = rk(Q) = 1, ÏÔËÕÄÁ ` = s = 0. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ËÏÎÉËÁ × ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x2

0 = 0 É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÕÀ, ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÕÀ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ. áÆÆÉÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y2

0 = 0 É ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÕÀ (\Ä×Å
ÓÏ×ÐÁ×ÛÉÅ ÐÒÑÍÙÅ").

8) k = rk(Q|W ) = 0, k+`+2s = rk(Q) = 1, ÏÔËÕÄÁ ` = 1, s = 0. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ
x2

2 = 0 É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ (\Ä×Å ÓÏ×ÐÁ×ÛÉÅ ÐÒÑÍÙÅ"). áÆÆÉÎÎÁÑ
ËÏÎÉËÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ 1 = 0 É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏËÔÉ×ÎÏÇÏ
ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ).

9) rkQ = 0. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ É ÁÆÆÉÎÎÁÑ ËÏÎÉËÁ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ 0 = 0 É ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó
ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ É ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.


