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ìåëãéñ 1

ëÒÁÔËÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ. áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n É n-ÍÅÒÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F (ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ × ÎÁÛÉÈ
ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÂÕÄÅÔ F = R ÉÌÉ C). n-ÍÅÒÎÙÍ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ C ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ
ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L (ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ L × L → V , ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÊ
ÐÁÒÅ ÔÏÞÅË a; b ∈ L ×ÅËÔÏÒ −→ab ∈ V ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÔÁËÉÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ:

1) (ÐÒÁ×ÉÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) −→ab +−→bc = −→ac;
2) (ÁËÓÉÏÍÁ ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ) äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈ L ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ

ÔÏÞËÁ b ∈ L ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ −→ab = v.
éÚ Ó×ÏÊÓÔ× 1{2 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ, ÞÔÏ −→ab = 0 ⇔ a = b, Á ÔÁËÖÅ −→ba = −−→ab. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Ó×ÏÊÓÔ×Ï 2

ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ L Ó V , Á ÉÍÅÎÎÏ: ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÕ a ∈ L É ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ
×ÅËÔÏÒÕ v ∈ V ÔÏÞËÕ b ∈ L ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ −→ab = v. óÏÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 2 ÜÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÂÕÄÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ Sa. ðÒÉ ÒÁÚÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ a ∈ L ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ Sa : V → L ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙ:−−−−−−−→Sa(v)Sb(v) = −→ab ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v ∈ V (ÄÏËÁÖÉÔÅ!).

ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ Tv : L → L ÎÁ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ x ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ y, ÞÔÏ
−→xy = v. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅÅÍ −−−−−−−→Tv(a)Tv(b) = −−−−−→aTv(a) +−→ab +−−−−→bTv(b) = −v +−→ab + v = −→ab.
ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. 1) åÓÌÉ a; b ∈ L | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ −→ab = v, ÔÏ Tv = SbS−1

a .
2) åÓÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T : L→ L ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ −−−−−−→T (a)T (b) = −→ab ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ a; b ∈ L, ÔÏ T |

ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ.
3) Tv | ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Tv1+v2 = Tv1 ◦ Tv2 É T−1

v = T−v.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. 1: ÐÕÓÔØ x ∈ L | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ É −→ax def= w; ÔÏÇÄÁ x = Sa(w). ðÕÓÔØ y def= Sb(w) =
SbS−1

a (x); ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ −→xy = −−→ax+−→ab +−→by = −w + v + w = v. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, y = Tv(x).
2: ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ a ∈ L, É ÐÕÓÔØ v def= −−−→aT (a). äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ b ∈ L ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅÅÍ−−−→bT (b) = −−→ab +−−−→aT (a) +−−−−−−→T (a)T (b) = v, ÔÏ ÅÓÔØ T (b) = Tv(b).
3 | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. ¤

ðÕÓÔØ L1; L2 | ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ), É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B : L1 → L2
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÒÁ×ÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ × ÒÁ×ÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ: −→xy = −→zt ⇒ −−−−−−→B(x)B(y) = −−−−−−→B(z)B(t). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V1 ×ÅËÔÏÒ B̃(v) ∈ V2 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ B̃(v) = −−−−−−→B(x)B(y), ÇÄÅ x; y ∈ L1 |
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÐÁÒÁ ÔÏÞÅË ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ −→xy = v. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ B
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B̃ : V1 → V2.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ x; y; z ∈ L1 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ −→xy = v1; −→yz = v2. ôÏÇÄÁ −→xz = v1 + v2, É B̃(v1 +
v2) = −−−−−−→B(x)B(z) = −−−−−−→B(x)B(y) + −−−−−−→B(y)B(z) = B̃(v1) + B̃(v2), Ô.Å. ÏÐÅÒÁÔÏÒ B̃ ÁÄÄÉÔÉ×ÅÎ. åÓÌÉ B1 : L1 → L2 É
B2 : L2 → L3 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ ÒÁ×ÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ × ÒÁ×ÎÙÅ, ÔÏ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
B def= B2 ◦B2 : L1 → L3 ÔÁËÖÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ B̃ = B̃2 ◦ B̃1.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B̃ ÌÉÎÅÅÎ, Ô.Å. × ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ
ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ B̃(�v) = �B̃(v) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ � ∈ F.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÁÆÆÉÎÎÁ É ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÁÆÆÉÎÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÅÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ
ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÉÚ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L × ÓÅÂÑ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÇÒÕÐÐÕ; ÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ A�(L) É
ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÒÕÐÐÏÊ (ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ) ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ L.

åÓÌÉ F = R, ÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ Sa : V → L ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ××ÅÓÔÉ × L ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ÐÅÒÅÎÅÓÑ
ÅÅ Ó ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V . ëÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ a ÜÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ.
ôÅÏÒÅÍÁ 1. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. îÁÐÒÏÔÉ×, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ×Å-
ÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÒÁ×ÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ × ÒÁ×ÎÙÅ, ÁÆÆÉÎÎÏ. åÓÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-
ÎÉÅ B ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ B̃ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B 7→ B̃ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÏÂÒÁÔÉ-
ÍÙÈ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕÐÐ A�(L) → GL(V ), ÑÄÒÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏ×.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÑËÉÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÔÁËÖÅ É ÏÄÎÏÒÏÄÅÎ, Ô.Å. B̃(�v) = �B̃(v) ÄÌÑ
×ÓÅÈ � ∈ R É ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ v ∈ V . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ � ∈ N | ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ
B̃(�v) = B̃(v)+· · ·+B̃(v) (� ÒÁÚ) = �B̃(v). ïÔÓÀÄÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ B̃(0) = B̃(0+0) = B̃(0)+B̃(0),
ÏÔËÕÄÁ B̃(0) = 0. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ � ∈ Z ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏ −� ∈ N, ÏÔËÕÄÁ B̃(�v + (−�)v) = B̃(�v) − �B̃(v) =
B̃(0) = 0, Ô.Å. B̃(�v) = �B̃(v). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ �.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ � = p=q ∈ Q. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ qB̃(�v) = B̃(q�v) = B̃(pv) = pB̃(v), ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÏÄÎÏÒÏÄ-
ÎÏÓÔØ ÕÖÅ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ �.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ � ∈ R ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ É ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
Q ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÌÏÔÎÏ × R: ÞÉÓÌÏ �, ËÁË É ×ÓÑËÏÅ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ B̃ : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

ðÕÓÔØ B : L1 → L2 É A : L2 → L3 | ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. ÷ÏÚØÍÅÍ ×ÅËÔÏÒ v ∈ V1 É ÔÏÞËÉ x; y ∈ L1
ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ −→xy = v. ôÏÇÄÁ ÃB(v) = −−−−−−−−−−−−→A(B(x))A(B(y)) = ~A(−−−−−−→B(x)B(y)) = ~AB̃(v). åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ B : L1 → L2
| ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ĩdL = I (ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ), ÉÍÅÅÍ B̃B̃−1 = I,
ÏÔËÕÄÁ B̃−1 = B̃−1 | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÐÅÒÁÔÏÒ B̃ ÏÂÒÁÔÉÍ, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ B 7→ B̃ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÏ×
| ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÇÒÕÐÐ.

äÏËÁÖÅÍ ÜÐÉÍÏÒÆÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ C : V → V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕ a ∈ L, É ÐÕÓÔØ B(b)
| ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L, ÞÔÏ −−−−→a;B(b) = C(−→ab). äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ
c ∈ L ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ −→bc = v; ÔÏÇÄÁ B̃(v) = −−−−−−−→B(b); B(c) = −−−→aB(c)−−−−→aB(b) = C(−→ab) − C(−→ac) = C(−→bc) = Cv. éÚ ÜÔÏÇÏ,
× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ −→bc = −−→b1c1, ÔÏ −−−−−−−→B(b); B(c) = −−−−−−−−→B(b1); B(c1), ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B ÁÆÆÉÎÎÏ, É
B̃ = C | ÜÐÉÍÏÒÆÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÜÐÉÍÏÒÆÉÚÍÁ B 7→ B̃ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏ×, | ÕÐÒÁÖÎÅ-
ÎÉÅ. ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÏÊ T ⊂ A�(L), É ÆÁËÔÏÒ-
ÇÒÕÐÐÁ A�(L)=T ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ GL(V ).

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ, ×Ï ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÉ ÁÆÆÉÎ-
ÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ×ÅËÔÏÒÎÙÍ.
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ L | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, a ∈ L É B : L → L | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. ôÏÇÄÁ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ó def= S−1

a BSa : V → V ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ ó(v) = B̃v+u, ÇÄÅ u = −−−→aB(a). äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×ÉÄÁ
ó(v) = Av + u ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÁÆÆÉÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ B : L→ L, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ó = S−1

a BSa.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ v ∈ Rn, É ÔÏÞËÁ p ∈ L ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ −→ap = v. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ: C(v) = S−1

a (B(Sa(v))) =
Sa(B(p)) = −−−→aB(p) = −−−→aB(a) +−−−−−−→B(a)B(p) = u+ B̃(−→ap) = u+Av. ïÂÒÁÔÎÏ: ÐÕÓÔØ C(v) = Av+u É a ∈ L. ðÏÌÏÖÉÍ
B = SaCS−1

a . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ L ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï −−−−−−→B(x)B(y) = A−→xy. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ,
ÒÁ×ÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÒÁ×ÎÙÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÎÅÐÒÅÒÙ×ÅÎ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ B ÔÁËÖÅ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÁÆÆÉÎÎÏ. ¤

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ C ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ a. ôÏÞÎÅÅ, ÅÇÏ \ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÞÁÓÔØ" B̃v ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ
ÔÏÞËÉ a ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ (ÏÐÅÒÁÔÏÒ B̃ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ), Á \Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ"
| ×ÅËÔÏÒ u | ÍÅÎÑÅÔÓÑ: ub = −−−→bB(b) = −−−→aB(a)+−−−−−−→B(a)B(b)−−→ab = ua+(B̃−I)−→ab, ÇÄÅ I : V → V | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ W | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ m > n, Á V ⊂ W | ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚ-
ÍÅÒÎÏÓÔÉ n. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ a ∈W ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï a+V def= {a+v | v ∈ V }. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ x; y ∈ a+V ,
ÔÏ ÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ −→xy def= y − x ∈ V , ÎÁÄÅÌÑÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ a + V ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. a + V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ W , ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ V É ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÍ ÞÅÒÅÚ
ÔÏÞËÕ a. îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ (ÐÒÏÄÅÌÁÊÔÅ!), ÞÔÏ ÅÓÌÉ b ∈ L, ÔÏ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÅ
ÞÅÒÅÚ b É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ V , ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó W . áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ {0}, ÜÔÏ ÔÏÞËÉ; ÐÏÄ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ.
ôÅÏÒÅÍÁ 3. áÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

1) ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ïÂÒÁÔÉÍÙÅ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏÏ×ÁÎÉÑ ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÐÒÑÍÙÅ × ÐÒÑÍÙÅ.

2) ÐÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÏÔÒÅÚËÉ × ÏÔÒÅÚËÉ É ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÄÌÉÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ B : L→ L | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ.

1: ðÕÓÔØ M | ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ V . úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ
ÔÏÞËÕ a ∈ M , É ÐÕÓÔØ x ∈ M | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ. ôÏÇÄÁ −→ax ∈ V , ÏÔËÕÄÁ −−−−−−→B(a)B(x) = B̃(−→ax) ∈ B̃(V ).



ðÏÜÔÏÍÕ x ÌÅÖÉÔ × ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ B̃(V ) É ÐÒÏ-
ÈÏÄÑÝÅÍ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ B(a). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ y ∈ R. ôÏÇÄÁ −−−→B(a)y = B̃v ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ v ∈ V . ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ,
ÞÔÏ y = B(x), ÇÄÅ x ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ −→ax = v. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x ∈M , É y ∈ B(M), ÔÏ ÅÓÔØ B(M) = R.

åÓÌÉ V = {�v | � ∈ R} | ÐÒÑÍÁÑ, ÔÏ B(M) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË y ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ −−−→B(a)y = �B̃(v). åÓÌÉ
B̃(v) 6= 0, ÜÔÉ ÔÏÞËÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ. åÓÌÉ ÖÅ B̃(v) = 0, ÔÏ B(M) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ É,
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, B ÎÅ ÏÂÒÁÔÉÍ.

2: ðÕÓÔØ y ∈ [x; z], ÔÏ ÅÓÔØ −→xy = �−→xz, 0 ≤ � ≤ 1. ôÏÇÄÁ −−−−−−→B(x)B(y) = �−−−−−−→B(x)B(z), ÔÏ ÅÓÔØ B(y) ∈ [B(x)B(z)].
ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ a ∈ [B(x)B(z)], ÔÏ ÅÓÔØ −−−−→B(x)a = �−−−−−−→B(x)B(z), ÔÏ a = B(y), ÇÄÅ y | ÔÏÞËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ −→xy = �−→xz.

ïÔÒÅÚËÉ [a; b] É [c; d] ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ −→ab = �−→cd, ÇÄÅ � = ± |ab| = |cd|. îÏ ÔÏÇÄÁ−−−−−−→B(a)B(b) = B̃(−→ab) = �B̃(−→cd) = �−−−−−−→B(c)B(d). ¤
÷ÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ:

ôÅÏÒÅÍÁ 4. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B : L → L, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ËÁÖÄÕÀ ÁÆÆÉÎÎÕÀ
ÐÒÑÍÕÀ × ÁÆÆÉÎÎÕÀ ÐÒÑÍÕÀ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ä×Å ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ `1; `2 ⊂ W ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ
ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÑÍÏÊ (ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ) ` ⊂ W É ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ (ÄÏ-
ËÁÖÉÔÅ!), ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÎÅ
ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

ðÕÓÔØ `1 É `2 ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË a; b ∈ `1, c; d ∈ `2 ÌÉÂÏ ÐÒÑÍÁÑ (ac) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ
(bd), ÌÉÂÏ (ad) ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ (bc). ðÏÓËÏÌØËÕ B ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÒÑÍÕÀ × ÐÒÑÍÕÀ, ÔÁËÉÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ
ÔÏÞËÉ B(a); B(b); B(c); B(d). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÙÅ B(`1) É B(`2) ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ
B ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ÏÎÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, B ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ
ÐÒÑÍÙÅ × ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ.

ðÕÓÔØ −→xy = −→zt, ÇÄÅ x; y; z; t ∈ L. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ xy ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÐÒÑÍÏÊ zt, Á ÐÒÑÍÁÑ xz |
ÐÒÑÍÏÊ yt. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÐÒÑÍÙÅ B(x)B(y) É B(z)B(t), Á ÔÁËÖÅ ÐÒÑÍÙÅ B(x)B(z) É B(y)B(t).
ðÏÜÔÏÍÕ −−−−−−→B(x)B(y) = −−−−−−→B(z)B(t). ¤
ðÒÉÍÅÒ 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Rn, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ (Ä×ÉÖÅÎÉÅ), ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÒÑÍÕÀ × ÐÒÑÍÕÀ | ÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ. ôÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ
ÐÏÄÏÂÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÅÎÑÀÔ ×ÓÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ × ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ dimW = n+1 (ÔÁË ÞÔÏ V ⊂W | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ). úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ a ∈W , a =∈ V , É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
L def= a+ V .
ôÅÏÒÅÍÁ 5. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A : W →W , ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï L (Ô.Å. ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ
AL ⊆ L) ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ A|L : L → L Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ. ÷ÓÑËÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÉÅ B : L→ L ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ B = A|L ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ A ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
É ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÆÆÉÎÎÏÓÔØ A|L: ÅÓÌÉ x; y; z; t ∈ L É −→xy = y−x = t− z = −→zt, ÔÏ −−−−−−→A(x)A(y) = A(y)−A(x) =
A(y − x) = A(t− z) = A(t)−A(z) = −−−−−−→A(z)A(t).

ìÀÂÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ B ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ A : W → W ,
ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ L. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ v ∈ V ⊂ W ÐÏÌÏÖÉÍ Av def= B̃v ∈ V ⊂ W . äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ
×ÅËÔÏÒÁ v ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÉÓÌÏ � 6= 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �v ∈ L (ÄÏËÁÖÉÔÅ! ÜÔÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
V ⊂W ÉÍÅÅÔ ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1 É a =∈ V ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÌÏÖÉÍ Av def= 1

�B(�v). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, AL ⊂ L; ÄÏËÁÖÅÍ
ÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ. åÓÌÉ v ÔÁËÏ×, ÞÔÏ �v ∈ L, É w = �v, ÔÏ �=�w ∈ L. ïÔÓÀÄÁ A(w) = �=�B(�=�w) = �=�B(�v) =
�A(v) | ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÎÁ (ÓÌÕÞÁÊ v ∈ V ÒÁÚÂÅÒÉÔÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ). ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ �1v1; �2v2 ∈ L É
v = v1 + v2; ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ, ÞÔÏ �1 + �2 6= 0. ôÏÇÄÁ �1�2

�1+�2
v = �2

�1+�2
�1v1 + �1

�1+�2
�2v2 ∈ L | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ,

ÄÅÌÑÝÁÑ ÏÔÒÅÚÏË [�1v1; �2v2] × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ �1 : �2. ôÏÇÄÁ A(v) = �1+�2
�1�2

B( �2
�1+�2

�1v1 + �1
�1+�2

�2v2) | ÔÏÞËÁ,
ÄÅÌÑÝÁÑ × ÔÏÍ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÏÔÒÅÚÏË B([�1v1; �2v2]) = [B(�1v1); B(�2v2)] (ÐÏÓËÏÌØËÕ B ÁÆÆÉÎÎÏ). ôÏ ÅÓÔØ
A(v) = �1+�2

�1�2
( �2
�1+�2

B(�1v1) + �1
�1+�2

B(�2v2)) = A(v1) + A(v2). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÓÌÕÞÁÑÈ,
ËÏÇÄÁ �1 + �2 = 0, Á ÔÁËÖÅ ËÏÇÄÁ v1 ∈ V É/ÉÌÉ v2 ∈ V | ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ.

îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B ÏÂÒÁÔÉÍ, ÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ, ÔÁËÖÅ
ÏÂÒÁÔÉÍ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ B = A|L = A1|L. ôÏÇÄÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒ C def= A1A−1 ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ x ∈ L ×
ÓÅÂÑ. åÓÌÉ v ∈ V , ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ x1; x2 ∈ L ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ v = x1 − x2; ÏÔÓÀÄÁ Cv = Cx1 − Cx2 = x1 − x2 = v.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ e1; : : : ; en ∈ V | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ; ÔÏÇÄÁ e1; : : : ; en; en+1

def= a | ÂÁÚÉÓ × W . ÷ÅËÔÏÒÙ ÂÁÚÉÓÁ
e1; : : : ; en+1 ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ ÐÒÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ C | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, A1A−1 = C = I, ÔÏ ÅÓÔØ
A = A1. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ A ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤



óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. åÓÌÉ V ⊂W | ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ A�(a+ V ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÏÒÍÁÌÉÚÁÔÏÒÕ a+ V , Ô.Å.
ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ × GL(W ), ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï a+ V × ÓÅÂÑ.

îÁÚÏ×ÅÍ ÎÁÂÏÒ a0; : : : ; an ÉÚ (n+ 1) ÔÏÞÅË n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L ÎÁÂÏÒÏÍ ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅ-
ÎÉÑ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÉ × ËÁËÏÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å × L. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ
×ÅËÔÏÒÙ −−→a0a1; : : : ;−−→a0an ∈ V ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÉ × ËÁËÏÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÔ
ÂÁÚÉÓ.
ôÅÏÒÅÍÁ 6. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× a0; : : : ; an É b0; : : : ; bn ÔÏÞÅË ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ
ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ B : L→ L ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ B(ai) = bi; i = 0; : : : ; n.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÍ L É V Ó ÐÏÍÏÝØÀ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Sa0 : L→ V . ôÏÇÄÁ,
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : V → V É ×ÅËÔÏÒ u ∈ V ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
C(v) def= Av + u ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ 0 × b0, Á ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ Sa0(ai) = −−−→a0; ai, i = 1; : : : ; n, × ×ÅËÔÏÒ −−→b0; bi. éÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÕÓÌÏ×ÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ u = b0, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ A ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÅËÔÏÒÙ Sa0(ai)
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × V .

ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÉ b0; : : : ; bn | ÏÂÝÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ, ×ÅËÔÏÒÙ −−−→b0; b1; : : : ;
−−−→b0; bn ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ

ÂÁÚÉÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÂÁÚÉÓÁ −−−→a0; a1; : : : ;−−−→a0; an ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A, ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÏÂÒÁÔÉÍ. ïÔÓÀÄÁ
×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒ C ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÔÉÍ: C−1(w) = A−1(w − u). ¤
ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ abcd | ÔÒÁÐÅÃÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ad É bc. ðÕÓÔØ o1 É o2 | ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ,
p = (ac)∩(bd) É q = (ab)∩(cd). äÏËÁÖÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ \ÛËÏÌØÎÏÊ" ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ p; q; o1; o2
ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

åÓÌÉ ÔÒÁÐÅÃÉÑ abcd | ÒÁ×ÎÏÂÏËÁÑ, ÔÏ ÐÒÑÍÁÑ o1o2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÏÓØÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. óÉÍÍÅÔÒÉÑ ÍÅÎÑÅÔ ÍÅ-
ÓÔÁÍÉ ÐÒÑÍÙÅ ab É cd, Á ÔÁËÖÅ ÐÒÑÍÙÅ ac É bd. ðÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÉ p É q ÐÒÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÓÅÂÑ |
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, É ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÂÏËÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

åÓÌÉ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ' ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÒÁÐÅÃÉÀ abcd × ÔÒÁÐÅÃÉÀ a1b1c1d1, ÔÏ o1 É o2 ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ,
ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÕÎËÔÕ 2 ÔÅÏÒÅÍÙ 3, × ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× a1d1 É b1c1, ÔÏÞËÁ P ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × p1 = (a1c1)∩ (b1d1), Á q
| × (a1b1) ∩ (c1d1). ðÏÓËÏÌØËÕ ' ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÒÑÍÙÅ × ÐÒÑÍÙÅ, ÅÓÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ abcd, ÔÏ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ É
ÄÌÑ a1b1c1d1.

äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ abcd ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÆÆÉÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ', ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË adq
× ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ | ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6, ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ ' ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ × ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ, ÔÒÁÐÅÃÉÑ abcd ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÊÄÅÔ × ÒÁ×ÎÏÂÏËÕÀ ÔÒÁÐÅÃÉÀ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ | ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ É ÄÌÑ abcd.


