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Òåîðåìà Ìåíãåðà�Íåáåëèíãà�Ïîíòðÿãèíà

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîìïàêò K â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå èìååò ðàçìåðíîñòü íå âûøå N , åñëè äëÿ

âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ êîíå÷íàÿ ε-ñåòü a1, . . . ak òàêàÿ, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà êîìïàêòà ïðèíàäëåæèò íà áîëåå

÷åì N + 1 øàðó ðàäèóñà ε ñ öåíòðîì â êàêîé-òî èç òî÷åê ai.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê èìååò ðàçìåðíîñòü íå âûøå 1, è íå ìîæåò èìåòü ðàçìåðíîñòü 0. Äî-

êàæèòå, ÷òî êîíå÷íîçâåííàÿ ëîìàíàÿ â Rn èìååò ðàçìåðíîñòü íå âûøå 1 è íå ìîæåò èìåòü ðàçìåðíîñòü 0.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ â Rn îáÿçàòåëüíî èìååò ðàçìåðíîñòü áîëüøóþ íóëÿ.

Âåðíî ëè, ÷òî îíà èìååò ðàçìåðíîñòü íå áîëüøóþ 1?

Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî íå âñÿêóþ êîíå÷íîçâåííóþ ëîìàíóþ â R3 ìîæíî ãîìåîìîðôíî

âëîæèòü â R2.

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ïîñâÿùåíû äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ìåíãåðà�Íåáåëèíãà�Ïîíòðÿãèíà:

âñÿêèé êîìïàêò ðàçìåðíîñòè íå âûøå N ìîæíî ãîìåîìîðôíî âëîæèòü â R2N+1.

Îòîáðàæåíèå f èç ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ ε-îòîáðàæåíèåì,

åñëè èç òîãî, ÷òî f(x1) = f(x2) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî ϱ(x1, x2) < ε. Åñëè îòîáðàæåíèå f ÿâëÿåòñÿ ε-

îòîáðàæåíèåì äëÿ âñÿêîãî ε > 0, òî f � èíúåêöèÿ.

Ïóñòü äàëååK � êîìïàêò ðàçìåðíîñòè íå âûøåN . Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C(K,R2N+1) íåïðåðûâíûõ

îòîáðàæåíèé f : K 7→ R2N+1 ñ ìåòðèêîé ϱ(f, g) = maxx∈K ∥f(x)− g(x)∥, ãäå ∥y∥ =
√∑

i y
2
i .

Ïóñòü Un � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ 1/n-îòîáðàæåíèé êîìïàêòà K â R2N+1.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî Un � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áýðà, ÷òî åñëè äëÿ ëþáîãî n ìíîæåñòâî Un âñþäó ïëîòíî, òî

èñêîìîå (â òåîðåìå) âëîæåíèå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîãëàñíî òåîðåìå Áýðà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Un âñþäó ïëîòíû â

C(K,R2N+1). Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò C(K,R2N+1) è ε > 0. Íàéäåì ε/2-ñåòü {a1, . . . ak} òàêóþ,

÷òî êàæäàÿ òî÷êà êîìïàêòà âõîäèò â íå áîëåå ÷åì N + 1 øàð è íà êàæäîì øàðå Bi = B(ai, ε) êîëåáàíèå

ôóíêöèè f ìåíüøå íàïåðåä çàäàííîãî ÷èñëà γ > 0. Âûáèðàåì k òî÷åê p1, . . . , pk â R2N+1 òàê, ÷òî

1) ðàññòîÿíèå îò pi äî f(Bi) ìåíüøå γ,

2) íèêàêèå m+ 2 òî÷êè pi íå ëåæàò â m-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, m ≤ 2N . (Íàïðèìåð â R3 ýòî îçíà÷àåò,

÷òî âñå òî÷êè ðàçëè÷íû, íèêàêèå òðè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è íèêàêèå ÷åòûðå íå ëåæàò íà îäíîé

ïëîñêîñòè.)

Çàäà÷à 6. Ïîêàæèòå, ÷òî òàêîé âûáîð òî÷åê âîçìîæåí.

Ïóñòü wi(x) � ðàññòîÿíèå îò x äî K \Bi.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî wi � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè.

Ïîëîæèì g(x) � öåíòð ìàññ òî÷åê pi ñ âåñîì wi(x).

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî g(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ è ðàññòîÿíèå ìåæäó g(x) è f(x) ìåíüøå 2γ.

Çàäà÷à 9. Äîêàæèòå, ÷òî g � ε-îòîáðàæåíèå.

(Óêàçàíèå: ðàññìîòðèì ñëó÷àé N = 1. Êàæäàÿ òî÷êà êîìïàêòà âõîäèò â íå áîëåå ÷åì äâà øàðà Bi.

Ïóñòü x1 âõîäèò â B1, B2 è x2 âõîäèò â B3, B4. Òîãäà wi(x1) = 0 ïðè i > 2 è wi(x2) = 0 ïðè i < 3

è i > 4. Ðàâåíñòâî g(x1) = g(x2), âëå÷åò ÷òî íàáîðû {p1, p2} è {p3, p4} ïåðåñåêàþòñÿ. Äåéñòâèòåëüíî

ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç p1, p2, è ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç p3, p4 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå g(x1) = g(x2).

Åñëè óêàçàííûå íàáîðû íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî èìååì ÷åòûðå òî÷êè ëåæàùèå íà îäíîé ïëîñêîñòè, à ýòî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèå 2) íà òî÷êè pi. Èòàê, íàáîðû ïåðåñåêàþòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, x1, x2 ïðèíàäëåæàò

îäíîìó øàðó.)
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