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Ëèñòîê 5.

Çàäà÷à 1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè f(x, y) íåïðåðûâíîé âäîëü âñÿêîé ïðÿìîé, íî ðàçðûâíîé ïî

ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü f(x, y) íåïðåðûâíà ïî x è ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî y, ò. å. supx |f(x, y)−f(x, y0)| → 0

ïðè y → y0. Äîêàæèòå, ÷òî f íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

Çàäà÷à 3. Ïóñòü f(x, y) íåïðåðûâíà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ õîòÿ

áû îäíà òî÷êà, â êîòîðîé f íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. (Óêàçàíèå: ïðèáëèçèòü ôóíêöèþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ó ïðåäåëà òàêîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè åñòü òî÷êà íåïðåðûâíîñòè.)

Çàäà÷à 4. Ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà ïî êàæäîé ïåðåìåííîé â îòäåëüíîñòè è îáðàùàåòñÿ â íîëü íà

ñ÷åòíîì âñþäó ïëîòíîì ìíîæåñòâå â R2. Äîêàæèòå, ÷òî f ≡ 0. (Óêàçàíèå: ïðèìåíèòü òåîðåìó Áýðà.)

Çàäà÷à 5. Ïóñòü f(x, y) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ. Èçâåñòíî, ÷òî íà êàæäîé

ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà

ôóíêöèè f . Âåðíî ëè, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f?

Çàäà÷à 6. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî ìíîæåñòâà A ðàâíî âåëè÷èíå d(x,A) = infy∈A ϱ(x, y). Ïóñòü K � âñå

íåïóñòûå êîìïàêòíûå ïîäìíîæåñòâà êóáà [0, 1]n. Äîêàæèòå, ÷òî ìåòðèêà Õàóñäîðôà

d(A,B) = max
{
sup
a∈A
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b∈B
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äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà K. Ïîêàæèòå, ÷òî K ñ ìåòðèêîé Õàóñäîðôà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è äàæå

êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü F1, . . . , Fm � íàáîð èç ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé êóáà [0, 1]n â ñåáÿ. Äîêàæèòå, ÷òî

îòîáðàæåíèå F (A) = F1(A)∪F2(A)∪ . . .∪Fm(A) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì K â K. Äëÿ êàêîãî

îòîáðàæåíèÿ F ìíîæåñòâî Êàíòîðà ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé?

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî íåïóñòîé êîìïàêò â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íå ìîæåò áûòü èçîìåòðè÷åí

ñâîåé ñîáñòâåííîé ÷àñòè.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü (K, ϱ) � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f : K → K óäîâëå-

òâîðÿåò óñëîâèþ ϱ(f(x), f(y)) < ϱ(x, y) ïðè x ̸= y, òî ó f åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå íåïðåðûâíîé áèåêöèè êîìïàêòà íà êîìïàêò ÿâëÿåòñÿ

íåïðåðûâíûì.

Çàäà÷à 11. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîé áèåêöèè

(a) îòðåçêà íà êâàäðàò (b) îòðåçêà íà îêðóæíîñòü (c) îêðóæíîñòè íà êðóã.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå íåïóñòîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÿâëÿ-

åòñÿ îáðàçîì ìíîæåñòâà Êàíòîðà ïðè íåêîòîðîì íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè. Ïîñòðîéòå êðèâóþ Ïåàíî:

íåïðåðûâíîé ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà íà êâàäðàò.
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