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Çàäà÷à 1. (Ìíîæåñòâî Âèòàëè) Çàäàäèì íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè S1 îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíî-
ñòè: α ∼ β, åñëè α = β+rπ, ãäå r � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Âûáåðåì èç êàæäîãî êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè
ïî ïðåäñòàâèòåëþ è ñîáåðåì èõ â ìíîæåñòâî E. Äîêàæèòå, ÷òî

(a) S1 = ∪n(E + rnπ), ãäå rn � çàíóìåðîâàííûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà,

(b) (E + rnπ) ∩ (E + rmπ) = ∅, åñëè rn ̸= rm(mod2).

(ñ) Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà Hi è ïîâîðîòû Ri, ÷òî

S1 = ⊔iHi, S1 = ⊔kR2kH2k = ⊔kR2k+1H2k+1.

Òàêèì îáðàçîì, îêðóæíîñòü ìîæíî ðàçðåçàòü íà ñ÷åòíîå ÷èñëî ÷àñòåé è ñëîæèòü èç íèõ äâå
òî÷íî òàêèå æå îêðóæíîñòè. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñôåðó ìîæíî ðàçðåçàòü óæå íà êîíå÷íîå
÷èñëî ÷àñòåé è ñëîæèòü èç íèõ äâå òàêèõ æå ñôåðû.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñëîâ, ñîñòàâëåííûõ èç áóêâ A, A−1, B, B−1. Åñëè â ñëîâå âñòðå÷àþòñÿ
ðÿäîì A è A−1 èëè B è B−1, òî èõ ìîæíî ñòåðåòü (ñîêðàòèòü). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñëîâå âñå,
÷òî ìîæíî, ñîêðàùåíî. ×åðåç I îáîçíà÷àåì ïóñòîå ñëîâî. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ íåñîêðàòèìûõ ñëîâ
âìåñòå ñ ïóñòûì îáîçíà÷èì ÷åðåç G. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî G � ãðóïïà ñ îïåðàöèåé ïðèïèñûâàíèÿ
îäíîãî ñëîâà ê äðóãîìó, íàïðèìåð (ABBA) · (BABA) = ABBABABA.

Ãðóïïà G íàçûâàåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé ñ äâóìÿ îáðàçóþùèìè A è B. ßñíî, ÷òî

G = {I} ⊔G(A) ⊔G(A−1) ⊔G(B) ⊔G(B−1),

ãäå G(A) � ñëîâà íà÷èíàþùèåñÿ ñ áóêâû A, ⊔ � îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ.
Ïîëîæèì

G1 = G(A) ∪ {I, A−1, A−2, A−3, . . .}, G2 = G(A−1) \ {A−1, A−2, A−3, . . .},

G3 = G(B), G4 = G(B−1).

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî G = G1 ⊔G2 ⊔G3 ⊔G4 è

G = G1 ⊔AG2, G = G3 = ⊔BG4,

ãäå AG2 � ñëîâà, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ñëîâ G2 äîïèñûâàíèåì âïåðåäè áóêâû A.
Ïóñòü òåïåðü A è B îáîçíà÷àþò ïîâîðîò ñ îäíèì öåíòðîì. Òîãäà âñÿêîå ñëîâî èçG çàäàåò ïîâîðîò,

íàïðèìåð ñëîâî ABAB çàäàåò ïîâîðîò, ÿâëÿþùèéñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé êîìïîçèöèåé ïîâîðîòîâ A,
B, A è B.

Â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ñ÷èòàåì èçâåñòíûì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà ïîâîðîòà A è B ñ îäíèì öåíòðîì,
äëÿ êîòîðûõ ðàçëè÷íûå ñëîâà èç ãðóïïû G çàäàþò ðàçëè÷íûå ïîâîðîòû.

Äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ S2 ÷åðåç Gx îáîçíà÷àåì âñå âîçìîæíûå îáðàçû x ïîä äåéñòâèåì ïîâîðîòîâ
èç G. Ìíîæåñòâî Gx íàçûâàåòñÿ îðáèòîé.

Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâå îðáèòû ïåðåñåêàþòñÿ, òî ñîâïàäàþò.
×åðåç C îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òî÷åê åäèíè÷íîé ñôåðû S2, ëåæàùèõ íà îñÿõ ïîâîðîòîâ èç G.

ßñíî, ÷òî C � íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî.
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî îðáèòà âñÿêîãî x ∈ S2 \ C íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ C.
Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x ∈ S2 \C îðáèòà Gx ðàçáèòà íà ÷åòûðå íåïåðåñåêàþùèõñÿ

ìíîæåñòâà G1x, G2x, G3x è G4x.
Èñïîëüçóÿ àêñèîìó âûáîðà ôèêñèðóåì â êàæäîé îðáèòå, êîòîðàÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ C, òî÷êó è

ñîáèðàåì âñå òàêèå òî÷êè â ìíîæåñòâî X. Òîãäà

S2 \ C = Ω1 ⊔ Ω2 ⊔ Ω3 ⊔ Ω4, Ωi = ⊔x∈XGix.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî

S2 \ C = Ω1 ⊔AΩ2, S2 \ C = Ω3 ⊔BΩ4,

ãäå ìíîæåñòâà AΩ2 è BΩ4 ïîëó÷àþòñÿ èç Ω2 è Ω3 ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòîâ A è B ñîîòâåòñòâåííî.
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà Σ1, Σ2 è ïîâîðîò R, ÷òî

S2 = Σ1 ⊔ Σ2, S2 \ C = Σ1 ⊔RΣ2.

(Óêàçàíèå: íàéòè ïîâîðîò R òàêîé, ÷òî RiC ∩RjC = ∅ ïðè i ̸= j è çàäàòü òðåáóåìûå ìíîæåñòâà òàê
Σ2 = C ⊔RC ⊔R2C ⊔ . . ., Σ1 = S2 \ Σ2.)

Çàäà÷à 8. (Ïàðàäîêñ Áàíàõà-Òàðñêîãî äëÿ ñôåðû) Îáúåäèíÿÿ ðåçóëüòàòû çàäà÷ 6 è 7 äîêàæèòå
÷òî íàéäóòñÿ íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà H1, . . . , H8 è ïîâîðîòû R1, . . . , R8 òàêèå, ÷òî

S2 = ⊔8
i=1Hi, S2 = ⊔4

i=1RiHi = ⊔8
i=5RiHi.
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Çàäà÷à 9. (Ïàðàäîêñ Áàíàõà-Òàðñêîãî äëÿ øàðà) Äîêàæèòå, ÷òî óòâåðæäåíèå çàäà÷è 8 îñòàíåòñÿ
âåðíûì, åñëè çàìåíèòü S2 íà åäèíè÷íûé øàð.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî ïîâîðîòû A è B, çàäàííûå ìàòðèöàìè

A =

 3/5 −4/5 0
4/5 3/5 0
0 0 1

 , B =

 1 0 0
0 3/5 −4/5
0 4/5 3/5

 ,

óäîâëåòâîðÿþò íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî íèêàêîå íåòðèâèàëüíîå ñëîâî èç G íå çàäàåò òðèâè-
àëüíûé ïîâîðîò. (Óêàçàíèå: äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ñëîâà g ∈ G ñîîòâåòñòâóþùèé ïîâîðîò ñîïî-
ñòàâëÿåò âåêòîðó (1, 0, 0) âåêòîð (a, b, c)/5k, ãäå a, b, c � öåëûå ÷èñëà, k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ïðè÷åì
b íå äåëèòñÿ íà 5.)


