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Ëèñòîê 3.

Ìåðà Ëåáåãà

Ìíîæåñòâî U ⊂ [0, 1] íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì â [0, 1], åñëè íàéäåòñÿ îòêðûòîå ìíîæåñòâî V ⊂ R
òàêîå, ÷òî U = V

∩
[0, 1]. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ñîñòîèò èç ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ

è ìîæåò áûòü îäíîãî èëè äâóõ ïîëóèíòåðâàëîâ, ñîäåðæàùèõ òî÷êè 0 è 1. Íàïîìíèì, ÷òî ìåðà λ(U)
îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà äëèí ñîñòàâëÿþùèõ åãî ïðîìåæóòêîâ.

Ïóñòü E ⊂ [0, 1]. Âåðõíåé ìåðîé Ëåáåãà ìíîæåñòâà E íàçûâàþò ÷èñëî

λ∗(E) = inf
U :E⊂U

λ(U),

ãäå U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî.
Çàäà÷à 1. (a) Äîêàæèòå, ÷òî λ∗(U) = λ(U) äëÿ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà U .

(b) Äîêàæèòå, ÷òî, åñëè E ⊂
∪
Ek, òî λ

∗(E) ≤
∑

k λ
∗(Ek).

Çàäà÷à 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Fn � çàìêíóòûå ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà. Äîêàæèòå,
÷òî âåðíî ðàâåíñòâî:

λ∗(
∪
n

Fn) =
∑
n

λ∗(Fn).

Çàäà÷à 3. Ïóñòü U � îòêðûòîå ìíîæåñòâî â [0, 1]. Äîêàæèòå, ÷òî λ∗(U) + λ∗([0, 1] \ U) = 1.
Ìíîæåñòâî E ⊂ [0, 1] íàçûâàåòñÿ èçìåðèìûì ïî Ëåáåãó, åñëè

λ∗(E) + λ∗([0, 1] \ E) = 1.

Èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî îòêðûòûå è çàìêíóòûå ìíîæåñòâà èçìåðèìû ïî Ëåáåãó.
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî E ⊂ [0, 1] èçìåðèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî ε > 0

ñóùåñòâóþò çàìêíóòîå ìíîæåñòâî Fε è îòêðûòîå ìíîæåñòâî Uε òàêèå, ÷òî Fε ⊂ E ⊂ Uε è

λ∗(Uε)− λ∗(Fε) < ε.

Çàäà÷à 5. (a) Ïóñòü En � ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ èçìåðèìûå ìíîæåñòâà â [0, 1]. Äîêàæèòå,
÷òî ìíîæåñòâî E =

∪
nEn èçìåðèìî è λ∗(E) =

∑
n λ

∗(En).

(b) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ ïîäìíîæåñòâ [0, 1] çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî äîïîë-
íåíèé, ñ÷åòíûõ îáúåäèíåíèé, ñ÷åòíûõ ïåðåñå÷åíèé è ñîäåðæèò [0, 1] è ïóñòîå ìíîæåñòâî. Ñèñòåìó
ïîäìíîæåñòâ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íàçûâàþò σ-àëãåáðîé.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî èçìåðèìîå ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíîé âåðõíåé ìåðû Ëåáåãà ÿâëÿåòñÿ êîíòè-
íóàëüíûì.

Äàëåå âåðõíþþ ìåðó Ëåáåãà íà èçìåðèìûõ ìíîæåñòâàõ îáîçíà÷àåì ïðîñòî λ.
Çàäà÷à 6. (a) Ìíîæåñòâî E ñîñòîèò èç òåõ òî÷åê îòðåçêà [0, 1], â äåñÿòè÷íîé çàïèñè êîòîðûõ

íà ÷åòíûõ ìåñòàõ ñòîèò öèôðà 5. Äîêàæèòå, ÷òî E èçìåðèìî è íàéäèòå λ(E).

(b) Äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ïîñòðîéòå çàìêíóòîå íèãäå íå ïëîòíîå ìíîæåñòâî Fε ⊂ [0, 1] è òàêîå, ÷òî

λ(Fε) ≥ 1− ε.

Èíòåãðàë Ëåáåãà

Ôóíêöèÿ f : [0, 1] 7→ R íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé, åñëè ìíîæåñòâî {x : f(x) < β} èçìåðèìî äëÿ
âñÿêîãî β.

Çàäà÷à 7.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è ìîíîòîííûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ èçìåðèìîé ôóíêöèè f ìíîæåñòâà {x : f(x) > α} è {x : f(x) = α} èçìå-
ðèìû.

(c) Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåèçìåðèìîé ôóíêöèè.
Çàäà÷à 8. Ïóñòü f, g � èçìåðèìûå ôóíêöèè.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî f + g, f · g, max{f, g} è |f | ÿâëÿþòñÿ èçìåðèìûìè ôóíêöèÿìè.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ ψ(f), ãäå ψ � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿåòñÿ èçìåðèìîé ôóíê-
öèåé.

(c) Ïóñòü fn èçìåðèìûå ôóíêöèè è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ïîòî÷å÷íî ñõîäèòñÿ ê f íà [0, 1].
Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f èçìåðèìà.

Èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ôóíêöèåé, åñëè îíà ïðèíèìàåò êîíå÷íîå ÷èñëî çíà-
÷åíèé, ò.å. f(x) =

∑
j cjχAj , ãäå Aj � èçìåðèìûå ìíîæåñòâà. Ïî îïðåäåëåíèþ∫ 1

0

f(x) dx =
∑
j

cjλ(Aj).

1



2

Çàäà÷à 9. (a) Äîêàæèòå, ÷òî îïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò âûáîðà ðàçáèåíèÿ Aj .

(b) Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàë ëèíååí è ìîíîòîíåí ïî ôóíêöèè f .

(c) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíûì ïðåäåëîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ ôóíêöèé.

(d) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé fn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê èçìå-

ðèìîé ôóíêöèè f , òî ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

∫ 1

0

fn(x) dx ñõîäèòñÿ è åå ïðåäåë íå çàâèñèò îò

âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn.
Åñëè f � èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1], òî åå èíòåãðàëîì Ëåáåãà íàçûâàåòñÿ∫ 1

0

f(x) dx = lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx,

ãäå fn � êàêàÿ-ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ ê f . Èç àðèô-
ìåòèêè ïðåäåëîâ íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî èíòåãðàë Ëåáåãà ëèíååí è ìîíîòîíåí ïî f . Åñëè E �
èçìåðèìîå ìíîæåñòâî, òî ïî îïðåäåëåíèþ∫

E

f(x) dx :=

∫ 1

0

f(x)χE(x) dx.

Çàäà÷à 10. (a) Äîêàæèòå àääèòèâíîñòü èíòåãðàëà Ëåáåãà: åñëè E1 ∩ E2 = ∅, òî∫
E1

f(x) dx+

∫
E2

f(x) dx =

∫
E1∪E2

f(x) dx.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî µ ∈ [infE f, supE f ], ÷òî∫
E

f(x) dx = µλ(E).

Çàäà÷à 11. (Òåîðåìà Ëåáåãà) Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé fn ñõîäèòñÿ âî âñåõ
òî÷êàõ îòðåçêà [0, 1], êðîìå áûòü ìîæåò ìíîæåñòâà ìåðû íóëü, ê èçìåðèìîé ôóíêöèè f . Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî |fn(x)| ≤ C äëÿ âñåõ x, n è íåêîòîðîãî C > 0. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x) dx =

∫ 1

0

f(x) dx.

Ïîêàæèòå, ÷òî îò îãðàíè÷åííîñòè îòêàçàòüñÿ íåëüçÿ.
Çàäà÷à 12. (Êðèòåðèé Äàðáó è êðèòåðèé Ëåáåãà) Ïóñòü f � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ. Äëÿ êàæäîãî

ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [0, 1] òî÷êàìè k/2n íà ïîëóîòðåçêè ∆k = [(k − 1)/2n, k/2n) ïðè k < 2n è îòðåçîê
∆k = [(2n − 1)/2n, 1] ïðè k = 2n îïðåäåëèì ôóíêöèè

mn(x) =
∑
j

χ∆j (x) inf
∆j

f, Mn(x) =
∑
j

χ∆j (x) sup
∆j

f.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [0, 1] ïî Ðèìàíó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
n→∞

∫ 1

0

(
Mn(x)−mn(x)

)
dx = 0.

Èíòåãðàëû îò mn è Mn íàçûâàþòñÿ íèæíåé è âåðõíåé ñóììîé Äàðáó.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî â êàæäîé òî÷êå x, êðîìå áûòü ìîæåò ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
mn(x) íå óáûâàåò è ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó m(x) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Mn(x) íå óáûâàåò è
ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó ÷èñëó M(x). Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè m(x) è M(x) èçìåðèìû. ×òî ìîæíî
ñêàçàòü ïðî ýòè ôóíêöèè, åñëè f íåïðåðûâíà íà [0, 1]?

(c) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f
íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ, êðîìå áûòü ìîæåò ìíîæåñòâà ìåðû íóëü.


