
Âîïðîñû ê çà÷¼òó.

1 Çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå D := C[x, ∂x].

Çàäà÷à 1. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ëåâîãî èäåàëà â D, íå ÿâëÿþùåãîñÿ ãëàâíûì.

Çàäà÷à 2. Ïîêàæèòå, ÷òî SSuppBM ìîæåò ñîâïàäàòü ñ ëþáîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç 0.

Çàäà÷à 3. Ïîêàæèòå, ÷òî äëèíà ãîëîíîìíîãî ìîäóëÿ íå ïðåâîñõîäèò |V(M)|.

Çàäà÷à 4. Ïócòü íà D-ìîäóëå M çàäàíà ôèëüòðàöèÿ {Mi}i∈Z≥0
òàêàÿ, ÷òî

1) BnMi ⊂Mi+n äëÿ âñÿêèõ i, n,
2) äëÿ êàêèõ-òî c1, c2 ∈ R è âñÿêîãî n ≥ 0 âåðíî, ÷òî dimMn ≤ c1n+ c2.
Ïîêàæèòå, ÷òî òîãäà ìîäóëü M êîíå÷íîïîðîæä¼í, ãîëîíîìåí è |V(M)| ≤ c1.

Çàäà÷à 5. à) Ïóñòü p ∈ C[x] � ìíîãî÷ëåí. Ïîñòðîéòå ôèëüòðàöèþ ñî ñâîéñòâàìè, óêàçàííûìè â
çàäà÷å 4 äëÿ D-ìîäóëÿ C[x, 1

p ].

á) Íàäåëèòå C(λ)[x, 1
p ]p

λ ñòðóêòóðîé C(λ)[x, ∂x]-ìîäóëÿ. Óêàæèòå äëÿ ýòîãî ìîäóëÿ C(λ)-ôèëüòðàöèþ
ñî ñâîéñòâàìè, óêàçàííûìè â óïðàæíåíèè 4.
â) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà p(x) ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð D(x, λ), ñ
ïîëèíîìèàëüíûìè ïî λ è x êîýôôèöèåíòàìè, è ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí b(λ), äëÿ êîòîðûõ

D(x, λ)pλ = b(λ)pλ−1.

Òàêîé ìíîãî÷ëåí b(λ) íàèìåíüøåé ñòåïåíè íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì Áåðíøòåéíà ìíîãî÷ëåíà p(x).
ã) Íàéäèòå ïîëèíîì Áåðíøòåéíà äëÿ p(x) = x, x2, x2 − 1.

Ïóñòü p ∈ C[x] � ìíîãî÷ëåí, à M � ïðîèçâîëüíûé ãîëîíîìíûé D-ìîäóëü M ñ ïîðîæäàþùèì
ïðîñòðàíñòâîì M0. Ëîêàëèçàöèåé D-ìîäóëÿ M ïî (p) íàçûâàåòñÿ

M [ 1p ] := M ⊗C[x] C[x, 1
p ].

Ýòî ïðîñòðàíñòâî àâòîìàòè÷åñêè íàäåëåíî ñòðóêòóðîé C[x]-ìîäóëÿ. Ñòðóêòóðà D-ìîäóëÿ äîîïðåäåëÿ-
åòñÿ äåéñòâèåì ∂x :

∂x(m⊗ f) = (∂xm)⊗ f +m⊗ (∂xf).

Çàäà÷à 6. à) Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèå êîððåêòíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî [x, ∂x] = 1 ïðè äåéñòâèè íàM [ 1p ].

á) Ïðîâåðüòå, èñïîëüçóÿ óïðàæíåíèå 4, ÷òî M [ 1p ] � ãîëîíîìíûé D-ìîäóëü.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü M � ãîëîíîìíûé C[x, 1
x , ∂x]�ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî M ãîëîíîìåí è êàê C[x, ∂x]-

ìîäóëü.

Çàäà÷à 8. Íàéäèòå SuppcohM , ãäå M = D/(Df) è f = (x+ 1)∂2
x + (x2 + 1)∂x + (x3 + 1).

Çàäà÷à 9. Ïóñòü M � íåêîòîðûé âåñîâîé ìîäóëü, à (E
can−−→←−−
var

F ) � ñîîòâåòñòâóþùèé åìó íàáîð âåê-

òîðíûõ ïðîñòðàíñòâ è îòîáðàæåíèé. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè îïåðàòîð vu íå èìååò íóëåâîãî ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ â E, òî M íå èìååò ïîäôàêòîðîâ, èçîìîðôíûõ C[x, ∂x]δ0.

Çàäà÷à 10. Ïîñòðîéòå ïî ïàðå îïåðàòîðîâ can := ⟨ 1 1
0 0

⟩, var := ⟨ 0 1
0 1

⟩ âåñîâîé ìîäóëü.

Ïóñòü R � íåêîòîðîå êîëüöî, C � ïîëíàÿ ïîäêàòåãîðèÿ êàòåãîðèè R-ìîäóëåé, â êîòîðîé âñå îáúåêòû
èìåþò êîíå÷íóþ äëèíó.

Çàäà÷à 11. Ïóñòü M1,M2 ∈Ob(C)1 è Exti(M̃1, M̃2) = 0 äëÿ ëþáûõ äâóõ ïîäôàêòîðîâ2 M̃1 ìîäóëÿ M1,
M̃2 ìîäóëÿ M2 è ëþáîãî i ≥ 0. Òîãäà ExtiR(M1,M2) = 0 äëÿ ëþáîãî i ≥ 0.

1Ob(C) � îáúåêòû C.
2ïîäôàêòîð � ôàêòîð ïîäìîäóëÿ
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Ïóñòü SOb(C) � ïðîñòûå îáúåêòû êàòåãîðèè C. Ïóñòü SOb(C) ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî êëàññîâ
{SOb(C)α}α∈Ω, äëÿ êîòîðûõ

ExtiR(Mα,Mβ) = 0, åñëè α, β ∈ Ω, i ∈ Z≥0, α ̸= β, Mα ∈SOb(C)α, Mβ ∈SOb(C)β .

Çàäà÷à 12. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé îáúåêò M ∈Ob(C) èçîìîðôåí ⊕α∈ΩMα, ãäå âñå ïîäôàêòîðû Mα

ïðèíàäëåæàò SOb(C)α.

Íàïîìíèì, ÷òî ëåâûé R-ìîäóëü M íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè M ∼= R/I äëÿ íåêîòîðîãî ëåâîãî
èäåàëà I.

Çàäà÷à 13. Ïóñòü M1,M2 � äâà öèêëè÷åñêèõ ìîäóëÿ. Òîãäà ExtiR(M1,M2) = 0 äëÿ i ≥ 2.

Ïîëîæèì R/b := R/(Rb).

Çàäà÷à 14. à) Ïîêàæèòå, ÷òî HomR(R/b,R/c) = {m ∈ R/c | bm = 0} è ÷òî

HomR(R/b,R/c) = 0 åñëè è òîëüêî åñëè ((bc′ = b′c)→ (c′ = rc, b′ = br)).

á) Ïîêàæèòå, ÷òî Ext1R(R/b,R/c) = (R/c)/(b(R/c)).

Ïîëîæèì b\R := R/(bR).

Çàäà÷à 15. Ïîêàæèòå, ÷òî

HomR(R/c,R/b) ∼=HomR(b\R, c\R), Ext1R(R/c,R/b) ∼=Ext1R(b\R, c\R)

Çàäà÷à 16. Ïóñòü Bn :=span{xi∂j
x}i+j≤n è b ∈ Bn � îáùèé ýëåìåíò, R/b := C[x, ∂x]/(·b).

à) Êàêèå îñîáûå òî÷êè èìååò C[x, ∂x]-ìîäóëü R/b?
á) Êàêîâà äèàãðàììà Íüþòîíà R/b â ýòèõ òî÷êàõ? Êàêîâû å¼ èçëîìû?
â) Îïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùèå C[∂x, xQ)-ìîäóëè?
ã) Èçîìîðôíû ëè R/b è R/b′ äëÿ îáùèõ b, b′ ∈ Bn?

Çàäà÷à 17. Ïóñòü M1, M2 � äâà C[∂x, xQ)-ìîäóëÿ, êîíå÷íîìåðíûõ êàê C[xQ)-ìîäóëè. Êàê ïî ãëàâíûì
÷àñòÿì M1,M2 íàéòè ãëàâíûå ÷àñòè M1 ⊗C[xQ) M2?
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2 Òåîðåòè÷åñêèå âîïðîñû

Âîïðîñ 1. Îáúÿñíèòå êàê ñòðîèòñÿ ìíîãîîáðàçèå SSuppBM . Ïîêàæèòå, ÷òî îíî èíâàðèàíòíî îòíîñè-
òåëüíî óìíîæåíèÿ íà êîíñòàíòû è íå çàâèñèò îò âûáîðà ïîðîæäàþùåãî ïðîñòðàíñòâà M0.

Âîïðîñ 2. Ïóñòü M � íåíóëåâîé êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé C[x, ∂x]-ìîäóëü. Òîãäà dim SSuppBM>0.

Âîïðîñ 3. Ïóñòü M � íåíóëåâîé êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé C[x, ∂x]-ìîäóëü. Îáúÿñíèòå ÷òî òàêîå V(M) è
|V(M)|. Ïîêàæèòå, ÷òî dim Ṽ>0 äëÿ âñÿêîé íåïðèâîäèìîé êîìïîíåíòû Ṽ ìíîãîîáðàçèÿ V(M).

Âîïðîñ 4. Ïóñòü D � ïðîñòîå í¼òåðîâî êîëüöî, íå ÿâëÿþùååñÿ àðòèíîâûì ñëåâà, à M � êîíå÷íîïî-
ðîæä¼ííûé àðòèíîâ D-ìîäóëü. Ïîêàæèòå, ÷òî M � öèêëè÷åí, òî åñòü M = D/I äëÿ íåêîòîðîãî ëåâîãî
èäåàëà I.

Âîïðîñ 5. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ C[x, ∂x]-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû :
1) M � ãîëîíîìåí.
2) M èìååò êîíå÷íóþ äëèíó.
3) M èçîìîðôåí C[x, ∂x]/I, ãäå I � íåòðèâèàëüíûé ëåâûé èäåàë.

Âîïðîñ 6. Äàéòå îïðåäåëåíèå U -êîãåðåíòíîãî D-ìîäóëÿ. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé D-ìîäóëü ÿâëÿåòñÿ
U -êîãåðåíòíûì äëÿ ïîäõîäÿùåãî ìíîæåñòâà U .

Âîïðîñ 7. Äàéòå îïðåäåëåíèå ñâÿçíîñòè. Êàêàÿ ñâÿçíîñòü íàçûâàåòñÿ ìåðîìîðôíîé? Êàêàÿ ðåãóëÿð-
íîé? Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ðåãóëÿðíàÿ ñâÿçíîñòü çàïèñûâàåòñÿ â âèäå Γ

x â ïîäõîäÿùåì áàçèñå, ãäå
Γ ∈Matn×n(C).

Âîïðîñ 8. ÏóñòüM1,M2 � äâàD-ìîäóëÿ, íå èìåþùèõ ïîäôàêòîðîâ, ñîñðåäîòî÷åííûõ â òî÷êàõ. Òîãäà
M1
∼= M2 åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò U ⊂ C òàêîå, ÷òî

1) M1 è M2 ÿâëÿþòñÿ U -êîãåðåíòíûìè è Bun(M1) è Bun(M2) � ëîêàëüíî òðèâèàëüíû íàä U ;
2) ðàíãè Bun(M1) è Bun(M2) ñîâïàäàþò è ðàâíû r;
3) ìàòðèöû ñâÿçíîñòåé ∇1 è ∇2 ïåðåâîäÿòñÿ äðóã â äðóãà ìàòðèöåé F ∈Matr×r(O(U)).

Âîïðîñ 9. Äàéòå îïðåäåëåíèå ëîêàëüíî êîíå÷íîìåðíîãî äåéñòâèÿ îïåðàòîðà A íà ïðîñòðàíñòâå V .
Äàéòå îïðåäåëåíèå âåñîâîãî è ñëàáî âåñîâîãî ìîäóëÿ. ×åìó ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèÿ âåñîâûõ ìîäóëåé?

Âîïðîñ 10. ×òî òàêîå ôóíêòîð Öóêåðìàíà? Êàê ñâÿçàíû êàòåãîðèÿ âåñîâûõ ìîäóëåé è êàòåãîðèÿ
C[∂x, x)-ìîäóëåé ñ ðåãóëÿðíûìè îñîáåííîñòÿìè â 0?

Âîïðîñ 11. Îáúÿñíèòå ñâÿçü ìåæäó êëàññèôèêàöèåé ðåãóëÿðíûõ ñâÿçíîñòåé íà U∨
0 è êëàññèôèêàöèåé

âåñîâûõ ìîäóëåé. Êàòåãîðèè ïðåäñòàâëåíèé êàêîé êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû ýêâèâàëåíòíà êàòåãîðèÿ
âåñîâûõ ìîäóëåé? ×òî åñòü ñîîòâåòñòâèå Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà äëÿ êðèâîé?

Âîïðîñ 12. ×òî òàêîå äèàãðàììà Íüþòîíà äèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà? ×òî òàêîå íàïðàâëåíèå
èçëîìà äèàãðàììû? Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äèàãðàììà îïåðàòîðà a ∈ C[∂x, x) èìååò áîëåå îäíîãî èçëîìà,
òî a = bc äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ b, c ∈ C[∂x, x) íåíóëåâîé ñòåïåíè.

Âîïðîñ 13. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå âåðñèþ îñíîâíîé òåîðåìû àëãåáðû äëÿ êîëüöà C[∂x, xQ).

Âîïðîñ 14. Äàéòå êëàññèôèêàöèþ ìîäóëåé (â ò. ÷. ïðîñòûõ) M êîëüöà C[∂x, xQ). ×òî åñòü ãëàâíûå
÷àñòè M? Êàêóþ ëîêàëüíóþ ñèñòåìó â U∨

0 ìîæíî ñîïîñòàâèòü M? ×òî åñòü ðàñøèðåííîå ñîîòâåòñòâèå
Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà äëÿ êðèâîé?

Âîïðîñ 15 (?). Îáúÿñíèòå ÷òî åñòü ñèñòåìà ñòîêñà è êàêîâà ñâÿçü ýòîãî ïîíÿòèÿ ñ êàòåãîðèåé C[∂x, xQ)-
ìîäóëåé.
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