
Âîêðóã ðàçìåðíîñòè Ãåëüôàíäà-Êèðèëëîâà

Íàïîìíèì, ÷òî D := C[x, ∂x] � àëãåáðà äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ îäíîé ïåðåìåííîé, ñ ôèëüòðà-
öèåé Bn := ⟨xi∂j

x⟩i+j≤n, gr D := ⊕iBi/Bi−1
∼= C[p, q]. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî

PD(t) := ⊕ndim(Bn/Bn−1)t
n = 1

(1−t)2 .

Òàêæå dim(Bn/Bn−1) = n + 1, dimBn = (n+1)(n+2)
2 . Åñëè M � êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé D � ìîäóëü,

ñ ïîðîæäàþùèì ïðîñòðàíñòâîì M0, òî îí îáëàäàåò ôèëüòðàöèåé Mn := BnM0, è, ñîîòâåòñòâåííî,
grM = ⊕i(Mi/Mi−1). Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

PD(M0, t) = ⊕ndim(Mn/Mn−1)t
n.

Èçâåñòíî, ÷òî PD(M0, t) � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, è, ñîîòâåòñòâåííî,

dim(Mi/Mi−1) = fM0(i)

äëÿ êàêîãî-òî ìíîãî÷ëåíà fM0 ∈ C[t] è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i. Îòêóäà

dim(Mi) = gM0(i)

äëÿ êàêîãî-òî ìíîãî÷ëåíà gM0 ∈ C[t] è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ i. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî degg=degf +
1. Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî degg ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ àññîöèèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèÿ
M [Eis]. Îáîçíà÷èì êàê |VM0(M)| ñòàðøèé êîýôôèöèåíò gM0(t).

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè M � ýòî D-ìîäóëü, à M0,M
′
0 � äâà åãî ïîðîæäàþùèõ ïðîñòðàíñòâà, òî

deggM0 =deggM ′
0
, |VM0(M)|=|VM ′

0
(M)|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò s òàêîå, ÷òî M0 ⊂ M ′
s è M ′

0 ⊂ Ms. Îòêóäà äëÿ âñÿêîãî
i ≥ 0 èìååì

Mi ⊂ M ′
i+s, M ′

i ⊂ Mi+s,

è, ñîîòâåòñòâåííî,

dimMi ≤dimM ′
i+s, dimM ′

i ≤dimMi+s.

Îòêóäà äëÿ âñåõ i >> 0

gM0(i) ≤ gM ′
0
(i+ s), gM ′

0
(i) ≤ gM0(i+ s).

Îòêóäà èñêîìîå óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ñëåäóåò.

Äàëåå ìû îïóñêàåì ïîðîæäàþùåå ïðîñòðàíñòâî M0 â îáîçíà÷åíèè |VM0(M)|. ×èñëî |V(M)| âñåãäà
öåëî, è ïîëîæèòåëüíî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî D-ìîäóëÿ M .

Ïóñòü ñíîâà M0,M
′
0 � ïîðîæäàþùèå ïðîñòðàíñòâà D-ìîäóëÿ M . Òîãäà ñóùåñòâóåò s òàêîå, ÷òî

M0 ⊂ M ′
s è M ′

0 ⊂ Ms. Ôèëüòðàöèÿ M0 ⊂ M1 ⊂ ... ⊂ Mi ⊂ ... îãðàíè÷èâàåòñÿ íà âñÿêîå ïðîñòðàíñòâî
M ′

j , ÷òî çàäà¼ò ôèëüòðàöèþ ïðîñòðàíñòâà M ′
j/M

′
j−1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

åñëè i > j + s, òî Mi ∩M ′
j = M ′

j ,

è

åñëè i < j − s, òî Mi ∩M ′
j ⊂ Mj−1.

Ðàññìîòðèì ãðàäóèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî

grM0,M ′
0
M := ⊕i,j(Mi ∩M ′

j/(Mi ∩M ′
j−1 +Mi−1 ∩M ′

j)).

Èç ïðåäûäóùèõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî åñëè |i− j| > s, òî (i, j)-êîìïîíåíòà grM0,M ′
0
M ðàâíà 0.

Óïðàæíåíèå 1. Íàäåëèòå grM0,M ′
0
M ñòðóêòóðîé ãðàäóèðîâàííîãî C[p, q]-ìîäóëÿ òàê, ÷òîáû îí áûë

èçîìîðôåí ïðèñîåäèí¼ííî ãðàäóèðîâàííîìó ìîäóëþ ìîäóëÿ grM0M îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ôèëüòðà-
öèè 2(s+1)-èì C[p, q]-ìîäóëåì è ïðèñîåäèí¼ííî ãðàäóèðîâàííîìó ìîäóëþ ìîäóëÿ grM ′

0
M îòíîñèòåëüíî

íåêîòîðîé ôèëüòðàöèè (2s+ 1)-èì C[p, q]-ìîäóëåì.
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Óïðàæíåíèå 2. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå óïðàæíåíèå ïîêàæèòå, ÷òî íîñèòåëü íå çàâèñèò îò âûáîðà
îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà M0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ãîëîíîìíûì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîïîðîæä¼ííûé D-ìîäóëü M , íîñèòåëü êîòîðîãî îä-
íîìåðåí, èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, degg = 1.

Âñÿêèé ïîäìîäóëü è ôàêòîðìîäóëü ãîëîíîìíîãî ìîäóëÿ ãîëîíîìåí.

Ëåììà 3. Ïóñòü

0 → M [−1] → M [0] −→
ϕ

M [1] → 0

ñóòü òî÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãîëîíîìíûõ D-ìîäóëåé. Òîãäà

V(M [0])=V(M [−1])+V(M [1]) è |V(M [0])|=|V(M [−1])|+|V(M [1])|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü M0 � ïîðîæäàþùåå ïðîñòðàíñòâî M [0], à Mi � çàäàâàåìàÿ èì ôèëüòðàöèÿ.
Îíà çàäà¼ò ôèëüòðàöèè M [−1] ∩Mi íà ìîäóëå M [−1], à ϕ(Mi) åñòü ôèëüòðàöèþ íà M [1].

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðèñîåäèí¼ííûå ãðàäóèðîâàííûå ìîäóëè îòíîñèòåëüíî ýòèõ ôèëüòðàöèé îáðà-
çóþò òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 →grM0M [−1] →grM0M [0] →grM0M [1] → 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî BnMi = Mi+n, Bnϕ(Mi) = ϕ(Mi+n), íî, âîîáùå ãîâîðÿ,

Bn(Mi ∩M [−1]) ̸= Mi+n ∩M [−1].

×èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ñóùåñòâóåò s ≥ 0 òàêîå, ÷òî

Bn(Ms+i ∩M [−1]) = Ms+i+n ∩M [−1]

äëÿ âñÿêèõ i, n ≥ 0. Çàìåíà îáðàçóþùåãî ïðîñòðàíñòâà M0 íà ïðîñòðàíñòâî Ms çàâåðøàåò äîêàçà-
òåëüñòâî òàê êàê äëÿ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé C[p, q] êîíå÷íîïîðîæä¼ííûõ ìîäóëåé óòâåðæäåíèå
ëåììû î÷åâèäíî [Eis].

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âñÿêèé ãîëîíîìíûé ìîäóëü èìååò êîíå÷íóþ äëèíó. Òàê êàê àëãåáðà D �
í¼òåðîâà, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü àðòèíîâîñòü âñÿêîãî ãîëîíîìíîãî ìîäóëÿ [H].

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü M = M [0] ⊃ M [−1] ⊃ ... ⊃ M [−n] ⊃ ... � óáûâàþùàÿ öåïî÷êà D-ìîäóëåé,
ãäå M � ãîëîíîìåí. Òîãäà M [−n] ∼= M [−n− 1] äëÿ n >> 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 3 èìååì

|V(M)|=⊕i|V(M [−i]/M [−i− 1])|.

Òàê êàê âñå ÷èñëà ñïðàâà öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå, ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ñðåäè íèõ êîíå÷íî. Ïî Òåî-
ðåìå Áåðíøòåéíà, åñëè |V(M [−i]/M [−i − 1])|=0, òî M [−i]/M [−i − 1] ∼= 0. ×òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî.

Óïðàæíåíèå 3. Ïîêàæèòå, ÷òî äëèíà ãîëîíîìíîãî D-ìîäóëÿ M íå ïðåâîñõîäèò |V(M)|.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ àáñòðàêòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ëåììà.

Ëåììà 5. Ïóñòü D � ïðîñòîå í¼òåðîâî êîëüöî, íå ÿâëÿþùååñÿ àðòèíîâûì ñëåâà, à M � êîíå÷íîïî-
ðîæä¼ííûé àðòèíîâ D-ìîäóëü. ÒîãäàM � öèêëè÷åí, òî åñòüM = D/I äëÿ íåêîòîðîãî ëåâîãî èäåàëà I.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê D � í¼òåðîâî, M � í¼òåðîâ, è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååò êîíå÷íóþ äëèíó. Áó-
äåì âåñòè äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè.
Óòâåðæäåíèå n: âñå D-ìîäóëè äëèíû íå áîëåå n öèêëè÷íû.
Áàçà: åñëè äëèíà M ðàâíà 1, òî îí � öèêëè÷åí.
Ïåðåõîä: ïóñòü M ′ � ñîáñòâåííûé ïðîñòîé ïîäìîäóëü, à v ∈ M ′ � íåíóëåâîé ýëåìåíò. Ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäóêöèè ñóùåñòâóåò ũ ∈ M/M ′ òàêîé, ÷òî Dũ = M/M ′. Ïóñòü u � ëþáîé ïðîîáðàç ũ â M .
Òîãäà Du+Dv = M . Òàê êàê M èìååò êîíå÷íóþ äëèíó, Du ⊂ M èìååò êîíå÷íóþ äëèíó. Â ÷àñòíîñòè,
Du ̸= D êàê ëåâûé D-ìîäóëü òàê êàê D íå àðòèíîâî êàê ëåâûé D-ìîäóëü. Îòêóäà ñóùåñòâóåò d ∈ D,
äëÿ êîòîðîãî du = 0, d ̸= 0. Îòìåòèì, ÷òî DdD = D (D � ïðîñòà). Îòêóäà DdDv = Dv ̸= 0. Â
÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóåò r ∈ D òàêîå, ÷òî drv ̸= 0.

Ïîêàæåì, ÷òî D(u+ rv) = Du+Dv = M . Èìååì
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d(u+ rv) = du+ drv = drv ̸= 0.

Òàê êàê drv ∈ Dv è D-ìîäóëü Dv ïðîñò, v ∈ Ddrv. Îòêóäà v ∈ D(u+ rv). Íî òîãäà è

u = (u+ rv − rv) ∈ D(u+ rv).

Äîêàçàòåëüñòâî âçÿòî èç [Cou].

Ñëåäñòâèå 6. Äëÿ C[x, ∂x]-ìîäóëÿ M ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû :
1) M � ãîëîíîìåí.
2) M èìååò êîíå÷íóþ äëèíó.
3) M èçîìîðôåí C[x, ∂x]/I, ãäå I � íåòðèâèàëüíûé ëåâûé èäåàë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç 1) ñëåäóåò 2) ïî ïðåäëîæåíèþ 4 è òåêñòó ïåðåä íèì. Èç 2) ñëåäóåò 3) ïî ëåììå 5.
Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî èç 3) ñëåäóåò 1). Ïóñòü d ∈ I � íåíóëåâîé ýëåìåíò. Òîãäà äëÿ êàêîãî-òî n ≥ 1
èìååì d ∈ Bn è d /∈ Bn−1. Òîãäà îáðàç d â Bn/Bn−1 àííóëèðóåò V(M) è, ñëåäîâàòåëüíî, dim V(M) ≤ 1.
Îòêóäà M � ãîëîíîìåí.

Äàëåå èä¼ò ìàòåðèàë, íå ïîìåñòèâøèéñÿ â ëåêöèîííîå âðåìÿ è ïðåäîñòàâëåííûé ñëóøàòåëÿì êàê
íàáîð óïðàæíåíèé.

Óïðàæíåíèå 4. Ïócòü íà D-ìîäóëå M çàäàíà ôèëüòðàöèÿ {Mi}i∈Z≥0
òàêàÿ, ÷òî

1) BnMi = Mi+n äëÿ âñÿêèõ i, n,
2) äëÿ êàêèõ-òî c1, c2 ∈ R è âñÿêîãî n ≥ 0 âåðíî, ÷òî dimMn ≤ c1n+ c2.
Ïîêàæèòå, ÷òî òîãäà ìîäóëü M ãîëîíîìåí è |V(M)| ≤ c1.

Óïðàæíåíèå 5. à) Ïóñòü p ∈ C[x] � ìíîãî÷ëåí. Ïîñòðîéòå ôèëüòðàöèþ ñî ñâîéñòâàìè, óêàçàííûìè
â óïðàæíåíèè 4 äëÿ D-ìîäóëÿ C[x, 1

p ].

á) Íàäåëèòå C(λ)[x, 1
p ]p

λ ñòðóêòóðîé C(λ)[x, ∂x]-ìîäóëÿ. Óêàæèòå äëÿ ýòîãî ìîäóëÿ C(λ)-ôèëüòðàöèþ
ñî ñâîéñòâàìè, óêàçàííûìè â óïðàæíåíèè 4.
â) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà p(x) ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð D(x, λ) ñ
ïîëèíîìèàëüíûìè ïî λ è x êîýôôèöèåíòàìè è ïðèâåä¼ííûé ìíîãî÷ëåí b(λ), äëÿ êîòîðûõ

D(x, λ)pλ = b(λ)pλ−1.

Ìíîãî÷ëåí b(λ) íàèìåíüøåé ñòåïåíè íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì Áåðíøòåéíà ìíîãî÷ëåíà p(x).
ã) Íàéäèòå ïîëèíîì Áåðíøòåéíà äëÿ p(x) = x, x2, x2 − 1.

Êîðíè ïîëèíîìà Áåðíøòåéíà � íåïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà.
Ïóñòü p ∈ C[x] � ìíîãî÷ëåí, à M � ïðîèçâîëüíûé ãîëîíîìíûé D-ìîäóëü M ñ ïîðîæäàþùèì

ïðîñòðàíñòâîì M0. Ëîêàëèçàöèåé D-ìîäóëÿ M ïî (p) íàçûâàåòñÿ

M [ 1p ] := M ⊗C[x] C[x, 1
p ].

Ýòî ïðîñòðàíñòâî àâòîìàòè÷åñêè íàäåëåíî ñòðóêòóðîé C[x]-ìîäóëÿ. Ñòðóêòóðà D-ìîäóëÿ äîîïðåäåëÿ-
åòñÿ äåéñòâèåì ∂x :

∂x(m⊗ f) = (∂xm)⊗ f +m⊗ (∂xf).

Óïðàæíåíèå 6. à) Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòî äåéñòâèå êîððåêòíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî [x, ∂x] = 1 ïðè äåéñòâèè
íà M [ 1p ].

á) Ïðîâåðüòå èñïîëüçóÿ óïðàæíåíèå 4, ÷òî M [ 1p ] � ãîëîíîìíûé D-ìîäóëü.
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