
Òîïîëîãèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû

Ëèñòîê �3

Çàäà÷à 3.1: Ïóñòü X � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, è ∆n ⊂ Rn+1 � ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ. Ñèí-
ãóëÿðíûé ñèìïëåêñ ∆n −→X íàçûâàåòñÿ ãëàäêèì, åñëè îí ïðîäîëæàåòñÿ íà íåêîòîðóþ îòêðûòóþ
îêðåñòíîñòü ∆n â Rn. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàíèöà ñèíãóëÿðíîãî ñèìïëåêñà ãëàäêàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
êîìïëåêñ ôóíêöèé íà ãëàäêèõ ñèíãóëÿðíûõ ñèìïëåêñàõ (êîìïëåêñ ãëàäêèõ ñèíãóëÿðíûõ êîöåïåé)
âû÷èñëÿåò ñèíãóëÿðíûå êîãîìîëîãèè X.

Çàäà÷à 3.2: ÏóñòüA è B ýòî äâå àáåëåâû êàòåãîðèè. Ïóñòü çàäàíû íàáîð àääèòèâíûõ ôóíêòîðîâ
Fn : A−→B, n ≥ 0, è ïóñòü äëÿ êàæäîé òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0−→A−→B −→ C −→ 0 â A è
äëÿ êàæäîãî n ≥ 0 çàäàí ìîðôèçì δ : Fn(C)−→ Fn+1(A) â B. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò ãîìîìîðôèçì
èíäóöèðóåò äëèííóþ òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â òîì ñìûñëå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

F k(A)−→ F k(B)−→ F k(C)−→ F k+1(A)−→ F k+1(B)

òî÷íû â êàæäîì ÷ëåíå äëÿ ëþáîãî k ∈ Z. (Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî F k = 0 äëÿ k < 0). Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêòîðèàëüíû â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ãîìîìîðôèçìà
êîðîòêèõ òî÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â A

0 −−−−→ A −−−−→ B −−−−→ C −−−−→ 0y y y y y
0 −−−−→ A′ −−−−→ B′ −−−−→ C ′ −−−−→ 0

êàæäûé èç èíäóöèðîâàííûõ êâàäðàòîâ

Fn(C) −−−−→ Fn+1(A)y y
Fn(C ′) −−−−→ Fn+1(A′)

êîììóòàòèâåí. Òàêèå äàííûå íàçûâàþòñÿ äåëüòà-ôóíêòîðîì èç A â B. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîé
ñèòóàöèè F 0 òî÷åí ñëåâà.

Çàäà÷à 3.3: Ïóñòü {Fn, δF } è {Gn, δG} ýòî äâà äåëüòà-ôóíêòîðà A−→B. Ìîðôèçìîì äåëüòà-
ôóíêòîðîâ íàçûâàåòñÿ íàáîð ìîðôèçìîâ ôóíêòîðîâ fn : Fn −→Gn òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîé êîðîòêîé
òî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 0−→A−→B −→ C −→ 0 â A äèàãðàììû

Fn(C) −−−−→ Fn+1(A)y y
Gn(C) −−−−→ Gn+1(A)

êîììóòàòèâíû. Äåëüòà-ôóíêòîð F íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî äåëüòà-ôóíêòîðà
G è ëþáîãî ìîðôèçìà ôóíêòîðîâ f : F 0 −→G0 ñóùåñòâóåò ìîðôèçì äåëüòà-ôóíêòîðîâ fn : Fn −→Gn

òàêîé, ÷òî f0 = f . Äîêàæèòå, ÷òî óíèâåðñàëüíûé äåëüòà-ôóíêòîð åäèíñòâåííåí ñ òî÷íîñòüþ äî
åäèíñòâåííîãî èçîìîðôèçìà.

Çàäà÷à 3.4: Äåëüòà-ôóíêòîð {Fn, δF } íàçûâàåòñÿ ñòèðàþùèì, åñëè äëÿ ëþáîãî îáúåêòà A èç
A ñóùåñòâóåò âëîæåíèå 0−→A−→ I â îáúåêò I, äëÿ êîòîðîãî F i(I) = 0 ïðè i > 0. Äîêàæèòå, ÷òî
ñòèðàþùèé äåëüòà-ôóíêòîð óíèâåðñàëåí.
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Çàäà÷à 3.5: Ïóñòü A,B è C ýòî òðè àáåëåâû êàòåãîðèè, è ïóñòü F : A−→B è G : B −→ C äâà
ôóíêòîðà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G òî÷åí ñëåâà, à F òî÷åí. Äîêàæèòå, ÷òî Rk(F ◦G) = F ◦Rk(G) äëÿ
ëþáîãî k.

Çàäà÷à 3.6: Ïóñòü f : X −→ Y ýòî ìîðôèçì òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíê-
òîð f−1 : ShAb(Y )−→ ShAb(X) òî÷åí, à ôóíêòîð f∗ : ShAb(X)−→ ShAb(Y ) òî÷åí ñëåâà. Îáîçíà÷èì
åãî ïðîèçâîäíûå ôóíêòîðû ÷åðåç Rkf∗.

Çàäà÷à 3.7: Ïîêàæèòå, ÷òîRkf∗F ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ïó÷êîâèçàöèþ ïðåäïó÷êà U 7→ Hi(f−1U,F).

Çàäà÷à 3.8: Âû÷èñëèòå ñëîè Rif∗Z äëÿ âñåõ i è âî âñåõ òî÷êàõ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
à) X = (0; 1), Y = R;
á) X = R \ {0}, Y = R;
â) X = R2 \ {0}, Y = R,
à f âî âñåõ òð¼õ ñëó÷àÿõ ýòî åñòåñòâåííîå âëîæåíèå.

Çàäà÷à 3.9: Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåîãðàíè÷åííîãî áèêîìïëåêñà (V ∗,∗, d→, d↑) âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ òàêîãî, ÷òî âñå åãî ñòðîêè (V ∗,p, d→) àöèêëè÷íû, à åãî òîòàëèçàöèÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
(Tn := ⊕p+q=nV

p,q, d→ ± d↑) íåàöèêëè÷íà.

Çàäà÷à 3.10: Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåîãðàíè÷åííîãî áèêîìïëåêñà (V ∗,∗, d→, d↑) âåêòîðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ òàêîãî, ÷òî âñå åãî ñòðîêè (V ∗,p, d→) àöèêëè÷íû, à åãî òîòàëèçàöèÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì
(Tn :=

∏
p+q=n V

p,q, d→ ± d↑) íåàöèêëè÷íà.
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Çàäà÷à 3.11: Ïóñòü F è G äâà ïó÷êà íà ïðîñòðàíñòâå X. Ïóñòü U ýòî îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî â X è ïóñòü jU : U −→X ñîîòâåòñòâóþùåå îòêðûòîå âëîæåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâèå
U 7→ HomSh(U)(j

−1
U F , j−1

U G) çàäà¼ò ïó÷îê. Îí îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Hom(F ,G). Äîêàæèòå, ÷òî åãî
ãëîáàëüíûå ñå÷åíèÿ ýòî ãîìîìîðôèçìû ìåæäó F è G.

Çàäà÷à 3.12: Ðàññìîòðèì àáåëåâó êàòåãîðèþ ïðåäïó÷êîâ àáåëåâûõ ãðóïï íà X. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðåäñòàâèìûé ïðåäïó÷îê χU , çàäàííûé ïî ïðàâèëó χU (V ) = Z, åñëè V ⊂ U è χU (V ) = 0 èíà÷å
ïðîåêòèâåí. Ïîäñêàçêà. Äîêàæèòå áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: êàòåãîðèÿ àääèòèâíûõ ôóíêòîðîâ
èç àáåëåâîé êàòåãîðèè â êàòåãîðèþ àáåëåâûõ ãðóïï àáåëåâà, è ïðåäñòàâèìûå ôóíêòîðû â íåé ïðî-
åêòèâíû. 2

Çàäà÷à 3.13: Ïóñòü U = {Ui}, i ∈ I ïîêðûòèå X ñ óïîðÿäî÷åííûì ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðåäïó÷êè Ak :=

⊕
J⊂I,#J=k+1 χUJ

è Bk :=
⊕

J∈Ik+1 χUJ
.3 Îïðåäåëèòå íà A∗ è íà B∗ äèô-

ôåðåíöèàëû òàêèì îáðàçîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïó÷êà F êîìïëåêñû ïó÷êîâ Hom(A+
∗ ,G) è Hom(B+

∗ ,F)
ýòî, ñîîòâåòñòâåííî, óïîðÿäî÷åííàÿ è íåóïîðÿäî÷åííàÿ ðåçîëüâåíòà ×åõà äëÿ F . Äîêàæèòå, ÷òî
êîìïëåêñû ïðåäïó÷êîâ A∗ è B∗ êâàçèèçîìîðôíû. 4 Âûâåäèòå èç èõ ïðîåêòèâíîñòè, ÷òî ýòè êîì-
ïëåêñû ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî óïîðÿäî÷åííàÿ è íåóïîðÿäî÷åííàÿ ðå-
çîëüâåíòà ×åõà ëþáîãî ïó÷êà ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû.

1Òîòàëèçàöèÿ Ëîðàíà ó áèêîìïëåêñà âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ àöèêëè÷íûìè ñòðîêàìè âñåãäà àöèêëè÷íà.
2Òî åñòü, èíúåêòèâåí êàê îáúåêò äâîéñòâåííîé êàòåãîðèè.
3Íàïîìíèì, ÷òî UJ ýòî ïåðåñå÷åíèå Uj ïî âñåì j ∈ J
4Âû÷èñëèòå êîãîìîëîãèè A∗(U) è B∗(U) äëÿ êàæäîãî U ; îòâåòîì áóäåò ëèáî íîëü, ëèáî Z, â çàâèñèìîñòè îò òîãî,

âõîäèò U â ïîêðûòèå èëè íåò.
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