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Ëèñòîê 7.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Êàíòîðà íå èìååò ïðîèçâîäíîé â òî÷êàõ êàíòî-
ðîâñêîãî ìíîæåñòâà.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f îïðåäåëåíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè a. Áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî ôóíêöèÿ g êàñàåòñÿ ñâåðõó (ñíèçó) ôóíêöèè f â òî÷êå a, åñëè f(a) = g(a) è
ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U(a), â êîòîðîé f(x) ≤ g(x) (f(x) ≥ g(x)).

(a) Âûÿñíèòå, ìîæíî ëè ôóíêöèé f(x) = |x| è f(x) = x sin ln |x| ïðè x 6= 0,
f(0) = 0, êîñíóòüñÿ ñâåðõó (ñíèçó) â òî÷êå a = 0 äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé g.

(b) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèþ f â òî÷êå a ìîæíî êîñíóòüñÿ ñâåðõó è ñíèçó
äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé. Âåðíî ëè, ÷òî f äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå a?
Çàäà÷à 3. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a, b). Äîêàæèòå, ÷òî ìíî-

æåñòâî òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèþ f ìîæíî êîñíóòüñÿ ñâåðõó äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèåé, ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì ìíîæåñòâîì â (a, b).
Çàäà÷à 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (a, b) è äëÿ âñÿêîé òî÷êè

x ∈ (a, b) èç òîãî ÷òî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ g êàñàåòñÿ ñâåðõó ôóíêöèè f
â òî÷êå x ñëåäóåò íåðàâåíñòâî g′(x) ≤ 0. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f ìîíîòîííî íå
âîçðàñòàåò íà (a, b).
Çàäà÷à 5. Íàéäèòå âñå (a) äèôôåðåíöèðóåìûå (b) íåïðåðûâíûå ôóíêöèè f íà

R, äëÿ êîòîðûõ ðàâåíñòâî
f(λx) = λf(x)

âåðíî äëÿ âñåõ x è âñåõ λ > 0.
Çàäà÷à 6.
(a) Ôóíêöèÿ g äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà [0, 1) è

g(0) = g′(0) = g′′(0) = 0.

Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = g(|x|) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà
èíòåðâàëå (−1, 1).

(b) Èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ f äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïðè x 6= 0
è limx→0 f(x)x

−2 = 0. Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â íóëå?
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = e−1/x ïðè x > 0 è f(x) = 0 ïðè x ≤ 0

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà íà R.
Çàäà÷à 8. Ïóñòü f ∈ C∞(−1, 1), f îòëè÷íà îò íóëÿ â ëþáîé ïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè

x = 0 è f (k)(0) = 0 äëÿ âñÿêîãî k ≥ 0. Äîêàæèòå, ÷òî supk,x |f (k)(x)| = +∞.
Çàäà÷à 9. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðåäåëà

lim
x→0

sin(shx)− sh(sinx)
x7

.

Çàäà÷à 10.
(a) Ïóñòü x = x(t) � êîðåíü óðàâíåíèÿ x5+x = t. Íàéäèòå ïåðâûå òðè îòëè÷íûõ

îò íóëÿ ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè x(t) â òî÷êå t = 0.
(b) Íàéäèòå ïåðâûå òðè îòëè÷íûõ îò íóëÿ ÷ëåíà àñèìïòîòèêè n-îãî êîðíÿ óðàâ-

íåíèÿ tg(x) = x.
(c) Íàéäèòå ïåðâûå äâà ÷ëåíà àñèìïòîòèêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

an+1 = sin an, a1 = 1.

Çàäà÷à 11. Ïóñòü ôóíêöèÿ f áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà è äëÿ êàæäîé òî÷êè
x ñóùåñòâóåò íîìåð nx òàêîé, ÷òî f (nx)(x) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì.
Çàäà÷à 12. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak} äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f : R→ R, òàêàÿ ÷òî f (k)(0) = ak.
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