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Ëèñòîê 4.

p-àäè÷åñêèå ÷èñëà

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Åñëè a ∈ Z è a = pka′, ãäåm ≥ 0 è (a′, p) = 1, òî |a|p = p−k.
Ïî îïðåäåëåíèþ |0|p = 0 è |a/b|p = |a|p/|b|p. Ïîëå p-àäè÷åñêèõ ÷èñåë � ïîïîëíåíèå
ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q îòíîñèòåëüíî íîðìû | · |p.
Çàäà÷à 0. Ïðîâåðüòå, ÷òî |ab|p = |a|p|b|p è |a + b|p ≤ max{|a|p, |b|p}. Äîêàæèòå, ÷òî

â Qp åñëè äâà èíòåðâàëà ïåðåñåêàþòñÿ, òî îäèí ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ äðóãîãî.
Çàäà÷à 1. Íàéäèòå (a) |p!|p (b) |n!|p.
Çàäà÷à 2. Ïóñòü rn � ôóíäàìåíòàëüíàÿ (îòíîñèòåëüíî | · |p) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî |rn|p → 0 èëè |rn|p = |rN |p äëÿ íåêîòîðîãî N è
âñåõ n > N .
Äàëåå ïîëàãàåì |a|p = limn→∞ |rn|p, ãäå rn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè, îïðåäåëÿ-

þùàÿ a ∈ Qp.
Çàäà÷à 3. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä

∑∞
n=1 an ñõîäèòñÿ â Qp òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü |an|p ñòðåìèòñÿ ê íóëþ; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ñõîäèòñÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà |an+1 − an|p ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿäû (a)

∑∞
n=1 p

n è (b)
∑∞

n=1 n!n ñõîäÿòñÿ â Qp è
íàéäèòå èõ ñóììû.
Çàäà÷à 5. Ïóñòü k ∈ N è (k, p) = 1. Äîêàæèòå, ÷òî an = kp

n
ñõîäèòñÿ â Qp ê

íåêîòîðîìó α. Äîêàæèòå, ÷òî αp−1 = 1.
Çàäà÷à 6. Ïóñòü k ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà a ñ |a|p ≤ 1

íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî αk ∈ {0, 1, 2, . . . , pk−1} òàêîå, ÷òî |a−αk|p ≤ p−k.
(Óêàçàíèå: a = m/n, ãäå (n, p) = 1, è çíà÷èò m = sn+ tpk è |a− s|p ≤ p−k.)
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = 1/n íå ñõîäèòñÿ â Qp. Äîêàæèòå,

÷òî ìíîæåñòâî {1/n}∞n=1 âñþäó ïëîòíî â {x ∈ Qp : |x|p ≥ 1}.
Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêîå p-àäè÷åñêîå ÷èñëî a åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðÿäà

a = c−mp
−m + . . .+ c0 + c1p+ c2p

2 + c3p
3 + . . . , ck ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, a−m 6= 0.

Äàëåå ïî àíàëîãèè ñ áåñêîíå÷íûìè äåñÿòè÷íûìè äðîáÿìè, ïðåäñòàâëÿþùèìè âåùå-
ñòâåííûå ÷èñëà, çàïèñûâàåì p-àäè÷åñêèå ÷èñëà â âèäå . . . c2c1c0, . . . c−m. Òàêàÿ çàïèñü
íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì p-àäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì ÷èñëà.
Çàäà÷à 9. Íàéäèòå êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
(a) 35 â Q5, (b) 6! â Q3, (c) 1/2 â Qp.
Çàäà÷à 10. p-àäè÷åñêîå ÷èñëî a èìååò êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå . . . c2c1c0, . . . c−m.

Íàéäèòå êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ −a.
Çàäà÷à 11. Íàéäèòå ÷åòûðå öèôðû êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà
(a) . . . 1246× . . . 6003 â Q7, (b) 1 : . . . 1323 â Q5, (c) 900− . . . 312, 3 â Q11.
Çàäà÷à 12. Ñóùåñòâóþò ëè

√
6 è
√
7 â Q5?

1


