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Ëèñòîê 2.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî íà ìíîæåñòâå áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé âûïîëíÿåòñÿ
àêñèîìà ïîëíîòû: ëþáûå äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà, îäíî èç êîòîðûõ ëåæèò ëåâåå

äðóãîãî íà ÷èñëîâîé îñè, ìîæíî ðàçäåëèòü òî÷êîé.
Çàäà÷à 2. Ñ ïîìîùüþ àêñèîìû ïîëíîòû äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå ÷èñëà

√
3. Äîêàæèòå,

÷òî ýòî èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî.
Çàäà÷à 3. Çàÿö ïðûãàåò ïî îêðóæíîñòè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïðûæêàìè îäèíàêîâîé

äëèíû, ïðè÷åì íèêîãäà íå ïîïàäàåò â ñâîé ñëåä. Îêðóæíîñòü ïåðåñåêàåò óçêèé ðó÷ååê.
Äîêàæèòå, ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî çàÿö íàñòóïèò ëàïîé â ðó÷åé.
Òî÷êà a íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E, åñëè âî âñÿêîì èíòåðâàëå

(îòêðûòîì êðóãå), ñîäåðæàùåì òî÷êó a, áåñêîíå÷íî ìíîãî òî÷åê ìíîæåñòâà E. Åñëè
òî÷êà a ïðèíàäëåæèò E è íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ìíîæåñòâà E, òî a íàçûâàåòñÿ
èçîëèðîâàííîé òî÷êîé.
Çàäà÷à 4. Ïóñòü âñå òî÷êè áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà E ⊂ R èçîëèðîâàííûå.
(a) Ïðèâåäèòå ïðèìåðû, êîãäà ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà ïóñòî,

ñîñòîèò èç N ðàçëè÷íûõ òî÷åê, ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì.
(b) Ìîæåò ëè ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê E áûòü êîíòèíóàëüíûì?
Çàäà÷à 5. Íàéäèòå âñå ïðåäåëüíûå òî÷êè ìíîæåñòâà E, ãäå
(a) E = {tg n : n ∈ N}, (b) E = {sinn : n ∈ N},
(c) E = { {

√
2n} : n ∈ N}, (d) E = {

√
m−

√
n : m,n ∈ N}.

×åðåç {x} îáîçíà÷àåì äðîáíóþ ÷àñòü x.
Çàäà÷à 6. Èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà óäàëèëè âñå åãî èçîëèðîâàííûå òî÷êè, çàòåì èç

òîãî ìíîæåñòâà, êîòîðîå ïîëó÷èëîñü, îïÿòü óäàëèëè âñå èçîëèðîâàííûå òî÷êè è òàê äàëåå.
Âîçìîæíî ëè òàêóþ ïðîöåäóðó ïðîäåëàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ïðè÷åì òàê, ÷òî êàæäûé
ðàç íàéäåòñÿ, ÷òî óäàëèòü?
Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ìîæíî àêñèîìó

ïîëíîòû çàìåíèòü íà óòâåðæäåíèå: âñÿêîå áåñêîíå÷íîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî èìååò

ïðåäåëüíóþ òî÷êó.
Çàäà÷à 8.
(a) Ïðèâåäèòå ïðèìåð òàêîé ôóíêöèè f : R→ R, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ

ïðåäåëüíîé òî÷êîé ãðàôèêà ýòîé ôóíêöèè.
(b) Ïîñòðîéòå òàêîå ïîäìíîæåñòâî E ïëîñêîñòè R2, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé E, íî ïåðåñå÷åíèå E ñî âñÿêîé ïðÿìîé ñîñòîèò èç íå áîëåå ÷åì
äâóõ òî÷åê.
Çàäà÷à 9. Òþðüìà íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à äîðîãà ñîâïàäàåò ñ îñüþ OX, ïîëå �

âñÿ ïëîñêîñòü âíå îñè OX. Èç òþðüìû ñáåæàë çàêëþ÷åííûé. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè äâèæåíèè
ïî äîðîãå åãî ñêîðîñòü ðàâíà 5 êì/÷, à ïî ïîëþ � 2 êì/÷. ×åðåç ÷àñ åãî õâàòèëèñü. Óêàæèòå
âñå âîçìîæíûå òî÷êè ïëîñêîñòè, â êîòîðûõ ìîæåò íàõîäèòüñÿ çàêëþ÷åííûé.
Çàäà÷à 10. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè îíî ñî âñÿêèìè äâóìÿ òî÷êàìè

ñîäåðæèò îòðåçîê, èõ ñîåäèíÿþùèé.
(a) Äîêàæèòå òåîðåìó Õåëëè: êîíå÷íûé íàáîð âûïóêëûõ ìíîæåñòâ íà ïëîñêîñòè, â

êîòîðîì âñÿêèå òðè ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ, èìååò îáùóþ òî÷êó.
(b) Ïîêàæèòå íà ïðèìåðå, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû Õåëëè äëÿ áåñêîíå÷íîãî íàáîðà

âûïóêëûõ ìíîæåñòâ íå âûïîëíÿåòñÿ.
(ñ) Íà ïëîñêîñòè çàäàíî êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ïðÿìûõ. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå òðè èç

íèõ ìîæíî ïåðåñå÷ü êðóãîì åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà âñå ïðÿìûå ìîæíî
ïåðåñå÷ü êðóãîì åäèíè÷íîãî ðàäèóñà.

(d) Íà ïëîñêîñòè çàäàí áåñêîíå÷íûé íàáîð çàìêíóòûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíàìè,
ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, ïðè÷åì âñÿêèå äâà ïðÿìîóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà
âñå ïðÿìîóãîëüíèêè èìåþò îáùóþ òî÷êó.
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