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Ëèñòîê 1.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü A∆B = (A \B) ∪ (B \A). Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî 2X , ñîñòîÿùåå èç âñåõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X, ñ îïåðàöèåé ∆ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü X � íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Íà ìíîæåñòâå åãî ïîäìíîæåñòâ 2X îïðåäåëåíà
òàêàÿ îïåðàöèÿ ¾çâåçäî÷êà¿ A→ A?, ÷òî A? ∪A = X è (A?)? = A äëÿ âñÿêîãî A ⊂ X. Îáÿçàíà
ëè îïåðàöèÿ ¾çâåçäî÷êà¿ ñîâïàäàòü ñ îïåðàöèåé äîïîëíåíèÿ, òî åñòü A? = X \ A?
Çàäà÷à 3. Ïóñòü A � íåïóñòîå ìíîæåñòâî è f : A → A. Ìíîæåñòâî B ⊂ A íàçîâåì èí-

âàðèàíòíûì äëÿ f , åñëè f(B) ⊂ B. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî A áåñêîíå÷íî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ó âñÿêîãî îòîáðàæåíèÿ f : A→ A ñóùåñòâóåò íåïóñòîå èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî B,
îòëè÷íîå îò A.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü A,B,C � íåïóñòûå ìíîæåñòâà è f : A→ B, g : B → C, h : C → A. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ñðåäè îòîáðàæåíèé h◦g◦f , g◦f ◦h, f ◦h◦g ëþáûå äâà ÿâëÿþòñÿ ñþðúåêòèâíûìè, à
òðåòüå � èíúåêòèâíûì èëè æå ëþáûå äâà ÿâëÿþòñÿ èíúåêòèâíûìè, à òðåòüå � ñþðúåêòèâíûì.
Äîêàæèòå, ÷òî f, g, h � áèåêöèè.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü E � ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî (a) ñóùåñòâóåò
òàêîé âåêòîð v, ÷òî E + v íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ E, (b) ñóùåñòâóåò óãîë ϕ è òî÷êà O, ÷òî Rϕ

OE
íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ E. (c) ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ l òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî SlE íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ
ìíîæåñòâîì E. (Çäåñü Rϕ

O � ïîâîðîò ñ öåíòðîì â òî÷êå O íà óãîë ϕ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, à
Sl � ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l)

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ó ôóíêöèè íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ìíîæåñòâî òî÷åê ñòðîãîãî ëîêàëü-
íîãî ìèíèìóìà íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíî.

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî
(a) ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : R× R→ R âèäà f(x, y) = h(ϕ(x) + ψ(y));
(b)∗ ñóùåñòâóåò áèåêöèÿ f : R× R→ R âèäà f(x, y) = ϕ(x) + ψ(y).

Çàäà÷à 8. Ñóùåñòâóåò ëè ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûé ïî âêëþ÷åíèþ êîíòèíóàëüíûé íàáîð ïîä-
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë?

Çàäà÷à 9. Ñ÷åòíîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ ïëîòíûì, åñëè äëÿ âñÿêèõ äâóõ
ýëåìåíòîâ åñòü ýëåìåíò, ëåæàùèé ìåæäó íèìè. Äîêàæèòå, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ïëîòíû-
ìè ñ÷åòíûìè ìíîæåñòâàìè áåç íàèìåíüøèõ è íàèáîëüøèõ ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ
áèåêöèÿ.

Çàäà÷à 10. Ïóñòü (X,≤) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî è A � åãî íåïóñòîå ïîäìíî-
æåñòâî. Òî÷íîé âåðõíåé ãðàíüþ supA ìíîæåñòâà A íàçûâàåòñÿ òàêîé ýëåìåíò s ∈ X, ÷òî x ≤ s
äëÿ âñåõ x ∈ A, à åñëè x ≤ y äëÿ âñåõ x ∈ A, òî s ≤ y. Ñôîðìóëèðóéòå àíàëîãè÷íîå îïðåäåëå-
íèå òî÷íîé íèæíåé ãðàíè inf A. ×àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî (X,≤) íàçûâàåòñÿ ïîëíîé
ñòðóêòóðîé, åñëè âñÿêîå åãî íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî èìååò òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü è òî÷íóþ
âåðõíþþ ãðàíü.

(a) Ïóñòü Y � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî (2Y ,⊂) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñòðóêòóðîé.
(b) Äîêàæèòå (íå ïðèâëåêàÿ èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà), ÷òî ìíîæåñòâî äâîè÷íî ðàöèîíàëüíûõ

÷èñåë îòðåçêà [0, 1], òî åñòü ÷èñåë âèäà m
2k
, íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ñòðóêòóðîé.

(c) Äîêàæèòå òåîðåìó Êíàñòåðà�Òàðñêîãî: åñëè (X,≤) � ïîëíàÿ ñòðóêòóðà è f : X → X �
ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå, òî ó f ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, òî åñòü òàêîé ýëåìåíò x ∈ X,
÷òî f(x) = x.

(d) Ïóñòü g : A → B è h : B → A � èíúåêöèè. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : 2A → 2A,
çàäàííîå ðàâåíñòâîì f(C) = A\h

(
B\g(C)

)
. Äîêàæèòå, ÷òî f ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå ÷àñòè÷íî

óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà (2A,⊂) â ñåáÿ. Ïî ïóíêòó (c) ó îòîáðàæåíèÿ f åñòü íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà, òî åñòü òàêîå ìíîæåñòâî C, ÷òî C = A \ h

(
B \ g(C)

)
. Âûâåäèòå èç ýòîãî óòâåðæäåíèå

òåîðåìû Êàíòîðà�Áåðíøòåéíà: ìíîæåñòâà A è B ðàâíîìîùíû.
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