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3.0. Êàòåãîðíûé ÿçûê.

3.0.0. Ââîäíûå ñîîáðàæåíèÿ. Òåîðèÿ êàòåãîðèé � ðàçäåë
ìàòåìàòèêè, çà êîòîðûì òàêæå óêðåïèëîñü íåàêàäåìè÷íîå
íàçâàíèå àáñòðàêòíàÿ ÷åïóõà � ýòî (ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ìà-
òåìàòèêîâ, èñïîëüçóþùèõ, à íå ðàçðàáàòûâàþùèõ å¼) ïðåæäå
âñåãî ÿçûê, ïîçâîëÿþùèé ïðåîäîëåòü îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâà-
åìûå òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì âçãëÿäîì íà îáúåêòû ìàòåìàòèêè.

Ñîãëàñíî Þ.È. Ìàíèíó, òåîðèÿ êàòåãîðèé âîïëîùàåò ñîöèî-
ëîãè÷åñêèé ïîäõîä ê ìàòåìàòèêå: îáúåêòû ðàññìàòðèâàþòñÿ íå
ñàìè ïî ñåáå, à êàê ÷ëåíû ñîîáùåñòâà ñåáå ïîäîáíûõ (ñì. íåäàâíåå
ïåðåèçäàíèå [Ìàíèí2012] êóðñà ëåêöèé 1970 ã.)
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Íà ÿçûêå òåîðèè ìíîæåñòâ, ââåä¼ííîì Ãåîðãîì Êàíòîðîì â
ïîñëåäíåé ÷åòâåðòè äåâÿòíàäöàòîãî âåêà, ìîæíî áûëî èçëîæèòü
âñþ ñóùåñòâîâàâøóþ òîãäà ìàòåìàòèêó. Åäèíñòâåííîå, ÷åãî áûëî
íåëüçÿ � ýòî ðàññìàòðèâàòü âñå ìíîæåñòâà ðàçîì. Ìíîæåñòâà
âñåõ ìíîæåñòâ íå ñóùåñòâóåò: åñëè áû îíî ñóùåñòâîâàëî, òî ïî
òåîðåìå Êàíòîðà-Áåðíøòåéíà áûëî áû ñòðîãî ìîùíåå ñàìîãî ñåáÿ.

3.0.1. Êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ. Çàòî ñóùåñòâóåò êàòåãîðèÿ
ìíîæåñòâ SET . Îíà è ÿâëÿåòñÿ ïðîòîòèïîì îáùåãî ïîíÿòèÿ
êàòåãîðèè.

Ãëàâíàÿ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ êîíñòðóêöèÿ, àêñèîìàòèçè-
ðóåìàÿ â ïðîèçâîëüíûõ êàòåãîðèÿõ � ñîïîñòàâëåíèå ëþáîé ïàðå
ìíîæåñòâ ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé èç îäíîãî â äðóãîå; ýòè
ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé íà ÿçûêå òåîðèè êàòåãîðèé íàçûâàþò-
ñÿ ìíîæåñòâàìè ìîðôèçìîâ. Ïîïàäàþùèé â öåíòð âíèìàíèÿ
êîíãëîìåðàò ìíîæåñòâ ìîðôèçìîâ ñíàáæ¼í êîìïîçèöèÿìè, óäî-
âëåòâîðÿþùèìè çàêîíó "àññîöèàòèâíîñòè"; êðîìå òîãî, â êàæäîì
ìíîæåñòâå ýíäîìîðôèçìîâ, òî åñòü îòîáðàæåíèé â ñåáÿ, âûäåëÿ-
åòñÿ òîæäåñòâåííûé ýíäîìîðôèçì, îáëàäàþùèé î÷åâèäíûìè
ñâîéñòâàìè.

Ñîãëàñíî òåîðåòèêî-êàòåãîðíîé òåðìèíîëîãèè, ìíîæåñòâà ñóòü
îáúåêòû êàòåãîðèè SET .

Ïîíÿòèÿ "áûòü îáúåêòîì êàòåãîðèè" è "áûòü ýëåìåíòîì ìíî-
æåñòâà" àíàëîãè÷íû, íî íå ñîâïàäàþò; ìû ââåä¼ì äëÿ ïåðâîãî
èç íèõ (íåñòàíäàðòíîå!) îáîçíà÷åíèå ∈∈. Òåïåðü ôðàçó X�
ìíîæåñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

X ∈∈ SET .

Â äàëüíåéøåì ìû òàêæå áóäåì (íåñòàíäàðòíî) äóáëèðîâàòü
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå çíà÷êè äëÿ ââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
èì êàòåãîðíî-òåîðåòè÷åñêèõ è ëîãè÷åñêèõ.

3.0.2. Îïðåäåëåíèå êàòåãîðèè. Êàòåãîðèÿ C ñ÷èòàåòñÿ çà-
äàííîé, åñëè ââåä¼í êëàññ å¼ îáúåêòîâ è äëÿ ëþáûõ äâóõ îáúåêòîâ

∀∀X, Y ∈∈ C

îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî

MorC(X, Y )
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ìîðôèçìîâ èç X â Y .

Âêëþ÷åíèå

ϕ ∈ MorC(X, Y )

áóäåò êîíñòàòèðîâàòüñÿ òàêæå àáñîëþòíî ñèíîíèìè÷íûìè, íî áî-
ëåå âûðàçèòåëüíûìè çàïèñÿìè

ϕ : X −→ Y,

èëè

X
ϕ−→ Y,

â êîòîðûõ êàòåãîðèÿ C äîëæíà âîññòàíàâëèâàòüñÿ èç êîíòåêñòà;
ñëåäóåò ïðè ýòîì èìåòü â âèäó, ÷òî äàëåêî íå äëÿ âñåõ êàòåãîðèé
ìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè � ñì. äàëåå. Â ïîñëåäíåé
çàïèñè ϕ ñëåäóåò âîñïðèíèìàòü êàê èìÿ ñòðåëêè.

Âàæíîå ëèíãâèñòè÷åñêîå çàìå÷àíèå. Çàïèñü X
ϕ−→ Y � ïðåä-

âåñòíèê ðàçâèòèÿ íåëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ êàòåãîðíîãî ÿçûêà:
òåêñòû ïåðåñòàþò áûòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè çíà÷êîâ. Â ÷àñò-
íîñòè, áóäåò ðàçâèâàòüñÿ ÿçûê äèàãðàìì ìîðôèçìîâ, íå ìåíåå
âàæíûé äëÿ ïîíèìàíèÿ, ÷åì ÿçûê ÷åðòåæåé äëÿ ïîíèìàíèÿ
ïëàíèìåòðèè.

Äëÿ ëþáûõ òð¼õ îáúåêòîâ

∀∀X, Y, Z ∈∈ C

ïðåäïîëàãàåòñÿ îïðåäåë¼ííîé êîìïîçèöèÿ

MorC(X, Y )×MorC(Y, Z) −→ MorC(X,Z) : (ϕ, ψ) 7→ ψ ◦ ϕ,

"àññîöèàòèâíàÿ" â òîì ñìûñëå, ÷òî ðàâåíñòâî

ψ ◦ (ϕ ◦ χ) = (ψ ◦ ϕ) ◦ χ

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ âñÿêèé ðàç, êîãäà îáå åãî ÷àñòè èìåþò ñìûñë,
òî åñòü äëÿ ëþáûõ ÷åòûð¼õ îáúåêòîâ

T,X, Y, Z ∈∈ C

è äëÿ ëþáûõ òð¼õ ìîðôèçìîâ

χ : T −→ X,

ϕ : X −→ Y,

ψ : Y −→ Z.
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Îïðåäåëåíèå êîìïîçèöèè ìîðôèçìîâ ïðîÿñíÿåòñÿ íåëèíåéíîé çà-
ïèñüþ (è áåç íå¼, âåðîÿòíî, ñ òðóäîì âîñïðèíèìàåòñÿ íà÷èíàþùè-
ìè)

X -ϕ Y -ψ Z

ψ ◦ ϕ 6

Ýòà æå çàïèñü ïîçâîëÿåò ïðèìèðèòüñÿ ñ "ïðîòèâîåñòåñòâåí-
íûì"ïîðÿäêîì: â ñëó÷àå êàòåãîðèè ìíîæåñòâ åù¼ îäíà "àññîöèà-
òèâíîñòü" , ÿâëÿþùàÿñÿ îïðåäåëåíèåì êîìïîçèöèè

(ψ ◦ ϕ)(x) := ψ(ϕ(x))

x ∈ X, â ïðàâîé ÷àñòè "÷èòàåòñÿ"ñëåâà íàïðàâî.

Òðåáóåòñÿ åù¼, ÷òîáû â ìíîæåñòâå ýíäîìîðôèçìîâ ëþáîãî
îáúåêòà ñóùåñòâîâàë âûäåëåííûé ýëåìåíò, îáû÷íî íàçûâàåìûé
åäèíèöåé (èëè òîæäåñòâåííûì ïðåîáðàçîâàíèåì, õîòÿ, íàïîì-
íèì, ìîðôèçìû äàëåêî íå âñåãäà ÿâëÿþòñÿ îòîáðàæåíèÿìè...),
íåéòðàëüíûé ñëåâà è ñïðàâà îòíîñèòåëüíî âñåõ êîìïîçèöèé

∀∀X ∈∈ C ∃!1X ∈ MorC(X,X);

[∀∀Y ∈∈ C, ∀ϕ : X −→ Y ;ψ ◦ ϕ ◦ 1X = ψ ◦ ϕ]∧

∧[∀∀Y ∈∈ C, ∀ψ ◦ ϕ : Y −→ X; 1X ◦ ψ ◦ ϕ = ψ ◦ ϕ].

Êàê ìû âèäèì, äâå àêñèîìû òåîðèè êàòåãîðèé ñâÿçàíû ñ àññîöèàòèâ-

íîñòüþ è åäèíèöàìè � êàê â òåîðèè ìîíîèäîâ (â ìîíîèäå, ïðàâäà,

åäèíñòâåííàÿ åäèíèöà). Â ýòîì ñìûñëå òåîðèþ êàòåãîðèé ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê òåîðèþ îáîáù¼ííûõ ìîíîèäîâ; â ñëó÷àå, êîãäà îáú-

åäèíåíèå ìíîæåñòâ ìîðôèçìîâ îáðàçóåò ìíîæåñòâî (î òàêèõ êàòåãîðèÿõ

ìû âñêîðå ïîãîâîðèì, îíè íàçûâàþòñÿ ìàëûìè) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

êîìïîçèöèÿ � ýòî ÷àñòè÷íî îïðåäåë¼ííàÿ àññîöèàòèâíàÿ îïåðàöèÿ. Îá

îáúåêòàõ ìîæíî çàáûòü; òàêàÿ ïîçèöèÿ îáñóæäàåòñÿ â êíèãå îäíîãî èç

îñíîâàòåëåé òåîðèè êàòåãîðèé [Ìàêëåéí2004].

3.1. Îñíîâíûå êîíêðåòíûå êàòåãîðèè

Íåôîðìàëüíî êàòåãîðèÿ íàçûâàåòñÿ êîíêðåòíîé, åñëè å¼ îáúåêòû
� ìíîæåñòâà ñ îäíîé èëè íåñêîëüêèìè äîïîëíèòåëüíûìè ñòðóê-
òóðàìè, à ìîðôèçìû � îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâ, ñîãëàñîâàííûå
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ñ ýòèìè ñòðóêòóðàìè; îáû÷íî ãîâîðèòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèÿ óâà-
æàþò ýòè ñòðóêòóðû. Ôîðìàëüíî êîíêðåòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ â
òåðìèíàõ çàáûâàþùåãî ôóíêòîðà èç ðàññìàòðèâàåìîé êàòåãîðèè â
êàòåãîðèþ ìíîæåñòâ, íî ìû âñ¼ ýòî îòêëàäûâàåì íà ïîñëåäóþùèå
ëåêöèè. Îáùèå ïîíÿòèÿ ñòðóêòóð è óâàæåíèÿ ê íèì îïðåäåëÿòü-
ñÿ íå áóäóò, à áóäóò çàäàâàòüñÿ ñïèñêîì.

3.2.0. Ñíîâà êàòåãîðèÿ ìíîæåñòâ SET . Êàê áûëî ñêàçà-
íî âûøå, å¼ îáúåêòû � ïðîñòî ìíîæåñòâà áåç äîïîëíèòåëüíûõ
ñòðóêòóð1, ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ ñóòü ìíîæåñòâà âñåõ îòîáðàæå-
íèé, òî åñòü äëÿ X, Y ∈∈ SET

MorSET (X, Y ) ≡ Y X := {îòîáðàæåíèÿ X −→ Y },
à êîìïîçèöèÿ äëÿ X, Y, Z ∈∈ SET óæå áûëà îïðåäåëåíà êàê

MorSET (X, Y )×MorSET (Y, Z) −→ MorSET (X,Z) : (α, β) 7→ β ◦ α,
ãäå äëÿ x ∈ X

(β ◦ α(x)) := β(α(x)).

Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ ìíîæåñòâà âìåñòå ñ äîïîëíè-
òåëüíûìè ñòðóêòóðàìè � íàïðèìåð, ñ (áèíàðíûìè) îïåðàöèÿìè

∗X : X ×X −→ X : (x1, x2) 7→ x1 ∗X x2

ñ ìîðôèçìàìè α ∈ Y X , óäîâëåòâîðÿþùèìè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X
ðàâåñòâó

α(x1 ∗X x2) = α(x1) ∗Y α(x2).

Îòìåòèì, ÷òî â äàëüíåéøåì ìíîæåñòâà ñî ñòðóêòóðàìè áóäóò � êàê

îáúåêòû ñîîòâåòñòâóþùèõ êàòåãîðèé � îáîçíà÷àòüñÿ òàê æå, êàê è ñàìè

ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, êîãäà ñ÷¼òíîñòü ìíîæåñòâà X îïðåäåëÿåòñÿ

÷åðåç íàëè÷èå áèåêöèè X ' N, òî N � ïðîñòî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ

÷èñåë; âñêîðå áóäåò îïðåäåëåíà êàòåãîðèÿ ìîíîèäîâ, îáúåêòîì êîòîðîé

áóäåò òðîéêà (N; +; 0) íàòóðàëüíûõ ÷èñåë âìåñòå ñ îïåðàöèåé èõ

ñëîæåíèÿ è íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì; â êàòåãîðèè îðäèíàëîâ, êîòîðîé

ìû â îáîçðèìîì áóäóùåì çàíèìàòüñÿ íå áóäåì, èìååòñÿ âàæíûé îáúåêò

(N;≤) è ò.ä. Ðàçóìååòñÿ, ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ, ñâÿçûâàþùèõ N ñ

äðóãèìè îáúåêòàìè, çàâèñèò îò êàòåãîðèè.

3.1.1. Êàòåãîðèÿ ìîíîèäîâ. Êàê ìû çíàåì, ìîíîèäîì íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî ñ îäíîé àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé, îáëàäàþùåé
äâóñòîðîííèì íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì. Íà íàø ôîðìàëüíûé ÿçûê

1ýòî ñëîâîñî÷åòàíèå èìååò ñìûñë íåçàâèñèìî îò ñìûñëà ñëîâà ñòðóêòóðà
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ñ äóáëèðîâàíèåì òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûõ çíà÷êîâ îïðåäåëåíèå
ñîîòâåòñòâóþùåé êàòåãîðèè ïåðåâîäèòñÿ òàê:

MON :=:= {{(M ; ·M ; 1M) ||

[∀m1,m2,m3 ∈M ; (m1 ·M m2) ·M m3 = m1 ·M (m2 ·M m3)]∧
∧[∀m ∈M ; 1M ·M m = m ·M 1m = m]}}.

Ñîêðàòèâ çàïèñü (M ; ·M ; 1M) ∈∈ MON äî M ∈∈ MON , îïðåäå-
ëÿåì äëÿ äâóõ îáúåêòîâ M,N ∈∈MON

MorMON (M,N) :=

:= {α ∈ NM | [α(1M) = 1N ]∧[∀m,m′ ∈M ;α(m·Mm) = α(m)·Nα(m′)]}.
Â ôîðìóëàõ, àäðåñîâàííûõ ïîíèìàþùåìó êîíòåêñò ÷åëîâåêó,
èíäåêñû, óêàçûâàþùèå íà ìîíîèä, à òàêæå çíàê îïåðàöèè (â
ìóëüòèïëèêàòèâíîé âåðñèè å¼ çàïèñè) ÷àñòî îïóñêàþòñÿ; òàê,
ôîðìóëà, îïðåäåëÿþùàÿ óâàæåíèå ìîðôèçìîì íåéòðàëüíîãî
ýëåìåíòà, ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê α(1) = 1, à îïðåäåëÿþùàÿ
óâàæåíèå ê îïåðàöèè � êàê α(m ·m′) = α(m) · α(m′) èëè äàæå êàê
α(mm′) = α(m)α(m′).

Íàø çàïàñ àêñèîì ìîíîèäà ìèíèìàëåí. Ìíîæåñòâà ñ ïðîèç-
âîëüíîé àññîöèàòèâíîé îïåðàöèè, íåîáÿçàòåëüíî ñ íåéòðàëüíûì
ýëåìåíòîì, íàçûâàþòñÿ ïîëóãðóïïàìè, è ìû íå áóäåì èõ ðàññìàò-
ðèâàòü; ïðèìåðîì (íåèíòåðåñíîé...) ïîëóãðóïïû áåç íåéòðàëüíîãî
ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ (N≥2; +). Êàê ïîêàçûâàåò ïðèìåð (àññîöèàòèâ-
íîé!) îïåðàöèè x ∗ y := y íà ëþáîì ìíîæåñòâå, ëåâîñòîðîííèé
íåéòðàëüíûé ýëåìåíò íå îáÿçàí áûòü îäíîñòîðîííèì, è ê òîìó æå
èõ ìîæåò áûòü ìíîãî. Íàêîíåö, â êàòåãîðèè ìîíîèäîâ óâàæåíèå
ìîðôèçìà ê îïåðàöèè íå âëå÷¼ò óâàæåíèÿ ê íåéòðàëüíîìó ýëå-
ìåíòó: íàïðèìåð, ëåâûé ñäâèã Le : x 7→ e ∗ x íà êîììóòàòèâíîì
ìîíîèäå, óâàæàåò îïåðàöèþ, åñëè e ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòîì,
òî åñòü e ∗ e = e, íî íå óâàæàåò íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà, åñëè e
íåòðèâèàëåí, òî åñòü îòëè÷åí îò íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà. Ïðèìåð
ìîíîèäà ñ íåòðèâèàëüíûìè èäåìïîòåíòàìè � (Sub(U);

⋃
;∅),

ãäå Sub(U) � ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî
ìíîæåñòâà U .

Íà êàæäîì èç êëàññè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C

åñòü äâå ñòðóêòóðû ìîíîèäà, àääèòèâíàÿ ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì
0 è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ñ íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì 1; â ñâÿçè ñ ýòèì
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âûðàæåíèÿ âðîäå ðàññìîòðèì ìîíîèä Q èëè Q ∈∈MON íåäîïó-
ñòèìû, ñëåäóåò ïèñàòü (Q; +; 0) ∈∈ MON èëè (Q; ·; 1) ∈∈ MON .
Êðîìå òîãî, èìåþòñÿ êëàññè÷åñêèå ìîíîèäû ñ ó÷¼òîì ïîðÿäêà, íà-
ïðèìåð,

(Q≤0; +; 0) è (R>0; ·; 1).

Ëþáîå èç âëîæåíèé êëàññè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ, íàïðèìåð,
Z ↪→ C, îïðåäåëÿåò äâà ìîðôèçìà ìîíîèäîâ.

Ìåíåå òðèâèàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ïàðû âçàèìíî îáðàòíûõ ìîðôèç-
ìîâ, òî åñòü èçîìîðôèçìîâ â êàòåãîðèè MON : äëÿ a ∈ R>0 \ {1}
îïðåäåëåíû

loga : (R>0; ·; 1)
'−→ (R; +; 0)

è

(R; +; 0)
'−→ (R>0; ·; 1) : x 7→ ax

(äëÿ âòîðîãî èç ýòèõ èçîìîðôèçìîâ ïðè a 6= e = 2.718281828...
îáùåïðèíÿòîãî îáîçíà÷åíèÿ íå ñóùåñòâóåò).

Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ∀∀U ∈∈ SET îòîáðàæåíèå (ó êîòîðî-
ãî åñòü íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé) âçÿòèÿ äîïîëíåíèÿ

Sub(U) −→ Sub(U) : X 7→ U \X

îïðåäåëÿåò â ñèëó ôîðìóë äå Ìîðãàíà äâà èçîìîðôèçìà ìîíîèäîâ:

(Sub(U);
⋃

;∅)
'−→ (Sub(U);

⋂
;U)

è

(Sub(U);
⋂

;U)
'−→ (Sub(U);

⋃
;∅).

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
èñïîëüçîâàíèå ñîêðàù¼ííûõ çàïèñåé, òî åñòü çàïèñåé áåç óêàçàíèÿ
îïåðàöèé, íåæåëàòåëüíî.

Èìååòñÿ îãðîìíûé êëàññ ìîíîèäîâ, äîñòàâëÿåìûõ ëþáûì îáú-
åêòîì ëþáîé êàòåãîðèè. Åñëè C � êàòåãîðèÿ, òî äëÿ ëþáîãî
å¼ îáúåêòà X ∈∈ C ìíîæåñòâîì ýíäîìîðôèçìîâ ýòîãî îáúåêòà
íàçûâàåòñÿ

EndC(X) := MorC(X,X).

Î÷åâèäíî, êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ îïðåäåëÿåò íà ýòîì ìíîæåñòâå
ñòðóêòóðó ìîíîèäà:

∀∀(EndC(X); ◦; 1X) ∈∈MON .
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3.1.2. Êàòåãîðèÿ ãðóïï. Êàê èçâåñòíî, ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ ìîíî-
èä, â êîòîðîì êàæäûé ýëåìåíò äâóñòîðîííå îáðàòèì. Ôîðìàëüíî:

GRP :=:= {{(G; ·G; 1G) ∈∈MON ||

[∀g ∈ G ∃h ∈ G; g ·G h = h ·G g = 1G].

Êàòåãîðèÿ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé êàòåãîðèè ìîíî-
èäîâ � îïðåäåëåíèå áóäåò îáñóæäàòüñÿ ïîçæå; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∀∀G,H ∈∈ GRP [MorGRP(G,H) := MorMON (G,H)]}}.

Ïðèâåä¼ííîå îïðåäåëåíèå óäîáíî ñ êàòåãîðíîé òî÷êè çðåíèÿ. íî
íåóäîáíî ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè: îíî òðåáóåò íîâîãî
îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êàæäîãî îáðàòíîãî ýëåìåíòà. Îäíàêî äâóñòîðîí-
íèé îáðàòíûé â ãðóïïå åäèíñòâåíåí � äåéñòâèòåëüíî, èç ñèñòåìû
ðàâåíñòâ gh = hg = gh′ = h′g = 1 ïóòåì óìíîæåíèÿ, íàïðèìåð,
ðàâåíñòâà gh = 1 ñëåâà íà h′ âûòåêàåò h = h′ � ïîýòîìó óäîáíî
èñïîëüçîâàòü òðàäèöèîííîå îáîçíà÷åíèå h = g−1.

Ýòî, îäíàêî, òðåáóåò îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû íå êàê òðîéêè (G, ·, 1),

à êàê ÷åòâ¼ðêè (G, ·, 1,−1 ), â êîòîðîé ïîäðîáíàÿ çàïèñü ñ ïîìåòêàìè

G íåóäîáíà ïî òèïîãðàôñêèì ïðè÷èíàì. Ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ îïðå-

äåëåíèé ñ ëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ � äîâîëüíî òîíêèé âîïðîñ; ñì.

[BarrettHalvorson2016].

Ââåä¼ííàÿ ñèñòåìà àêñèîì ãðóïïû ìèíèìàëüíà. Ïîòðåáîâàòü
îäíîñòîðîííþþ îáðàòèìîñòü íåäîñòàòî÷íî: äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
X ∈∈ SET ìîíîèä (XX , ◦, idX) ñîäåðæèò ïîäìîíîèäû èíúåêòèâ-
íûõ è ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé. Ýëåìåíòû ïåðâîãî èç íèõ
îáðàòèìû ñëåâà, à âòîðîãî � ñïðàâà; îäíàêî â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî
X ýòè ïîäìîíîèäû ðàçëè÷íû (òàêîâî îïðåäåëåíèå áåñêîíå÷íîñòè).

Íà êàæäîì èç êëàññè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ, êðîìå ìíî-
æåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C,
åñòü ñòðóêòóðà àääèòèâíîé ãðóïïû, è âëîæåíèÿ îïðåäåëÿþò
ñîîòâåòñòâóþùèå ìîðôèçìû â êàòåãîðèè GRP . Ãðóïïîé ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ìóëüòèïëèêàòèâíûé ìîíîèä ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåí-
íûõ ÷èñåë (R>0; ·; 1), è îïèñàííûå âûøå èçîìîðôèçìû, çàäàâàåìûå
ëîãàðèôìàìè è ïîêàçàòåëüíûìè ôóíêöèÿìè, ÿâëÿþòñÿ èçîìîð-
ôèçìàìè ãðóïï.
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Èçîìîðôèçìû æå, ïåðåâîäÿùèå äðóã â äðóãà îïåðàöèè îáúåäèíå-
íèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ, îñòàþòñÿ â êàòåãîðèè ìîíîèäîâ, òî åñòü íå ÿâëÿþòñÿ
ìîðôèçìàìè ãðóïï. Äåéñòâèòåëüíî, îïåðàöèè

⋃
è
⋂

îáëàäàþò êðàéíåé
ñòåïåíüþ íåîáðàòèìîñòè: îáðàòèìû ëèøü íåéòðàëüíûå ýëåìåíòû.

Îáðàòèìîñòü â Sub(U) ìîæíî âîññòàíîâèòü, çàìåíèâ îáúåäèíåíèå
íà ñèììåòðè÷åñêóþ ðàçíîñòü:

X∆Y := (X
⋃

Y ) \ (X
⋂

Y ) = (X \ Y )
⋃

(X \ Y ),

íî ïðè ýòîì ñèììåòðèÿ îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ ïðîïàäàåò.

Îãðîìíûé êëàññ ãðóïï äîñòàâëÿåòñÿ ëþáûì îáúåêòîì ëþáîé
êàòåãîðèè. Åñëè C � êàòåãîðèÿ, òî äëÿ ëþáîãî å¼ îáúåêòà X ∈∈ C
ìíîæåñòâîì àâòîìîðôèçìîâ ýòîãî îáúåêòà íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
îáðàòèìûõ ýíäîìîðôèçìîâ

AudC(X) := {α ∈ EndC(X) | ∃β ∈ EndC(X)[α ◦ β = β ◦ α = 1X ]}.

Î÷åâèäíî, êîìïîçèöèÿ ìîðôèçìîâ îïðåäåëÿåò íà ýòîì ìíîæåñòâå
ñòðóêòóðó ãðóïïû:

∀∀(AutC(X); ◦; 1X) ∈∈ GRP .

Íå áóäåò ïðåóâåëè÷åíèåì ñêàçàòü, ÷òî á�îëüøàÿ ÷àñòü èçâåñòíûõ
÷åëîâå÷åñòâó ãðóïï âîçíèêëà ñ ïîìîùüþ ýòîé êîíñòðóêöèè.

3.1.3. Êàòåãîðèÿ êîììóòàòèâíûõ ãðóïï AB. Ãðóïïà íà-
çûâàåòñÿ êîììóòàòèâíîé, èëè àáåëåâîé, åñëè îïåðàöèÿ â íåé
êîììóòàòèâíà. Ôîðìàëüíî:

AB :=:= {{(A; ·A; 1A) ∈∈ GRP ||

[∀a, b ∈ A [a ·A b = b ·A a]]}}.
Êàòåãîðèÿ àáåëåâûõ ãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé êàòåãî-
ðèè ãðóïï � (îïðåäåëåíèå áóäåò ïîçæå); ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∀∀A,B ∈∈ AB[MorAB(A,B) := MorGRP(A,B)].

Òðè ðàññìîòðåííûå êàòåãîðèè (â èíòóèòèâíî ÿñíîì ñìûñëå) âëî-
æåíû äðóã â äðóãà:

MON ⊂⊂ GRP ⊂⊂ AB.

Ñâîäêà ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðîâ è êëàññîâ ïðèìåðîâ ñîäåðæèòñÿ
â ñëåäóþùåé ñõåìå:
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MON

(N; +; 0) (N; ·; 1) (Z; ·; 1) (Q; ·; 1)(R; ·; 1)(C; ·; 1)
(Sub(U);

⋃
;∅) (Sub(U);

⋂
;U) (EndC(X); ◦; 1X)

GRP

(AutC(X); ◦; 1X)

AB

(Z; +; 0) (Q; +; 0)(R; +; 0)(C; +; 0)
(Q×; ·; 1)(R×; ·; 1)(C×; ·; 1)

(Sub(U); ∆;∅)

3.1.4. Êàòåãîðèÿ êîëåö RING. Êàê ìû çíàåì, êîëüöîì íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ äâóìÿ îïåðàöèÿìè, íàçûâàåìûìè ñëîæåíèåì
è óìíîæåíèåì. Îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ êîëüöî äîëæíî îáðàçîâû-
âàòü àáåëåâó ãðóïïó, à îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ � ìîíîèä; òðåáóåò-
ñÿ äâóñòîðîííÿÿ äèñòðèáóòèâíîñòü ñëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî óìíî-
æåíèÿ. Ôîðìàëüíî:

RING :=:= {{(R; +, ·; 0, 1) ||

[(R; +; 0) ∈∈ AB] ∧ [(R; ·; 1) ∈∈MON ]∧

∧[∀r, s, t ∈ R[[r · (s+ t) = r · s+ r · t] ∧ [(r + s) · t = r · s+ r · t]]]

Ââåä¼ííàÿ ñèñòåìà àêñèîì êîëüöà ìèíèìàëüíà. Ïîòðåáîâàòü
îäíîñòîðîííþþ äèñòðèáóòèâíîñòü íåäîñòàòî÷íî2: "êîëüöî ìíî-
ãî÷ëåíîâ" (Q[x]; +, ◦; 0, x) ñ êîìïîçèöèåé âìåñòî óìíîæåíèÿ
äîñòàâëÿåò ïðèìåð ïàðû îïåðàöèé, îáëàäàþùåé ëåâîé, íî íå
ïðàâîé äèñòðèáóòèâíîñòüþ.

Óìíîæåíèå â "÷èñëîâûõ" êîëüöàõ êîììóòàòèâíî � ñì. ñëåäó-
þùèé ïîäðàçäåë. Òèïè÷íûå íåêîììóòàòèâíûå êîëüöà, êîòîðûå
âñòðåòÿòñÿ â íàøåì êóðñå � ýòî âíåøíèå àëãåáðû (óìíîæåíèå
â êîòîðûõ, âïðî÷åì, ñóïåðêîììóòàòèâíî), ãðóïïîâûå êîëüöà è
êâàòåðíèîíû, ââåä¼ííûå â íà÷àëå ýòîé ëåêöèè. Ñåé÷àñ óïîìÿíåì
îäèí øèðîêèé êëàññ íåêîììóòàòèâíûõ êîëåö � êîëüöà ýíäîìîð-
ôèçìîâ àáåëåâûõ ãðóïï: ïðîèçâîëüíàÿ àáåëåâà ãðóïïà A ∈∈ AB
îïðåäåëÿåò êîëüöî ýíäîìîðôèçìîâ

(End(A); +, ◦; 0, idA),

2ïîëó÷àþùèéñÿ íàáîð àêñèîì õàðàêòåðèçîâàë áû êëàññ ïî÷òè-êîëåö (near-
rings), ñì. [Pilz1981]
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â êîòîðîì ïîä ñëîæåíèåì ýíäîìîðôèçìîâ ïîíèìàåòñÿ ïîýëåìåíò-
íîå ñëîæåíèå, òî åñòü

(α +End(A) β)(a) := α(a) +A β(a)

äëÿ α, β ∈ End(A) è a ∈ A.

3.1.5. Êàòåãîðèÿ êîììóòàòèâíûõ êîëåö ANN . Êîëüöî
íàçûâàåòñÿ êîììóòàòèâíûì, åñëè óìíîæåíèå â í¼ì êîììóòàòèâ-
íî. Ôîðìàëüíî:

ANN :=:= {{(R; +, ·; 0, 1) ∈∈ RING ||

[∀r, s ∈ R; [r · s = s · r]]}}.
Êàòåãîðèÿ êîììóòàòèâíûõ êîëåö ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïîäêàòåãîðèåé
êàòåãîðèè êîëåö � (îïðåäåëåíèå áóäåò ...); ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∀∀R, S ∈∈ ANN [MorANN (R, S) := MorRING(R, S)].

Íà êàæäîì èç êëàññè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâàõ, êðîìå ìíîæå-
ñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C,

åñòü ñòðóêòóðà êîììóòàòèâíîãî êîëüöà, è âëîæåíèÿ îïðåäåëÿþò
ñîîòâåòñòâóþùèå ìîðôèçìû â êàòåãîðèè ANN .

Îñîáíÿêîì ñòîèò êëàññ áóëåâûõ êîëåö, îïðåäåëÿåìûõ äëÿ ëþáîãî
ìíîæåñòâà U :

(Sub(U); ∆,
⋂

;∅,U).

Ñâîäêà óïîìÿíóòûõ êîëåö ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé ñõåìå:

RING

[äëÿ A ∈∈ AB] (End(A); +, ◦; 0, idA)

ANN

(Z; +, ·; 0, 1) (Q; +, ·; 0, 1))

(R; +, ·; 0, 1) (C; +, ·; 0, 1)

(Sub(U); ∆,
⋃

;∅, U)
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3.2 Èçîìîðôèçìû
3.2.0. ×òî âìåñòî ðàâåíñòâà îáúåêòîâ? Ïîíÿòèå ðàâåíñòâà
îáúåêòîâ êàòåãîðèè ÍÅ ââîäèòñÿ è îáúÿâëÿåòñÿ ëèø¼ííûì
ñìûñëà. Ëþáîé àêò îòîæäåñòâëåíèÿ îáúåêòîâ çàñëóæèâàåò
îñìûñëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ. Îáúåêòû ñðàâíèâàþòñÿ íà îñíîâå
íàëè÷èÿ ìîðôèçìîâ ñî ñïåöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè.

3.3.1. Îäíîñòîðîííÿÿ îáðàòèìîñòü ìîðôèçìîâ. Ïóñòü
äàíà êàòåãîðèÿ C è äâà å¼ îáúåêòà

X, Y ∈∈ C.
Ìîðôèçì µ : X → Y íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì ñëåâà, åñëè íàéä¼òñÿ
òàêîé ìîðôèçì ϕ : Y → X, ÷òî

ϕ ◦ µ = 1X .

Îáðàòèìûå ñëåâà ìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ ìîíîìîðôèçìàìè (îáñóäèì
ýòî ïîíÿòèå â ñëåäóþùåì ñåìåñòðå), îòñþäà âûáîð áóêâû.

Â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ ìîðôèçì îáðàòèì ñëåâà òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà èíúåêòèâåí. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îòîáðàæåíèå
µ : X → Y èíúåêòèâíî, òî íà ìíîæåñòâå µ(X) ⊆ Y êîððåêòíî
îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå y 7→ f−1◦(y); äëÿ ïîëó÷åíèÿ ëåâîãî
îáðàòíîãî äîñòàòî÷íî äîîïðåäåëèòü ýòî îòîáðàæåíèå íà Y \ µ(X)
ïðîèçâîëüíî. Íàîáîðîò, åñëè ϕ � ëåâîå îáðàòíîå ê µ, òî äîñòàòî÷íî
ïðèìåíèòü åãî ê ðàâåíñòâó µ(x1) = µ(x2) äëÿ x1, x2 ∈ X, ÷òîáû
ïîëó÷èòü x1 = x2.

Äëÿ äðóãèõ êîíêðåòíûõ êàòåãîðèé èíúåêòèâíîñòü ìîðôèçìà
íå îáÿçàòåëüíî âëå÷¼ò îáðàòèìîñòü ñëåâà. Íàïðèìåð, â êàòåãîðèè
êîëåö (íåâàæíî, ANN èëè RING) âëîæåíèå Z ↪→ Q íå ìîæåò
èìåòü (íè ëåâîãî, íè ïðàâîãî) îáðàòíîãî, ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî,
MorANN (Q,Z) = ∅.

Ìîðôèçì ε : X → Y íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì ñïðàâà, åñëè
íàéä¼òñÿ òàêîé ìîðôèçì ϕ : Y → X, ÷òî

ε ◦ ϕ = 1Y .

Îáðàòèìûå ñïðàâà ìîðôèçìû ÿâëÿþòñÿ ýïèìîðôèçìàìè (îáñóäèì
ýòî ïîíÿòèå â ñëåäóþùåì ñåìåñòðå), îòñþäà âûáîð áóêâû.

Â êàòåãîðèè ìíîæåñòâ ìîðôèçì îáðàòèì ñïðàâà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñþðúåêòèâåí. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îòîáðàæåíèå
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µ : X → Y ñþðúåêòèâíî, òî âûáîð äëÿ y ∈ Y ïðîèçâîëüíîãî
ýëåìåíòà èç íåïóñòîãî ìíîæåñòâà ε−1◦(y) îïðåäåëÿåò3 òðåáóåìîå
îòîáðàæåíèå ϕ : Y → X. äëÿ Íàîáîðîò, åñëè ϕ � ïðàâîå îáðàòíîå
ê ε, òî äëÿ ëþáîãî y ∈ Y îòîáðàæåíèå ε ïåðåâîäèò ϕ(y) â y.

Äëÿ äðóãèõ êîíêðåòíûõ êàòåãîðèé ñþðúåêòèâíîñòü ìîðôèç-
ìà íå îáÿçàòåëüíî âëå÷¼ò îáðàòèìîñòü ñïðàâà. Íàïðèìåð, â
êàòåãîðèè ãðóïï (íåâàæíî, AB èëè GRP) ñþðúåêòèâíîå îòîá-
ðàæåíèå Z → {±1} : n 7→ (−1)n íå ìîæåò èìåòü (íè ëåâîãî, íè
ïðàâîãî) îáðàòíîãî, ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, MorAB({±1},Z) = ∅.

3.2.2. Äâóñòîðîííÿÿ îáðàòèìîñòü ìîðôèçìîâ. Ïóñòü
ïî-ïðåæíåìó äàíà êàòåãîðèÿ C è äâà å¼ îáúåêòà

X, Y ∈∈ C,
à ìîðôèçì ι : X → Y îáðàòèì è ñëåâà, è ñïðàâà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ñóùåñòâóþò òàêèå λ, ρ : Y → X, ÷òî

λ ◦ ι = 1X (3.2.2a)

è
ι ◦ ρ = 1Y . (3.2.2b)

Ïðåäëîæåíèå. Åñëè ìîðôèçì îáðàòèì è ñëåâà, è ñïðàâà, òî åãî
îáðàòíûå ñëåâà è ñïðàâà åäèíñòâåííû è ñîâïàäàþò. Èíà÷å ãîâîðÿ,
âî ââåä¼ííûõ îáîçíà÷åíèÿõ λ = ρ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîäõîäÿùóþ êîìáèíàöèþ èìå-
þùèõñÿ ñòðåëîê: ñ îäíîé ñòîðîíû,

(λ ◦ ι) ◦ ρ =(3.2.2a) ρ, (3.2.2c)

à ñ äðóãîé �
λ ◦ ι(◦ρ) =(3.2.2b) λ. (3.2.2d)

Èç "àññîöèàòèâíîñòè" êîìïîçèöèè â ñèëó (3.2.2c) è (3.2.2d)
ñëåäóåò λ = ρ.�

Îïðåäåëåíèå. Ìîðôèçì ι : X → Y íàçûâàåòñÿ èçîìîðôèç-
ìîì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ìîðôèçì ι′ : Y → X, ÷òî

ι′ ◦ ι = 1X (3.2.2e)

3ñîãëàñèå ñ òåì, ÷òî òàêèì ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì äåéñòâèòåëüíî ìîæíî

îïðåäåëÿòü îòîáðàæåíèÿ, ðàâíîñèëüíî àêñèîìå ñâîáîäíîãî âûáîðà; íå âñå ìà-

òåìàòèêè ïðèíèìàþò å¼
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è
ι ◦ ι′ = 1Y . (3.2.2f)

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.2.2 âûòåêàåò, ÷òî äâóñòîðîííå îáðàòíûé ê
èçîìîðôèçìó åäèíñòâåíåí; ìû áóäåì ïðèìåíÿòü íåñòàíäàðòíîå
îáîçíà÷åíèå ι′ = ι−1◦.

3.2.3. Èçîìîðôíîñòü, â òîì ÷èñëå êàíîíè÷åñêàÿ. Îáú-
åêòû X, Y ∈∈ C íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
èçîìîðôèçì X → Y ; îáîçíà÷åíèå èçîìîðôèçìà ÷àñòî îïóñêà-
åòñÿ. Ôàêò èçîìîðôíîñòè îáúåêòîâ îáîçíà÷àåòñÿ îäíèì èç äâóõ
ñïîñîáîâ: ðàçëè÷àþòñÿ êàíîíè÷åñêèå

X ∼= Y

è íåêàíîíè÷åñêèå (ïðîèçâîëüíûå, ñëó÷àéíûå � îáùåïðèíÿòîãî òåð-
ìèíà íå ñóùåñòâóåò)

X ' Y

èçîìîðôèçìû.

Òî÷íûå îïðåäåëåíèÿ ïðèâåä¼ì ïîçæå, à ïîêà îãðàíè÷èìñÿ
ïðèìåðàìè.

Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå â êàòåãîðíûõ òåðìèíàõ áóäåò îïðå-
äåëåíî ïîçæå, à ïîêà îïðåäåëèì åãî äëÿ ìíîæåñòâ ïî Äåêàðòó:

X × Y := {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }.
Èìåþòñÿ î÷åâèäíûå, íå çàâèñÿùèå íè îò ÷åãî èçîìîðôèçìû

X × Y −→ Y ×X : (x, y) 7→ (y, x)

è
X × (Y × Z) −→ (X × Y )× Z : (x, (y, z)) 7→ ((x, y), z).

Â ñèëó èõ óíèêàëüíîñòè è åñòåñòâåííîñòè ýòè èçîìîðôèçìû
ñ÷èòàþò êàíîíè÷åñêèìè è çàïèñûâàþò â âèäå

X × Y ∼= Y ×X
è

X × (Y × Z) ∼= (X × Y )× Z.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðåííûå âûøå "ýêñïîíåíöèàëüíî-
ëîãàðèôìè÷åñêèå" èçîìîðôèçìû â êàòåãîðèè GRP

R −→ R>0 : x 7→ ax

è
R>0 −→ R : y 7→ loga y
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îïðåäåëåíû ïðè ëþáîì a ∈ R>0 \ {1}, è íåò ïðè÷èí äëÿ âûáîðà
êàêîãî-íèáóäü èç íèõ4. Ïîýòîìó óêàçàííûå èçîìîðôèçìû íå ñ÷èòà-
þòñÿ êàíîíè÷åñêèìè, è îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü

(R; +; 0) ' (R>0; ·; 1).

Ðàññìîòðèì ïðèìåð èç êîíå÷íîé ìàòåìàòèêè. Ïóñòü äàíû äâà òð¼õ-
ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâà, ìåæäó êîòîðûìè íå âèäíî áðîñàþùåéñÿ â
ãëàçà áèåêöèè5, íàïðèìåð, ïîýòîâ

Ï := {Ïóøêèí, Ëåðìîíòîâ, Íåêðàñîâ}
è öâåòîâ

Ö := {ñèíèé, çåë¼íûé, êðàñíûé}.
Â êàòåãîðèè SET êîíñòàòèðóåì íåêàíîíè÷åñêóþ èçîìîðôíîñòü
Ï ' Ö, íî îíà íå èìååò îòíîøåíèÿ ê àëãåáðå. Âûáðàâ æå ïðîèçâîëü-
íóþ áèåêöèþ ι : Ï → Ö, ìû ïîëó÷èì èçîìîðôèçì 6-ýëåìåíòíûõ
ãðóïï

AutSET (Ï) −→ AutSET (Ö) : α 7→ ι ◦ α ◦ ι−1◦.
Ïîñêîëüêó ýòîò èçîìîðôèçì çàâèñèò îò ñëó÷àéíî âûáðàííîãî ι
(ïðîâåðüòå!), ìû ïîëó÷èëè íåêàíîíè÷åñêèé èçîìîðôèçì

AutSET (Ï) ' AutSET (Ö).

3.3. Êëàññèôèêàöèÿ â àëãåáðå
Ââåä¼ííûå êàòåãîðíûå ïîíÿòèÿ ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê îäíîé èç
îñíîâíûõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé àëãåáðû.

3.3.0. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Ìû ðàññìîòðåëè íåñêîëüêî
âèäîâ àëãåáðàè÷åñêèõ ñòðóêòóð � îò ìîíîèäîâ äî êîììóòàòèâíûõ
êîëåö. Êàæäîìó òàêîìó âèäó áûëà ñîïîñòàâëåíà êàòåãîðèÿ �
îò MON äî ANN . Áóäåì íàçûâàòü òàêîãî ðîäà êîíêðåòíûå
êàòåãîðèè àëãåáðàè÷åñêèìè.

Âàæíûé àñïåêò êàòåãîðíûõ ðàññìîòðåíèé � (ïñèõîëîãè÷å-
ñêîå) îòîæäåñòâëåíèå èçîìîðôíûõ îáúåêòîâ. Îáùàÿ ïðîáëåìà
çàêëþ÷àåòñÿ â

êëàññèôèêàöèè îáúåêòîâ àëãåáðàè÷åñêèõ êàòåãîðèé èëè
èõ ïîäõîäÿùèõ ïîäêàòåãîðèé ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà.

4íåñìîòðÿ íà òðàäèöèîííîñòü âûáîðà a = e = 2.718281828 . . . , ñóùåñòâóþ-

ùåãî âñ¼ æå íàðÿäó ñ a = 2 è a = 10
5{a, b, c} è {a′, b′, c′} íå ãîäÿòñÿ...
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Óòî÷íåíèå ýòîé ôîðìóëèðîâêè � îäíà èç öåëåé ñëåäóþùåé ëåêöèè.

3.4.1. Òàéíà õîðîøåé àêñèîìàòèêè. Ñîñòàâëåíèå ñïèñêîâ
ñâîéñòâ îïåðàöèé, îïðåäåëÿþùèõ ðàññìàòðèâàåìûå àëãåáðàè-
÷åñêèå êàòåãîðèè, ìîæåò âûãëÿäåòü äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé
ôèêñàöèåé íåêîòîðûõ ñâîéñòâ îïåðàöèé â êëàññè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ
ìíîæåñòâàõ � ýòî è åñòü àêñèîìàòèçàöèÿ. Îäíàêî íàóãàä âçÿòûå
ñïèñêè àêñèîì (îñîáî öåííû êðàòêèå), ñêîðåå âñåãî, ê èíòåðåñ-
íîé ìàòåìàòèêå íå ïðèâåäóò. Ïðèíöèïû, ïî êîòîðûì âñ¼-òàêè
ñîçäàþòñÿ ïëîäîòâîðíûå àêñèîìàòèêè, ñîâðåìåííîé íàóêå âðÿä ëè
ïîíÿòíû; íàïðèìåð, ãåíèàëüíîé áûëà èäåÿ íå âêëþ÷àòü êîììóòà-
òèâíîñòü â ÷èñëî "î÷åâèäíûõ" ñâîéñòâ îïåðàöèé. Ñì. ââåäåíèå ê
[Øàôàðåâè÷1999].

Îäèí èç âàæíåéøèõ ïðèçíàêîâ õîðîøåé àëãåáðàè÷åñêîé àê-
ñèîìàòèêè � ñîäåðæàòåëüíûå è êðàñèâûå êëàññèôèêàöèîííûå
ðåçóëüòàòû. Èì áóäåò ïîñâÿùåíà ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü êóðñà.

3.3.2. Ñòðóêòóðû íà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâàõ. Â ëþáîé
àëãåáðàè÷åñêîé êàòåãîðèè C åñòü è âåñüìà âàæíà ïîäêàòåãîðèÿ
êîíå÷íûõ6 ìíîæåñòâ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñòðóêòóðàìè; îáîçíà÷èì
ýòó ïîäêàòåãîðèþ C[fin]. Êëàññèôèöèðóåìîñòü îáúåêòîâ ïîäêà-
òåãîðèè C[fin] � âàæíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êàòåãîðèè C. Ïðèâåä¼ì
íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ î ðàññìîòðåííûõ íàìè êàòåãîðèÿõ.

Êàòåãîðèÿ C Î êëàññèôèêàöèè C[fin]
MON Âðÿä ëè ñóùåñòâóåò
GRP Îäíî èç âàæíåéøèõ äîñòèæåíèé ÕÕ âåêà
AB Èìååòñÿ ïîëíàÿ êëàññèôèêàöèÿ, áóäåò ðàññêàçàíà
RING Èçâåñòíà è ñëîæíà, ñì. [KP1970]
ANN Èçâåñòíà, áóäåò íàìå÷åíà
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