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Введение 

 
 

В этом сборнике представлены избранные материалы десятой 
открытой школы-семинара для преподавателей математики и 
информатики. Он прошел в г. Майкопе с 30 апреля по 8 мая 2021 
года. Организаторами семинара являлись Кавказский математиче-
ский центр Адыгейского государственного университета, Респуб-
ликанская естественно-математическая школа (р. Адыгея), ГАОУ 
ДПО «Центр Педагогического Мастерства» г. Москвы, Москов-
ский Центр Непрерывного Математического Образования и Рос-
сийская ассоциация учителей математики. 

Материалы девяти предыдущих школ-семинаров были опубли-
кованы в сборниках «Учим математике» с соответствующими но-
мерами — М.: МЦНМО, 2007, 2009, 2013, 2014, 2015, 2017, 2018, 
2019 и 2020 гг. 

На семинар приглашались все желающие преподаватели. В ито-
ге, в нем приняло участие около ста пятидесяти человек, представ-
лявших разные уголки России.  

Большинство участников семинара — творческие учителя, ко-
торые, помимо уроков, ведут активную внеклассную работу, зани-
маются проектной и исследовательской деятельностью со школь-
никами, участвуют в проведении математических олимпиад. Мно-
гие из них являлись победителями или призерами творческих кон-
курсов учителей математики. Среди участников были также про-
фессиональные математики и преподаватели вузов, которые зани-
маются математическими олимпиадами и ведут разнообразную ра-
боту со школьниками. Приятно отметить, что есть участники, не 
пропустившие ни одного из прошедших выездных творческих се-
минаров! 

Проведение семинара дало прекрасную возможность организо-
вать большое количество мастер-классов со школьниками Адыгеи, 
которые проводили приглашенные преподаватели (в основном из 
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Москвы и Санкт-Петербурга). Проведенные занятия со школьни-
ками «по горячим следам» обсуждались с участниками семинара. 

Лекции, семинары и практические занятия проводили наиболее 
опытные преподаватели — участники семинара. Помимо этого, с 
участниками семинара обсуждались различные вопросы, связанные 
с обучением школьников и подготовке учителей математике. Уде-
лялось время как разнообразным методическим вопросам, так и 
«чисто математическим». По традиции, каждый участник семинара 
имел возможность выступить со своим докладом или кратким со-
общением. По итогам школы-семинара все участники получили 
специальный сертификат от ГАОУ ЦПМ.  

Успешное проведение школы-семинара обеспечили представи-
тельные научный и программный комитеты. 

 
Программный комитет семинара: 

• Ященко И.В. — научный руководитель ЦПМ, исполнительный 
директор МЦНМО, учитель математики ЦО «Пятьдесят седь-
мая школа» г. Москвы, кандидат физико-математических на-
ук — председатель; 

• Блинков А.Д. — методист ЦПМ, сотрудник МЦНМО, Заслу-
женный учитель РФ— заместитель председателя; 

• Мамий Д.К. — ректор Адыгейского государственного универ-
ситета, заместитель руководителя Кавказского математическо-
го центра АГУ, кандидат физико-математических наук, Заслу-
женный работник образования Республики Адыгея — замести-
тель председателя; 

• Андреев Н.Н. — заведующий лабораторией популяризации и 
пропаганды математики Математического института имени 
В.А. Стеклова РАН, лауреат премии Президента Российской 
Федерации 2010 года в области науки и инноваций для моло-
дых учёных, создатель проекта «Математические этюды», член 
Координационного Совета Кавказской математической олим-
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пиады, лауреат Золотой медали РАН за пропаганду научных 
знаний, кандидат физико-математических наук; 

• Кожевников П.А. — председатель Задачного комитета Кавказ-
ской математической олимпиады, кандидат физико-мате-
матических наук, доцент МФТИ, старший научный сотрудник 
лаборатории популяризации и пропаганды математики Мате-
матического института им. В.А. Стеклова РАН, член тренер-
ского совета национальной команды России на международной 
математической олимпиаде, заместитель главного редактора по 
математике журнала «Квант», член Центральной предметной 
методической комиссии Всероссийской олимпиады школьни-
ков по математике, член жюри Всероссийской олимпиады 
школьников по математике, золотой медалист международной 
математической олимпиады 1992 года; 

• Столбов К.М. — заместитель директора и учитель математики 
лицея «Физико-техническая школа» г. Санкт-Петербурга, По-
четный работник общего образования РФ; 

• Чулков П.В. — доцент кафедры элементарной математики 
МПГУ, зам. директора ФМШ №2007 г. Москвы, Заслуженный 
учитель РФ. 
  

Организационный комитет семинара: 
• Блинков А.Д. — методист ЦПМ, сотрудник МЦНМО, Заслу-

женный учитель РФ — председатель; 
• Мамий Д.К. — ректор Адыгейского государственного универ-

ситета, заместитель руководителя Кавказского математическо-
го центра АГУ, кандидат физико-математических наук, Заслу-
женный работник образования Республики Адыгея — замести-
тель председателя; 

• Мамышев Ю. Т. — исполняющий обязанности директора Рес-
публиканской естественно-математической школы; 

• Сташ А.Х. — декан факультета математики и компьютерных 
наук АГУ, кандидат физико-математических наук; 
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• Литвинов Н.И. — руководитель отдела сопровождения проек-
тов Кавказского математического центра АГУ; 

• Юров А.В. — проректор Адыгейского государственного уни-
верситета; 

• Наконечный Н.А. — учитель математики, старший методист 
Лицея «Вторая школа» – координатор и секретарь семинара; 

• Эдлин Ю.М. — учитель математики лицея «Физико-техническая 
школа» г. Санкт-Петербурга — координатор семинара; 

• Зубарева С. И. — учитель математики школы №218 г. Моск-
вы — секретарь семинара; 

• Тур Я.В. — методист Республиканской естественно-математи-
ческой школы; 

• Троицкая Т.С. — методист Республиканской естественно-
математической школы; 

• Меретукова Е.Н. — заместитель декана факультета математи-
ки и компьютерных наук АГУ; 

• Панеш Т.А. — заместитель декана факультета математики и 
компьютерных наук АГУ. 

 
Помимо учебных занятий, участники семинара имели возмож-

ность совершить увлекательную экскурсию в предгорья Кавказа. 
Кроме того, была возможность для спортивных занятий. За рамка-
ми официальной программы остались многие часы неформального 
общения учителей, которые в значительной степени были посвя-
щены обмену педагогическим опытом.  

Участие в работе школы-семинара, по мнению большинства его 
участников, в значительной степени способствовало их профессио-
нальному росту.  

К сожалению, далеко не все докладчики и преподаватели мас-
тер-классов предоставили свои материалы для публикации, поэто-
му о содержании их выступлений можно судить только из названий 
докладов и тем занятий. Организаторы благодарны всем препода-
вателям и докладчикам, но особенно тем, кто нашел силы и время 
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подготовить статьи для этого сборника. В сборник также включены 
материалы нескольких преподавателей, которые в этот раз не смог-
ли стать участниками семинара. 

Все материалы сборника представлены в авторских редакциях, 
при этом названия статей иногда несколько отличаются от назва-
ний докладов. 

 
Программа десятой открытой школы-семинара  

1 мая  
Адыгейский государственный университет 

Время Докладчики и содержание 
9.00–9.20 Регистрация участников 
9.20–9.45 Открытие и оргвопросы 

9.45–11.15 Н.Н. Андреев 
 П.Л. Чебышев: 200 лет со дня рождения

11.45–12.30 К.М. Столбов 
 Математика, приятная во всех  

отношениях (памяти О.А. Иванова) 
12.45–13.30 П.А. Кожевников 

 Математические матрешки 
Время Круглый стол 

15.30–16.30 А.Д. Блинков, Н.Н. Андреев 
Как готовить учителей математики 

Время Докладчики и содержание 
16.45–17.05 В.А. Лецко  

Новые свойства  
автомедианных треугольников 

17.05–17.25 А.Е. Панкратьев  
Но есть нюанс…  

(разговор о важных мелочах) 
17.25–17.45 А.В. Шкловер  

Почему непрофильные классы почти не 
решают задачи на построение 
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2 мая  
Адыгейский государственный университет 

Время Докладчики и содержание 
9.30–11.00 А.С. Штерн 

Расширение понятия функции  
в углубленном курсе алгебры 

11.30–13.00 А.М. Райгородский 
 

13.15–14.00 Ю.А. Блинков 
 Как можно придумать  
олимпиадную задачу 

16.00–16.45 Г.И. Вольфсон  
Поиск аналогий 

17.00–17.30 А.В. Морозов  
 О книгах и планах издательства  

«СМИО ПРЕСС» 
 
 
 

3 мая  
Адыгейский государственный университет 

Время Мастер-классы 
9.30–11.00 5–6 класс 

Ю.М. Эдлин 
Логические задачи 

9.30–11.00 7 класс 
Г.И. Вольфсон 

Как построить пример 
9.30–11.00 8 класс 

Ю.А. Блинков  
Антипараллельность 

9.30–11.00 9 класс  
Д.Э. Шноль  

Кубический многочлен 
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9.30–11.00 10–11 класс 
П.А. Кожевников  

Полярное соответствие 
Время Докладчики и содержание 

11.30–13.00 А.В. Савватеев  
Школьникам — о группах:  

конкретно и доступно 
13.15–14.15 М.А. Волчкевич  

Мои новые учебники геометрии 
16.15–16.30 А.В. Ядрин  

Математические понятия  
в произведениях искусства 

16.30–17.00 Д.Б. Невидимый  
Модуль в задачах с параметрами 

Время Круглый стол 
17.00–18.00 А.Д. Блинков, М.А. Волчкевич  

О преподавании геометрии в школе 
 
 

4 мая  
Адыгейский государственный университет 

Время Мастер-классы 
9.30–11.00 5–6 класс 

К.М. Столбов  
Задачи на сообразительность 

9.30–11.00 7 класс 
Н.А. Наконечный  

Логика 
9.30–11.00 8 класс 

М.А. Волчкевич  
Геометрия на клетчатой бумаге 

9.30–11.00 9 класс  
Д.В. Прокопенко  

Степень точки  
относительно окружности 
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9.30–11.00 10–11 класс 
А.С. Штерн  

Бинарные операции 
Время Докладчики и содержание 

11.30–13.00 Л.Д. Беклемишев  
Элементарная геометрия  

с точки зрения логики 
13.15–14.00 Д.В. Швецов  

Геометрические преобразования  
по И.М. Яглому 

16.00–17.30 Л.А. Емельянов, Е.А. Труфанова  
Геометрические вариации.  

Параллелограммы и окружность Эйлера
 
 

6 мая  
Адыгейский государственный университет 

Время Мастер-классы 
9.45–11.20 7 класс 

Н.М. Нетрусова  
Два сюжета: Многоделимые числа.  

Исследуем меандры 
9.45–11.20 8 класс 

Н.А. Наконечный  
Графы 

9.45–11.20 8–9 класс 
Д.В. Швецов  

Середина отрезка 
9.45–11.20 9 класс  

Д.Г. Мухин  
Правильные многоугольники 

9.45–11.20 10–11 класс 
Н.Н. Андреев  

Конические сечения (лекция) 
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6 мая  
Адыгейский государственный университет 

Время Докладчики и содержание 
12.00–12.45 П.А. Кожевников  

Вспомогательный граф 
13.00–14.30 Л.А. Емельянов, Е.А. Труфанова  

Геометрический практикум в среде 
GeoGebra. Задачи на восстановление 

треугольника / Окружность Эйлера для 
четырёхугольника 

Время Круглый стол 
16.30–17.30 И.В. Ященко 

Линейная алгебра в школе 
 
 

7 мая  
Адыгейский государственный университет 

Время Мастер-классы 
9.45–11.20 7 класс 

А.Д. Блинков   
Треугольники и квадраты 

9.45–11.20 8 класс 
Д.Г. Мухин   

Теория вероятностей 
9.45–11.20 8–9 класс 

Н. А. Наконечный   
Неравенства 

9.45–11.20 9 класс  
Г.И. Вольфсон   

Дополнительные построения  
в планиметрии 

9.45–11.20 10 класс 
Д.В. Швецов   

Гомотетия 
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9.45–11.20 11 класс 
Д.В. Прокопенко   

Равногранный тетраэдр 
Время Докладчики и содержание 

12.00–12.45 Д.Г. Мухин  
Примеры творческих работ  

по математике 
13.00–14.30 Л.А. Емельянов, Е.А. Труфанова  

Геометрический практикум в среде 
GeoGebra. Задачи на восстановление 

треугольника / Окружность Эйлера для 
четырёхугольника 

16.30–17.30 Подведение итогов семинара 
 
 
 
 
 



 

 

 
Вслед за теоремой Пифагора... 

 
А.Д. Блинков, 
город Москва 

blinkov@mccme.ru 
 
В школьном курсе 8 класса все изучают теорему Пифагора. 

К сожалению, большинство школьных учебников ограничиваются 
вычислительными задачами на её применение и упоминанием о 
египетском треугольнике. На нашей встрече я попытаюсь показать, 
что еще интересного можно извлечь из теоремы Пифагора и наде-
юсь, что какие-то фрагменты вам пригодятся для уроков или фа-
культативных занятий. 

 

I. Обратная теорема 
В большинстве школьных учебников теорема, обратная теореме 

Пифагора, либо только формулируется, либо вообще не рассматри-
вается. А если рассматривается, то применяется только на уровне: 
является ли треугольник с такими-то сторонами прямоугольным? 

Понятно, что после изучения теоремы косинусов эта теорема 
становится её следствием, но теорема косинусов изучается позже. 
Вместе с тем, отдельное доказательство обратной теоремы весьма 
несложно и очень полезно, так как иллюстрирует принцип, часто 
встречающийся в математике. 

Если квадрат стороны треугольника равен сумме квадратов 
двух других сторон, то треугольник — прямоугольный. 

Дано: ABCΔ , 222 BCACAB += . 
Доказать: °=∠ 90C . 
Доказательство (рисунки — по необходимости). Рассмотрим 

°=∠Δ 90| 1111 CCBA , ACCA =11 , BCCB =11 . По теореме Пифагора: 

2222
11

2
11

2
11 ABBCACCBCABA =+=+= , 
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то есть, ABBA =11 . Следовательно, ABCCBA Δ=Δ 111  (по трем сто-

ронам), значит, °=∠=∠ 901CC , ч.т.д. 

В качестве закрепления: задачи 1–3. 

Задача 1. Катеты прямоугольного треугольника равны a  и b , 
его гипотенуза равна c , а высота, проведенная к гипотенузе, рав-
на h . Докажите, что треугольник со сторонами ba + , h  и hc +  
также является прямоугольным. 

Сначала надо понять, какая сторона будет наибольшей. Попро-
буем обе. 
Решение. Так как  

abcbababa 22)( 2222 +=++=+  и 
222 2)( hchchc ++=+ , 

то докажем, что chab = . Действительно, каждое из этих выраже-
ний — удвоенная площадь данного прямоугольного треугольника. 

Тогда 222 )()( hchba +=++ , откуда и следует требуемое утверждение. 

Если площадь еще не пройдена, то равенство chab =  можно 

получить и по-другому: 222222 )()( hcbcacba cc =⋅⋅⋅= . 

Задача 2. Существует ли прямоугольный треугольник, стороны 

которого удовлетворяют соотношению 222 5cba =+ ? 
Эта задача полезна, так как сбивает привычные стереотипы в 

обозначениях. 
Решение. Пусть с  — катет, b  — гипотенуза, тогда 

22222 252 cacca =⇔=+ . 

Например, 1=c , 2=a , 3=b . 

Задача 3. Докажите, что диагонали трапеции перпендикуляр-
ны тогда и только тогда, когда сумма квадратов их длин равна 
квадрату суммы длин оснований. 

Эта задача полезна и для формирования умения понимать усло-
вие, и для отработки понятия тогда и только тогда.  
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Решение. Пусть дана трапеция ABCD  с основаниями BC  и AD  
)( ADBC < . Через вершину C  проведем прямую, параллельную 

BD , которая пересечет прямую AD  в точке E  (см. рис. 1).  

 
Рис. 1 

Тогда:  

⇔+==+=+ 222222 )( BCADAECEACBDAC

BDACACE ⊥⇔°=∠⇔ 90 . 

 
II. Принцип Карно 

Перпендикулярность каких-либо прямых требуется доказать во 
многих задачах и теорема, обратная теореме Пифагора, «спасает» 
далеко не всегда. Существует ещё один, достаточно «мощный» ме-
тод доказательства перпендикулярности. 

Задача. Пусть дана прямая, к которой из одной точки проведе-
ны две наклонные MA  и MB  (см. рис. 2а, б). Пусть длины этих 
наклонных равны a  и b , а длины их проекций равны a′  и b′ .  

1) Докажите, что 2222 baba ′−′=− . 2) Сформулируйте обрат-

ное утверждение. Верно ли оно? 

   
          Рис. 2а     Рис. 2б 
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Решение. 1) Рассмотрим точку N  — ортогональную проекцию 
точки M  на прямую AB . Применив теорему Пифагора к прямо-
угольным треугольникам AMN  и BMN , получим равенство, рав-
носильное требуемому. 2) Если для точки K , лежащей на прямой 

AB , выполняется равенство: 2222 KBKAba −=− , то она является 
ортогональной проекцией точки M  на AB .  

Из равенства, данного в условии, и равенства, доказанного в 
пункте 1), следует, что  

⇔−=− 2222 KBKANBNA   

))(())(( KBKAKBKANBNANBNA +−=+−⇔ . 

 Значит, если ][ABN ∈ , то KBKANBNA −=− , а если ][ABN ∉ , 

то KBKANBNA +=+ . В обоих случаях KN = . 

Принцип замены разности квадратов наклонных на разность 
квадратов их проекций называется принципом Карно. 

Эта фамилия вам наверняка знакома. Французский математик, 
механик, военный инженер, государственный деятель Лазарь Кар-
но (1753–1823), ученик Гаспара Монжа (создателя начертательной 
геометрии), занимался, в том числе, и проблемами элементарной 
геометрии. 

Полученный результат можно сформулировать на языке ГМТ.  
Геометрическим местом точек M  плоскости, для которых раз-

ность квадратов расстояний до двух данных точек A  и B  — посто-
янная величина, является прямая, перпендикулярная отрезку AB . 

Отсюда можно получить интересный результат для четырёхуголь-
ников. Диагонали четырехугольника перпендикулярны тогда и только 
тогда, когда равны суммы квадратов его противолежащих сторон. 
Доказательство. Для четырехугольника ABCD :  

22222222 DCDABCBAADBCCDAB −=−⇔+=+ , 

а это, в свою очередь, равносильно тому, что точки B  и D  лежат 
на прямой, перпендикулярной AC  (см. рис. 3). 

Отметим, что утверждение справедливо как для выпуклого, так 
и для невыпуклого четырехугольников. 
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Рис. 3 

Рассмотрим задачи 4 – 7. 

Задача 4. Даны четыре палочки, из которых можно составить 
контур четырехугольника с перпендикулярными диагоналями. До-
кажите, что из них также можно составить контур четырех-
угольника с двумя прямыми углами. 
Решение. Пусть палочки с длинами a , b , c  и d  образуют кон-

тур данного четырехугольника (см. рис. 3), тогда 2222 dbca +=+ . 
Следовательно, расположив эти же палочки так, как показано на 
рис. 4, получим требуемый четырехугольник. 

 
Рис. 4 

Задача 5. Дан треугольник ABC . Постройте отрезок, кото-
рый разобьет его на два треугольника с одинаковой суммой квад-
ратов сторон.  
Решение. Пусть углы B  и C  данного треугольника — острые, 

тогда проведем высоту AH , которая будет лежать внутри тре-
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угольника (см. рис. 5). На стороне BC  построим такую точку D , 
что CHBD = . Докажем, что отрезок AD  — искомый.  

Действительно, 2222 CHACBHAB −=− . Так как CHBD =  и 
CDBH = , то  

2222 BDACCDAB −=− 2222 CDACBDAB +=+⇔ . 

 
Рис. 5 

Следовательно, 222 ADBDAB ++ 222 ADCDAC ++= , что и 
требовалось. 

Задача 6. В шестиугольнике ABCDEF : углы A  и C  ― прямые, 
BCAB = , DECD = , FAEF = . Докажите, что прямые DF и ВЕ 

перпендикулярны. 
Решение. Из прямоугольных треугольников BCD  и BAF : 

222 CDBCBD +=  и 222 AFBABF +=  (см. рис. 6). Тогда, учитывая 

равенства, заданные в условии задачи, 2222 EDBFEFBD +=+ . 
Следовательно, в четырехугольнике BDEF  диагонали DF  и BE  
перпендикулярны. 

 
Рис. 6 
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Задача 7. Через вершины B  и C  треугольника ABC  перпенди-
кулярно прямой BC  проведены прямые b  и c  соответственно. 
Серединные перпендикуляры к сторонам AB  и AC  пересекают 
прямые b  и c  соответственно в точках P  и Q . Докажите, что 

прямая PQ  перпендикулярна медиане AM  треугольника ABC .  

Решение. Рассмотрим четырехугольник APMQ  (см. рис. 7). Для 

того, чтобы доказать перпендикулярность его диагоналей PQ  и 

AM , достаточно доказать, что 2222 MPAQMQAP +=+ . Так как 

BPAP =  и CQAQ = , то это равносильно тому, что 
2222 MPCQMQBP +=+ . А это равенство верно, так как 

222222 CQMQMCMBBPMP −===− .  

Если считать, что APBMCQ  — «вырожденный шестиуголь-

ник», то задача становится эквивалентной предыдущей. 

 
Рис. 7 

 
III. Вписанный четырехугольник  

с перпендикулярными диагоналями 
Естественным продолжением свойств суммы квадратов сторон 

четырёхугольника с перпендикулярными диагоналями является его 
частный случай, когда такой четырехугольник вписан в окруж-
ность. Рассмотрим цепочку задач. 
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Задача 8. Докажите, что если четырехугольник ABCD  с пер-
пендикулярным диагоналям вписан в окружность с центром O , то 

°=∠+∠ 180CODAOB . 
Решение. По теореме о вписанном угле ACBAOB ∠=∠ 2  и 

CBDCOD ∠=∠ 2  (см. рис. 8). Так как °=∠+∠ 90CBDACB , то 
°=∠+∠ 180CODAOB . 

 

Рис. 8 

Задача 9. Докажите, что во вписанном четырехугольнике с пер-
пендикулярными диагоналями расстояние от центра описанной ок-
ружности до стороны равно половине противолежащей стороны. 
Решение. Пусть OK  — перпендикуляр к AB , тогда K  — сере-

дина AB . Аналогично, CDOM ⊥ , M  — середина CD  (см. рис. 9). 
Так как °=∠+∠ 90COMKOB  (следует из доказанного в задаче 8), 
то OCMKOB ∠=∠ , тогда прямоугольные треугольники KOB  и 
MCO  равны (по гипотенузе и острому углу), следовательно, 

CDCMOK
2

1== . 

 
Рис. 9 



Вслед за теоремой Пифагора… 

 

21

Задача 10. Докажите, что во вписанном четырехугольнике с 
перпендикулярными диагоналями прямая, проведенная из точки 
пересечения диагоналей перпендикулярно стороне, делит противо-
лежащую сторону пополам. 
Решение. Первый способ. Пусть BCPQ ⊥  и PQ  пересекает AD  

в точке M  (см. рис. 10а). Тогда DPMBPQACBADB ∠=∠=∠=∠ . 

Таким образом, в прямоугольном треугольнике APD : MDPM = , 
значит, PM  — его медиана, то есть M  — середина AD . 

 
Рис. 10а 

Второй способ. Пусть L  и M  — середины сторон BC  и AD  
соответственно (см. рис. 10б). По доказанному в задаче 2, 

PLBCOM ==
2

1
 и PMADOL ==

2

1
. Следовательно, OMPL  — 

параллелограмм, тогда OLMP || . Так как BCOL ⊥ , то BCMP ⊥ . 

 
Рис. 10б 
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Задача 11. Диагонали четырехугольника ABCD , вписанного в ок-
ружность радиуса R , перпендикулярны и пересекаются в точке P . 

а) Докажите, что 22222 4RDPCPBPAP =+++ . б) Найдите сум-
му квадратов сторон четырехугольника ABCD .  

Решение. а) Первый способ. Заметим, что 222 ADDPAP =+  и 
222 BCCPBP =+ . Учитывая, что OLAD 2=  и BLBC 2=  (см. рис. 

10б), получим: 
2222222222 44)(4 ROBBLOLBCADDPCPBPAP ==+=+=+++ . 

Второй способ. Заметим, что 222 ABBPAP =+  и 
222 CDDPCP =+ . Пусть K  — середина AB  (см. рис. 11). Прове-

дем диаметр AE , тогда угол ABE  — прямой и OK  — средняя ли-
ния треугольника ABE , значит, BEOKCD == 2 . Следовательно,  

2222222222 4RAEBEABCDABDPCPBPAP ==+=+=+++ . 

Третий способ. По следствию из теоремы синусов: 
ACBRAB ∠= sin2  и CBDRCD ∠= sin2 . Тогда  

=+=+++ 222222 CDABDPCPBPAP  
2222222 4)cos(sin4)sin(sin4 RACBACBRCBDACBR =∠+∠=∠+∠=  

(сумма указанных углов равна 90°). 

 
Рис. 11 

б) Так как 22222 4RCDABBCAD =+=+ , то искомая сумма 

равна 28R . 
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IV. В заключение 
В заключение: задача на теорему Пифагора. 

Задача 12. Даны два лоскута материи, имеющие форму квадра-
тов (их размеры — различны). Каким образом их нужно раскроить, 
образовав не более пяти кусков, чтобы из всех получившихся кусков 
можно было сшить скатерть, также имеющую форму квадрата? 
Решение. Пусть a  и b  — длины сторон данных квадратов, то-

гда новый квадрат получится, если эти квадраты приложить друг к 
другу и разрезать так, как показано на рис. 12. 

Решение этой задачи является одним из «классических» доказа-
тельств теоремы Пифагора. 

 
Рис. 12 
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Ю.А. Блинков, 

школа № 57, школа «Летово», г. Москва 
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Консерватория. Два студента разговаривают: 
‒ Завтра сдавать курсовую по композиции, а у меня ничего не 

готово. 
‒ А ты сыграй сочинение своего преподавателя, только наобо-

рот, задом наперед. 
‒ Да пробовал я уже это делать, Моцарт получается... 
В статье будет рассмотрена конструкция, связанная с ортоцен-

тром треугольника. Используя классические факты, можно заме-
тить эквивалентность двух, вроде бы изначально не похожих друг 
на друга задач, переформулировать уже известную олимпиадную 
задачу или попытаться придумать свою. Об этом и пойдет речь.   

Итак, вспомним. 
Факт 1. Высоты треугольника являются биссектрисами его 

ортотреугольника. 
Ортоцентр остроугольного треугольника является центром 

вписанной окружности ортотреугольника, а вершины треугольни-
ка — центрами его вневписанных окружностей. 

Упражнение. Докажите факт 1.   
Указание (см. рис.1). Можно использовать, например, что точки 

A , 1A , B  и 1B  (и аналогичные четверки точек) лежат на одной ок-
ружности. Из этого следует, что угол  

CAB 11  равен углу BAC  (и аналогичные равенства углов). 
Как же можно использовать эти факты? 
Пусть в какой-то задаче речь идет о высотах треугольника. Тогда 

задачу можно переформулировать, заменив треугольник на орто-
треугольник, а высоты — на биссектрисы. И наоборот, если в зада-
че рассматриваются, например, биссектрисы внутренних или 
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внешних углов и точки их пересечения (центры вписанных или 
вневписанных окружностей), то можно заменить, например, цен-
тры вневписанных окружностей на вершины треугольника, его 
биссектрисы — на высоты полученного треугольника и, соответст-
венно, инцентр исходного — на ортоцентр полученного. 

 
Рис. 1 

Чем может быть привлекательна такая переформулировка? 
Во-первых, это приводит к другим способам доказательств из-

вестных утверждений. Рассмотрим классические примеры. 
Пример 1. Прямые, содержащие высоты треугольника, пере-

секаются в одной точке. 
Доказательство (см. рис.1):  
Для любого треугольника рассмотрим треугольник, образован-

ный основанием его высот (ортотреугольник). Тогда высоты будут 
являться биссектрисами ортотреугольника, которые, как известно, 
пересекаются в одной точке. 

Может возникнуть вопрос. А как быть с тупоугольным тре-
угольником? 

На самом деле, проблем никаких нет: прямые, содержащие две 
высоты станут биссектрисами внешних углов ортотреугольника, и 
пересечением будет являться центр вневписанной окружности орто-
треугольника (вершина исходного треугольника). 
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Пример 2. (окружность девяти точек) Середины сторон тре-
угольника, основания его высот и середины отрезков, соединяющих 
вершину с ортоцентром, лежат на одной окружности. 
Доказательство (см. рис.2):  
Пусть 111 CBA  ортотреугольник треугольника ABC , M  — сере-

дина AB , K  — середина CH , где H  — ортоцентр. Достаточно 
показать, что точки M  и K  лежат на окружности, описанной око-
ло треугольника  111 CBA . Заметим, что обе эти точки равноудалены 
от 1A  и 1B  и лежат на внешней и, соответственно, внутренней бис-
сектрисах угла 111 CBA . Осталось заметить, что серединный перпен-
дикуляр к стороне треугольника и биссектриса противолежащего 
угла (внутреннего или внешнего) пересекаются на описанной ок-
ружности треугольника. 

 
Рис. 2 

Во-вторых, мы можем переформулировать уже известные зада-
чи и получать «новые», и наоборот, решения незнакомых задач 
сводить к уже известным. 

Для этого потребуется вспомнить еще некоторые факты, связан-
ные с ортоцентром треугольника. 

Факт 2. Пусть 1AA  и 1BB  — высоты остроугольного тре-
угольника ABC , O  — центр описанной окружности. Тогда пря-
мые CO  и 11BA  перпендикулярны. 

Упражнение. Докажите факт 2. 
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Указание (см. рис 3). Воспользуйтесь тем, что угол CAB 11  равен 
углу BAC  и тем, что угол BCO  дополняет угол BAC  до °90 . 

 
Рис. 3 

Факт 3. Расстояние от вершины треугольника до его орто-
центра в два раза больше, чем от центра описанной окружности 
до противолежащей стороны. 

Упражнение. Докажите факт 3. 
Указание (см. рис. 4). Пусть O  — центр описанной окружности, 

H  — ортоцентр, 0C , 0B , K  и L  — середины AB , AC , CH  и 
BH  соответственно. Докажите равенство треугольников 00OBC  и 
KHL . Возможны и другие способы доказательства. 

 
Рис. 4 

Факт 4. Пусть высоты треугольника ABC  пересекаются в точке 
H . Тогда радиусы окружностей, описанных около треугольников 
ABH , BCH , ACH  и ABC , равны. 
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Упражнение. Докажите факт 4. 
Указание. Используйте симметрию относительно прямой  AC  

или следствие из теоремы синусов. 
Отметим, что центры окружностей, описанных около треуголь-

ников ABC  и ACH  симметричны относительно прямой AC . 
Рассмотрим несколько задач. Для начала — классическая задача. 
Задача 1. Докажите, что перпендикуляры, опущенные из цен-

тров вневписанных окружностей треугольника на его стороны, 
пересекаются в одной точке (см. рис. 5а). 

 
Рис. 5а 

Отметим, что задача допускает различные способы решения, в 
том числе, использование теоремы Карно. 

Но проще всего ее не решать, а свести к уже известной. 
В качестве треугольника, указанного в задаче, рассмотрим ор-

тотреугольник треугольника ABC .  Тогда вершины треугольника 
ABC  — центры вневписанных окружностей и задача будет выгля-

деть так (см. рис. 5б): 
Пусть 1AA , 1BB  и 1CC  — высоты остроугольного треугольника 

ABC . Докажите, что перпендикуляры, опущенные из B  на 11CA , 
из A  на 11CB  и из C  на 11BA , пересекаются в одной точке. 
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Рис. 5б 

Доказательство. Согласно факту 2, указанные перпендикуляры 
пересекаются в центре описанной окружности треугольника ABC . 

Теперь — несколько олимпиадных задач. 
Задача 2. (Московская устная олимпиада по геометрии, 2012) 

В треугольнике ABC  точка I  — центр вписанной окружности, 
точки IA , IC  — центры вневписанных окружностей, касающихся 
сторон BC  и AB  соответственно. Точка O  — центр описанной ок-
ружности треугольника CAIII . Докажите, что ACOI ⊥  (см. рис. 6а). 

 
Рис. 6а 
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Доказательство. В качестве треугольника, указанного в задаче, 
рассмотрим ортотреугольник треугольника ABC .  Тогда задача 
переформулируется следующим образом: 

Высоты 1AA  и 1CC  треугольника ABC  пересекаются в точке 
H . 1O  — центр описанной окружности треугольника AHC . Дока-
жите, что 111 CAHO ⊥ . 

Этот факт нам уже знаком и является классической задачей (см. рис. 
6б). Действительно, если O  — центр окружности, описанной около 
треугольника ABC , то O  и 1O  симметричны относительно AC  (см. 
факт 4). Учитывая факт 3, получим, что HBOO1  — параллелограмм, 
откуда, используя факт 2, и можно получить утверждение задачи. 

 
Рис. 6б 

Теперь чуть более сложная задача. 
Задача 3. (Московская устная олимпиада по геометрии, 2016)  

Точки AI , BI , CI  — центры вневписанных окружностей треуголь-
ника ABC , касающихся сторон BC , AC  и AB  соответственно. 
Перпендикуляр, опущенный из AI  на AC , пересекает перпендику-
ляр, опущенный из BI  на BC , в точке CX . Аналогично определя-
ются точки AX  и BX . Докажите, что прямые AAXI , 

BB XI  и CC XI  пересекаются в одной точке (см. рис. 7а). 
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Рис. 7а 

Доказательство. Рассмотрим треугольник CBA III . Заметим, что 
перпендикуляры, опущенные из AI  на BC , из BI  на AC  и из CI  
на AB  пересекаются в одной точке X , равноудаленной от вершин 
треугольника CBA III  (см. задачу 1). Кроме того, в силу параллель-
ности перпендикуляров, CBA XXII  — параллелограмм. Следова-
тельно, он является ромбом и точки X  и CX  симметричны отно-
сительно BAII . Переформулируя, получим следующую задачу: 

Пусть BO  — точка симметричная центру O  описанной окруж-
ности треугольника ABC  относительно прямой AC . Аналогично 
определяются точки AO  и CO . Докажите, что прямые AAO , 

BBO  и CCO  пересекаются в одной точке.  
Заметим, что это утверждение мы фактически доказали при ре-

шении задачи 2. Действительно, если H  — ортоцентр треугольни-
ка, то точка BO  — центр окружности, описанной около треуголь-
ника ACH  и HBOOB  — параллелограмм (см.рис. 7б). Тогда его 
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диагональ BBO  проходит через середину отрезка OH . Рассуждая 
аналогично, получим, что  прямые AAO  и CCO  также проходят 
через эту точку. 

Отметим, что эта точка является центром окружности девяти 
точек. 

 
Рис. 7б 

Разумеется, идея подобных переформулировок не нова. Напри-
мер, в задачнике В.В. Прасолова можно встретить такую пару за-
дач-близнецов. 

 Задача 4. а) В треугольнике ABC  проведены высоты 1AA , 1BB  и 

1CC . Прямые AB  и 11BA , BC  и 11CB , CA  и 11AC  пересекаются в 
точках 0C , 0A  и 0B . Докажите, что точки 0C , 0A  и 0B  лежат на 
радикальной оси окружности девяти точек и описанной окружности.  

б) Биссектрисы внешних углов треугольника ABC  пересекают 
продолжения противоположных сторон в точках 0C , 0A  и 0B . 
Докажите, что точки 0C , 0A  и 0B  лежат на одной прямой, при-
чем эта прямая перпендикулярна прямой, соединяющей центры 
вписанной и описанной окружностей треугольника ABC . 

Упражнение. Попробуйте свести пункт б к пункту а. 
Упражнение. Докажите пункт а.  
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Указание. Используйте, что точки A , 1A , B  и 1B  лежат на од-
ной окружности. Рассмотрите степень точки 0C  относительно этой 
окружности, окружности девяти точек и описанной окружности 
треугольника. 

Рассмотрим еще один пример задач-близнецов. Первая задача  
взята со всероссийской олимпиады по математике. Вторая же 
предлагалась на олимпиадных сборах и известна, судя по всему, 
очень давно.  

Задача 5. а) (Всероссийская олимпиада по математике, 2002) 
Пусть A′  — точка касания вневписанной окружности треуголь-
ника ABC  со стороной BC . Прямая a  проходит через точку A′  и 
параллельна биссектрисе внутреннего угла A . Аналогично стро-
ятся прямые b  и c . Докажите, что прямые a , b  и c  пересека-
ются в одной точке. 

б) Пусть 111 CBA  ортотреугольник треугольника ABC , 2A , 2B , 2C  
проекции вершин A , B , C  на прямые 11CB , 11AC , 11BA  соответствен-
но. Докажите, что перпендикуляры, опущенные из 2A , 2B , 2C  на пря-
мые BC , CA , AB  соответственно, пересекаются в одной точке. 

Упражнение. Попробуйте свести пункт б к пункту а. 
Упражнение. Докажите пункт а.  
Указание. Используйте, что точки касания вписанной и вневпи-

санной окружности симметричны относительно середины стороны 
и гомотетию исходного и срединного треугольника.  

Попробуем теперь придумать задачу сами. Возьмем, например, 
такой факт: 

Пусть 1B  и 1A  — точки касания вневписанных окружностей 
треугольника ABC  со сторонами AC  и BC  соответственно. Тогда 

11 ABBA = .  
Упражнение. Докажите этот факт. 
Указание (см. рис. 8а). Используйте равенство отрезков каса-

тельных. 
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Рис. 8а 

Попробуем переформулировать? 
Обозначим треугольник, указанный в условии, через 111 CBA , и пусть 

он является ортотреугольником треугольника ABC . Тогда указанные 
точки касания — основания перпендикуляров, опущенных из вершин 
A  и B  на соответствующие стороны ортотреугольника. Обозначив 
точки касания через 2A  и 2B , получим: 2121 ABBA =  (см. рис. 8б). 

 
Рис. 8б 
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Задача не кажется совсем известной, но узнать можно.... Попро-
буем еще чуть-чуть переформулировать. Из задачи 1 нам известно, 
что перпендикуляры из вершин треугольника к соответствующим 
сторонам ортотреугольника пересекаются в одной точке (центре О 
описанной окружности треугольника). 

Используя эти соображения, получим следующую «новую» задачу:  
Задача 6. (ММО, 2019) В остроугольном треугольнике ABC  про-

ведены высоты AA ′  и BB ′ . Точка O  — центр окружности, описан-
ной около треугольника ABC . Докажите, что расстояние от точки A′  
до прямой BO  равно расстоянию от точки B′  до прямой AO . 

Задача предлагалась в трех классах (9, 10 и 11).  
Ну что ж, мы немного опоздали. Попробуем еще? 

Упражнения для самостоятельного решения. 
Попробуйте переформулировать следующие факты: 
а) Факт 4.  
б) Биссектрисы двух внутренних и одного внешнего угла нерав-

нобедренного треугольника пересекают прямые, содержащие 
противоположные стороны, в трех точках, лежащих на одной 
прямой. 

в) Описанная окружность треугольника делит пополам отре-
зок, соединяющий центры вписанной и вневписанной окружностей 
этого треугольника.  

г) (Всероссийская олимпиада по геометрии, 2009, заочный тур) 
В остроугольном треугольнике ABC  точка H   — ортоцентр, O  — 
центр описанной окружности, 1AA , 1BB  и 1CC  — высоты. Точ-
ка 2C  симметрична C  относительно 11BA . Докажите, что H , 
O , 1C  и 2C  лежат на одной окружности. 
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Предисловие 

Классическая комбинаторика является довольно востребован-
ным предметом изучения, как в олимпиадной математике, так и 
для, например, освоения теории вероятностей. Если углубиться в 
предмет, то полезна она и в биологии, в популярном сегодня 
Machine learning'е и много где ещё. В данной статье речь пойдёт об 
одном из важных моментов, на который имеет смысл обратить 
внимание обучающегося, находящегося, скорее, в начале своего 
пути освоения классической комбинаторики. Однако мы поостере-
жёмся называть конкретный возраст, класс или даже уровень зна-
ний целевой аудитории, потому что на практике акцентировать 
внимание на данном моменте приходилось в группах различных 
возраста и подготовки.1 

Также мы не будем уделять много внимания непосредственно 
азам классической комбинаторики, они изложены в достаточно 
большом количестве хорошей литературы.2 

Алгоритмы подсчёта 
Обычно изучение классической комбинаторики начинается с так 

называемых «задач про сервизы» — простейших примеров на пра-
вила сложения и умножения. После чего идёт «знакомство с факто-
риалом» — перестановки, затем исключение повторяющихся вари-
антов путём деления на количество перестановок одинаковых эле-

                                                      
1Усвоить идею, изложенную в данном тексте полезно уже при изучении пра-

вил сложения и умножения, однако потом её стоит иногда повторять. 
2Например, Н.Я. Виленкин «Комбинаторика» или И.В. Яковлев «Комбинато-

рика для олимпиадников». 
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ментов (факторизация), биномиальные коэффициенты (сочетания) 
и далее до полиномиальных коэффициентов и прочего. 

Стандартные, похожие на разобранные учителем примеры, осо-
бенно на правила сложения и умножения, учащиеся любого возрас-
та усваивают достаточно быстро. Однако потом возникают про-
блемы. При решении задач, отличающихся от стандартных, начи-
нается «проверка учителя на прочность» — ученики подставляют 
имеющиеся в задаче числа в известные им формулы с различными 
арифметическими знаками и ждут, пока «очередной вариант прока-
тит». При этом, конечно, основная беда заключается вовсе не в 
страданиях учителя, а в том, что сами ученики воспринимают та-
ким образом комбинаторику, как некоторый набор формул-
приёмов, полученных «таинственным образом». Такое восприятие 
конечно же существенно усложняет решение любых комбинатор-
ных задач, отличающихся от тех, с которыми дети уже работали. 

В общем-то, в связи с этим, достаточно важно донести до уче-
ника то, что существенными частями решения задачи на подсчёт 
количества вариантов являются (до какого-либо взаимодействия с 
числами задачи): 

•  понимание того, что именно эти варианты из себя представ-
ляют (как выглядит один конкретный вариант); 

•  некоторый алгоритм, которым эти варианты набираются (та-
кой, что с его помощью каждый из нужных нам вариантов выбран 
ровно один раз). 

Собственно, этот «алгоритм» потом и раскладывается на какие-
то базовые составляющие («подзадачи»), которые известно как 
считать. В результате вся магия чаще всего сводится к уже извест-
ным правилам сложения и умножения и к делению на количество 
повторяющихся вариантов (факторизации). При этом прочие 
«приёмы» и формулы — решения самых стандартных «подзадач», 
возникающих естественным образом. Они не являются чем-то гло-
бально новым, а просто сокращают решение. Например, биноми-
альный коэффициент k

nС  — решение задачи про количество спосо-
бов выбрать k  неупорядоченных элементов из n  различных. 
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Можно сказать, что в этой задаче содержится «комбинаторный 
смысл» k

nС . Поняв его, не придётся каждый раз решать аналогич-
ную задачу и выводить формулу числа сочетаний заново. 

Посмотрим на примеры задач. При разборе этих примеров с 
учениками, автор данной статьи обычно сначала даёт какое-то вре-
мя на самостоятельное решение. В результате иногда весь разбор 
сводится к тому, что несколько детей рассказывают у доски свои 
решения одной и той же задачи, после чего происходит обсужде-
ние того, почему все эти решения правильные и дают в результате 
один и тот же ответ. 

Предложенная ниже схема решения «сначала только алгоритм, а 
потом все числа» полезна для тренировки. Конечно «в боевых ус-
ловиях», освоившись, учащиеся обычно совмещают алгоритм и 
подсчёт. 

Пример 1.3 В зале стоят 2020 стульев в два ряда — по 1010 
стульев в каждом, один ряд ровно за другим. В зал пришли 2020 
человек различного роста. Сколькими способами можно рассадить 
их так, чтобы каждый человек, сидящий в первом ряду, был ниже 
человека, сидящего за ним? 
Решение. Для начала поймём как выглядит один из нужных нам 

вариантов рассадки. В данной задаче (как и во многих других) это 
достаточно удобно делать, подставив вместо чисел 2020 и 1010 
что-нибудь маленькое. Если, например, стульев всего два, то вари-
ант рассадки будет один — тот, кто выше, сядет на второй ряд, а 
тот, кто ниже, перед ним. Если стульев четыре (по два в каждом 
ряду), то пронумеруем людей так, что человек с номером 1 будет 
самым низким, а с номером 4 — самым высоким. Тогда, например, 
вариант, когда в первом ряду сидят 1 и 3, а во втором 2 над 1 и 4 
над 3 нам подходит, а из вариантов, когда в первом ряду сидит че-
ловек с номером 4, не подходит ни один. После подобных экспери-
ментов найдём алгоритм, которым мы будем набирать «удачные» 

                                                      
3В варианте для 6 человек задача была дана в Московской математической ре-

гате 2017/18 года. 
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варианты. Ниже приведено три варианта алгоритма с их дальней-
шими подсчётами уже без каких-либо наводящих рассуждений, 
поскольку эти рассуждения на самом деле у каждого свои. 
Алгоритм 1. 1) Возьмём самого высокого человека (с номером 

2020), он может сидеть только в верхнем ряду. Выберем для него 
место среди стульев верхнего ряда. 2) Выберем из оставшихся лю-
дей того, кто сидит ровно под этим 2020м человеком (это может 
быть любой из оставшихся 2019 людей, поскольку все они ниже). 
3) Заметим, что у нас осталось 2018 человек, упорядоченных по 
росту и 2018 стульев по 1009 в каждом из рядов. То есть, мы полу-
чили аналогичную задачу, но для меньших чисел. Тогда будем 
проводить выбор аналогично пунктам 1) и 2) до тех пор, пока люди 
и стулья не закончатся. 

Теперь посчитаем общее количество способов, пользуясь нашим 
алгоритмом. 1) Выбрать самого высокого — один вариант, а место 
для него — одно из 1010 мест верхнего ряда, то есть, 1010 вариан-
тов. 2) Выбрать того, кто сидит под ним — 2019 вариантов. Итого 
посадить пару с самым высоким (согласно правилу умножения) — 

20191010 ⋅  вариантов. 3) Применив аналогичные рассуждения 
еще 1009 раз, получим итоговую формулу: 

).11()32()20171009()20191010( ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅   

Алгоритм 2. 1) Выберем двух человек, которых мы посадим на 
первое место обоих рядов. Внутри пары они рассядутся однознач-
но, поэтому надо не забыть учесть тот факт, что порядок выбора 
этих двоих нам не важен. 2) Заполним так, выбирая пары сидящих 
один за другим, все места. 

Подсчёт количества способов в этом случае. 1) Первого челове-
ка мы выберем 2020 способами, второго — 2019, но при этом мы 
посчитали каждый из способов выбрать «Васю и Петю» дважды — 
если первым выбрали Васю, а вторым Петю и наоборот. Поэтому 
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выбрать сидящих на первом месте — 
2

20192020 ⋅
 способов.4 2) 

Применяя аналогичные рассуждения, получим итоговую формулу: 

.
2

1201820192020
1010

⋅⋅⋅⋅ 
 

Не сложно заметить, что если сократить все чётные числа чис-
лителя с двойками знаменателя, то ответ, полученный с помощью 
второго алгоритма, примет тот же вид, что и ответ, полученный 
ранее (что позволяет проверить равенство ответов, не производя 
умножение). 
Алгоритм 3. 1) Рассадим всех людей как получится. Заметим, 

что каждую «хорошую рассадку» можно испортить, поменяв мес-
тами любую пару человек, сидящих один под другим. При этом две 
«плохие» рассадки, полученные из разных хороших, не совпадут и 
на каждую хорошую приходится одно и то же количество плохих. 
2) Посчитаем количество плохих раскрасок, приходящихся на одну 
хорошую — каждую пару из 1010 можно либо поменять, либо нет. 
3) Посчитаем количество хороших рассадок, как долю от общего 
количества. 

Посчёт количества способов в этом случае. 1) Всего рассадок 
2020! (на первое место — любого из 2020, на второе — любого из 
2019 и т.д.). 2) Количество способов поменять/не поменять пару — 

10102  (так как всего 1010 пар), при этом из них только один вариант 
хороший. 3) Итоговая формула будет выглядеть так: 

10102
!2020

, 

что совпадает с ответом, полученным предыдущими двумя спосо-
бами. 

                                                      
4Учащиеся, знакомые с биномиальными коэффициентами в этом месте могут 

сразу написать 2
2020C  и так далее, соответственно, итоговая формула будет про-

изведением «цешек». 
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Алгоритмы, которые мы придумываем при решении комбина-
торных задач, надо проверять на две вещи. Первая — что каждый 
из вариантов с помощью придуманного алгоритма можно полу-
чить. Вторая — что мы не получим с помощью нашего алгоритма 
один и тот же вариант несколько раз (или умеем убирать все такие 
повторы). Однако сейчас мы не будем подробно останавливаться 
на подобных проверках. 

В следующем примере первый способ решения придуман уче-
ником седьмого класса. Второй, впрочем, тоже. Во время разбора 
задачи ученик, придумавший первый способ, был весьма впечатлён 
решением второго ученика. 

Пример 2. Сколькими способами из 28 костей домино можно 
выбрать две кости так, чтобы их можно было приложить друг к 
другу (то есть, чтобы какое-то число встречалось на обоих кос-
тях). 
Решение. Сначала посмотрим как «доминошки» устроены. У нас 

есть 7 видов чисел от 0 до 6, на каждой кости встречается пара чи-
сел. В том числе есть дубли — когда пара чисел на одной кости 
совпадает (например (0:0)), их всего 7. Заметим (это нам потом по-
надобится), что если зафиксировать конкретную цифру, то доми-
ношек, её содержащих, тоже 7 вместе с дублем (все возможные 
цифры от 0 до 7 в паре с зафиксированной). Нам нужно выбрать 
пару костей, на которых есть совпадающие числа. Например (2:3) и 
(3:5) можно приложить друг к другу тройками. 
Алгоритм 1. 0) Разделим наши варианты на два вида. В первом 

из них есть доминошка-дубль, а во втором нет. Потом сложим ко-
личества вариантов обоих видов. 1) Посчитаем количество вариан-
тов с дублем. Для этого сначала 1.1) выберем дубль, а потом 1.2) 
выберем к нему пару из оставшихся, содержащих цифру с дубля, 
доминошек. 2) Отдельно посчитаем количество вариантов второго 
вида. То есть 2.1) выберем какую-нибудь доминошку из всех НЕ-
дублей, затем 2.2) выберем к ней пару НЕ-дубль 2.3) при таком вы-
боре у нас возникнут повторения, от которых нужно будет изба-
виться (например мы могли сначала в 2.1) выбрать доминошку 



В.В. Буланкина 42 

(2:3), а затем в 2.2) к ней (3:5) в пару, а могли в 2.1) выбрать (3:5), а 
в 2.2) (2:3) ). 3) Сложим количество вариантов первого и второго 
видов. 

Теперь посчитаем количество вариантов, согласно приведённо-
му алгоритму. 1.1) Выбрать дубль мы можем 7 способами: от (0:0) 
до (6:6). 1.2) Для каждого из выбранных дублей осталось ещё по 6 
вариантов не-дублей, содержащих подходящую цифру. Таким об-
разом количество способов выбрать пару с дублем — 67 ⋅ . 2.1) Не-
дублей у нас всего 21728 =−  штука. Соответственно, 21 способ 
выбрать одну из них. 2.2) Вторую доминошку выбираем из тех не-
дублей, у которых совпадает с первой выбранной одна из цифр. 
Таких доминошек осталось 10 (по 5 с каждой цифрой). Итого 

2110 ⋅  способ. 2.3) При этом каждая пара посчитана дважды, по-
этому на самом деле вариантов в два раза меньше, то есть 215 ⋅ . 3) 
Общее же количество вариантов равно 

14721567 =⋅+⋅ . 
Алгоритм 2. 1) Выбираем цифру, которой мы будем приклады-

вать доминошки друг к другу. 2) Выбираем две доминошки, кото-
рые эту цифру содержат. 

Посчитаем количество вариантов согласно второму алгоритму. 
1) Вариантов выбрать цифру у нас 7 (от 0 до 6). 2) Будем рассмат-
ривать только доминошки, содержащие выбранную цифру. Их 7 
штук. Выбрать из них две можно 2:67 ⋅  способами — сначала вы-
бираем, первую, потом вторую, потом делим на количество повто-
ров, возникающих из-за перестановки первой и второй доминошек 
местами. Итого количество вариантов равно: 147377 =⋅⋅ . По-
скольку оба алгоритма дают нам одну и ту же величину, не удиви-
тельно, что в обоих случаях ответы совпали. 

Если в первом примере приведённые алгоритмы просто разные, 
то во втором один из алгоритмов обеспечивает существенно более 
простой счёт, что довольно ценно, если задача сложная. Или, на-
пример, если речь идёт о задаче, которую нужно запрограммиро-
вать и важна скорость выполнения программы. С другой стороны, 
как говорится, «победителей не судят» и, если ученик пришёл к 
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правильному ответу с помощью не самого наглядного и простого в 
подсчётах алгоритма, то ничего страшного в этом нет. 

Однако умение решать одну и ту же комбинаторную задачу с 
помощью разных алгоритмов набора вариантов, кроме хорошей 
практики и более глубокого понимания комбинаторики, может 
пригодиться ещё в одном достаточно важном виде задач. А именно, 
при доказательстве некоторых тождеств. 

Доказательство тождеств комбинаторным способом заключает-
ся в том, что мы «придумываем задачу» по комбинаторике, которая 
при решении её двумя различными алгоритмами даёт сначала одну 
часть тождества при подсчёта, а затем — вторую. А так как счита-
ли мы по сути одно и то же количество вариантов, таким образом 
тождество доказывается. 

Поскольку в данном тексте комбинаторное доказательство тож-
деств это «побочный продукт», которому на самом деле вполне 
можно посвятить отдельную статью, рассмотренный ниже пример 
мы сформулируем как задачу по комбинаторике. Именно в таком 
виде она чаще всего предлагается школьникам, потому что симпа-
тична не как тождество, а сама по себе. Тем не менее, решив её с 
помощью двух алгоритмов, один из которых будет более простым 
и даст нам более красивую «свёрнутую» формулу, мы докажем не 
самое простое алгебраическое тождество. 

Предупредим заранее, что для решения данного примера мы бу-
дем использовать формулу биномиального коэффициента 

)!(!
!

knk
nС k

n −
=  — количество способов выбрать k  неупорядочен-

ных предметов из n  различных. Она, конечно, также сводится к 
правилу умножения, но мы уже не будем на это отвлекаться. 

Пример 3. На танцы пришли s  юношей и s  девушек. Скольки-
ми способами можно из них выбрать компанию, в которой было 
бы одинаковое число юношей и девушек? 
Решение. Сразу приведём два алгоритма набора вариантов. 
Алгоритм 1. Отдельно посчитаем способы выбрать компанию из 

2 человек (отдельно юношу, отдельно девушку), из 4 человек (двух 
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юношей и двух девушек), и так далее и, наконец из s2  человек. А 
потом сложим все эти варианты. 
Алгоритм 2. Тут будем действовать более хитро. Заметим, что 

если мы возьмём произвольных s  человек и среди них будет, к 
примеру, m  юношей, то девушек будет, очевидно, ms − . В то же 
время среди тех, кого мы не выбрали, будет обратная ситуация: 
юношей будет ms − , а девушек будет mmss =−− )( . Тогда бу-
дем набирать наши компании так: отметим случайных s  человек, 
после чего в нашу компанию будут попадать юноши, которых мы 
отметили и девушки, которые остались неотмеченными. Таким об-
разом, мы тоже переберём все возможные варианты. 

Приступим к подсчётам. Если считать согласно первому алго-
ритму, то выбрать компанию из одного юноши и одной девушки, 
то это — sCs =1  способов выбрать юношу и столько же девушку, 

итого ( )21
sC  способов. Аналогично для компании из четырёх чело-

век ( )22
sC  способов и так далее. 

Общая формула будет равна 

( ) ( ) ( )22221 s
sss CCC +++  . 

В то же время, согласно второму алгоритму, это же количество 
способов совпадает с количеством выбора s человек, то есть равно 
( )s

sC2 . 
Таким образом, кроме непосредственно решения задачи, мы до-

казали, что 

( ) ( ) ( ) ( )s
s

s
sss CCCC 2

22221 =+++  . 

Ниже приведено несколько задач, на которых можно потрени-
роваться придумывать различные алгоритмы набора вариантов. 
В том числе несколько задач, при решении которых возникают ал-
гебраические тождества. 
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Примеры задач 
 
Сначала несколько задач для тех, кто только познакомился с 

правилами сложения и умножения. Первую и вторую задачи инте-
реснее давать вместе. 

1.  Том Сойер хочет покрасить забор из ста досок. Каждую дос-
ку он красит в белый или жёлтый цвет полностью, при этом сосед-
ние доски можно красить одним и тем же цветом. Сколько можно 
придумать разных раскрасок забора? 

2.  Теперь у Тома Сойера есть белая, жёлтая и зелёная краски. И 
по-прежнему забор из ста досок. Каждую доску он красит в один из 
цветов, но соседние доски красить одним и тем же цветом не хочет. 
Сколько можно придумать разных раскрасок забора в этом случае? 

3.  На окружности стоит 3 красных, 5 зелёных и 4 жёлтых точек. 
а) Сколько отрезков с разноцветными концами можно провести 

между ними? 
б) Сколько можно провести отрезков, концы которых будут од-

ного цвета?  
в) Сколько существует треугольников, с вершинами в трёх 

предложенных точках разных цветов? 
Следующая порция задач посложнее. Они будут интересны и 

тем, кто уже знает, что такое биномиальные коэффициенты. Задач 
на выбор карт, на самом деле, можно придумать великое множест-
во. 

1.  Сколько различных a) прямоугольников б) фигурок вида «Т» 
можно найти внутри квадрата nn × ? (Если прямоугольники оди-
наковых размеров, но по-разному расположены, они тоже считают-
ся различными. Фигуркой вида «Т» является фигура толщиной в 
одну клеточку, но с произвольными длинами концов, не обязатель-
но симметричная.) 

2.  Сколькими способами из полной колоды (52 карты) можно 
выбрать а) 4 карты разных мастей и достоинств? б) 6 карт так, что-
бы среди них были представители всех четырех мастей? в) 6 карт та-
ких же, как в пункте б, но чтобы среди них была ровно одна дама. 
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3.  Из колоды, содержащей 52 карты, вынули 10 карт. В сколь-
ких случаях среди этих карт а) есть ровно один туз? б) есть ровно 
два туза? в) нет ни одного туза? г) есть хотя бы один туз? 

4.  Есть 22 одноклассника разного роста. Они хотят построиться 
в ряд так, чтобы каждый из них (кроме последнего) был выше: 
а) хотя бы половины; б) хотя бы трети своих товарищей, стоящих 
справа от него. Сколькими способами они могут это сделать? 

Наконец три несложные задачки на доказательство тождеств. 
Эти задачи интереснее давать в формулировке «докажите тождест-
во комбинаторным способом», однако под некоторыми тождества-
ми пунктом б) написан вариант задачи, с помощью которой эти 
тождества можно доказать. Давать одновременно и тождество и 
задачу, скорее, не рекомендуется. При желании, можно найти и бо-
лее сложные задачи. 

1.  а) Докажите тождество: km
kr

k
r

k
m

m
r CCCC −

−= ;  
б) Сколькими способами можно выбрать из r  людей команду 

для участия в интеллектуальной игре и назначить игрокам роли, 
если известно, что в команде m  человек и k  из них должны участ-
вовать в дополнительном туре? 

2.  а) Докажите тождество: m
n

m
n

m
n CCC 1

1
1 −
−

− += ;  
б) В классе n  человек. Один из них, Вася, попросил учительни-

цу выбрать из их класса m  человек для участия в школьной поста-
новке. Сколько вариантов у учительницы выбрать команду? А ко-
манду в которой есть Вася? А команду в которой нет Васи? 

3.  Докажите тождество 0110
m

k
n

k
mn

k
mn

k
mn CCCCCCC +++= −

+  . 
Эта задача очень похожа на разобранную в статье, поэтому мы 

не будем формулировать её аналог. 
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План занятия 

1. Неравенство Коши. 
2. Задача о 12 монетах. 

3. Понижение степени уравнения. 
4. Задача-песенка. 

 
1. Неравенство Коши 

Среднее арифметическое нескольких положительных чисел не 
меньше их среднего геометрического: 

n
n

n aa
n

aa ⋅⋅≥++ ......
1

1  

равенство достигается лишь при условии равенства всех данных 
чисел. 

Доказательство с помощью леммы (любил С.И. Шварцбурд, я в 
Интернете не нашел): 

Если произведение n положительных чисел равно 1, то их сумма 
не меньше числа n: 

1...1 =⋅⋅ naa   naa n ≥++ ...1  

равенство достигается лишь при равенстве данных чисел. 
Доказательство леммы по индукции. 
1) База для 2=n  — сумма двух положительных взаимно обрат-

ных чисел.  
2) Пусть  1...1 =⋅⋅ kaa  ⇒ kaa k ≥++ ...1   и пусть    1... 11 =⋅⋅ +kaa . 
Если не все данные числа равны между собой, то среди них 

найдется хоть одно, большее 1, и хоть одно, меньшее 1.  
Поставим их в этом порядке на два последних места: 
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1>ka ,  11 <+ka . 

Рассмотрим k  положительных чисел 111 ,,..., +− ⋅ kkk aaaa , произ-
ведение которых равно 1. Из предположения kaaa kk ≥⋅++ +11 ...  
имеем  

>++−++=+++ ++++ 111111 ...... kkkkkkkk aaaaaaaaaa  

111 +>++−> ++ kaaaak kkkk . 

так как 
0)1)(1(1 111 >−−=−−+ +++ kkkkkk aaaaaa . 

Пусть произведение данных n положительных чисел равно чис-
лу р. Разделив каждое из этих чисел на n p , получим числа, удов-
летворяющие лемме, откуда сразу следует неравенство Коши. 

Доказательство Коши методом спуска (Полиа и Сеге, Задачи и 
теоремы из анализа, часть 1, Москва, 1956, стр. 76). 

1. Доказывается по индукции неравенство Коши для 2n чисел. 
2. Пусть чисел nk 2≠ . Тогда найдется такое натуральное число 

n, что nk 2< . Добавим к имеющимся k числам kk aaa ,,..., 11 −  не-
сколько (а именно kn −2 ) их средних арифметических, то есть 

одинаковых чисел 
k

aa k++ ...1 . Всего получится n2  чисел, к кото-

рым применимо доказанное неравенство Коши.   
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Вместо средних арифметических можно взять в качестве допол-
нительных членов средние геометрические данных k чисел. 

Многие полезные следствия: 
Обобщенное неравенство Бернулли: 

rr α+>α+ 1)1( , где α ― положительное число, r ― рациональ-
ное число, большее 1. 

При nm >  

n
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n
m )1(1 α+<α+  ⇔  α+<
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Возрастание последовательности 
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Формула корня из положительного числа 
Последовательность nx , задаваемая соотношением 
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+−= −+ 11 )1(1

k
n

nn x
axk

k
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 где k  ― натуральное число, большее 1, 0>a , 11 =x  сходится к 
числу k a .  

Сходимость по теореме Вейерштрасса. 
Эта последовательность, начиная со второго ее члена, ограниче-

на снизу и убывает: 

,
)1(
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В пределе получаем k a . 

Популярная задача: 
Доказать, что 03333 ≥−++ abccba  при положительных a, b и с. 

Равенство достигается только при равенстве всех трех переменных. 
 

2. Задача о 12 монетах. 
Среди 12 монет есть только одна фальшивая. Как тремя взвеши-

ваниями на чашечных весах без гирь найти эту монету, установив, 
легче она или тяжелее настоящей? 

Интернет, Александр, 04. 06. 2010: 
А, В, Г, Д, Е, И, К, Л, Н, О, Р, С. 

ВОДА―НЕГР; СЛОГ―ВИРА; САНИ―ВЕКО. 
24 возможных варианта. Как решать? 

Первое взвешивание ―по 4. А если не равны?  
Основная трудность ― второе взвешивание. Идея ― обеспечить 

вторым взвешиванием выполнимость третьего, если во втором ра-
венство! 
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Если в первом взвешивании нет равенства, а во втором есть, то на-
до оставить для третьего две или три монеты известного дефекта! 

Например, 7 и 8. Остаются 1, 2, 3, 4, 5, 6. Взвешивать по три. Но 
без нахождения на одной чашке тройки монет одного дефекта! 

Например, можно так: 1, 2, 5 и 3, 4, 6. Проанализируем. 
(1) 

1 + 2 + 3 + 4 > 5 + 6 + 7 + 8, 
1 + 2 + 5 = 3 + 4 + 6. 

Одна из 7, 8 более легкая.  
(2) 

1 + 2 +3 + 4 > 5 + 6 + 7 + 8, 
1 + 2 + 5 > 3 + 4 + 6. 

Либо одна из 1, 2 более тяжелая, либо 6 ― более легкая.  
(3) 

1 + 2 +3 + 4 > 5 + 6 + 7 + 8, 
1 + 2 + 5 < 3 + 4 + 6. 

Либо одна из 3, 4 более тяжелая, либо 5 ― более легкая. 
Но тогда можно рассмотреть и вариант с 13 монетами. 13-я мо-

нета ― допустимое усложнение третьего взвешивания (без выяс-
нения, тяжелее ли она остальных монет). 

 
3. Алгоритм. 

Если у целого уравнения 0)( =xf  известен корень ax = ,  то 
можно понизить его степень на единицу подстановкой ayx += .  

Пример. 023 =−+ xx , 11 =x . 
1+= yx , 

021)1( 3 =−+++ yy , 

043 23 =++ yyy , 

0)43( 2 =++ yyy , 
1−= xy , 
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0)43312)(1( 2 =+−++−− xxxx , 

0)2)(1( 2 =−+− xxx . 

 
4. Задача-песенка. 

Доказать, что для любого натурального числа n либо сумма 
nn +3 , либо разность nn −3  делится на 10. 

Если n кончается на 2, 
 
То 3n  кончается на 8. 
 
А если n кончается на 8, 
 
То 3n  кончается на 2. 
 
И в случаях таких,  
И в случаях таких 
 nn +3  окончится нулем, 
 
И в случаях таких,  
И в случаях таких 

nn +3  разделится на 10. 

2...=n  
4...2 =n  
8...3 =n  

 
8...=n  

4...2 =n  
2...3 =n  

 
 

0...3 =+ nn  
 
 
 

103 nn +  

 
Если n кончается на 3, 
 
То 3n  кончается на 7. 
 
А если n кончается на 7, 
 
То 3n  кончается на 3. 
 
 

3...=n  
9...2 =n  
7...3 =n  

 
7...=n  

9...2 =n  
3...3 =n  
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И в случаях таких,  
И в случаях таких 
 nn +3 окончится нулем, 
 
И в случаях таких,  
И в случаях таких 

nn +3  разделится на 10. 

 
0...3 =+ nn  

 
 
 

103 nn +  
 
Ну а другим-то 
Что ж не повезло? 
Но ведь не плюс ―  
Плюс-минус в той задаче, 
 
Там если чем 
Кончается число, 
  
Тем же и куб,  
Ну и никак иначе. 
 
И в случаях таких,  
И в случаях таких 
 nn −3 окончится нулем, 
 
И в случаях таких,  
И в случаях таких 

nn −3  разделится на 10. 
 

6...,5...,1...,0...=n  
 
 

6...,5...,1...,0...=mn  
 

4...=n  
6...2 =n  
4...3 =n  

9...=n   
1...2 =n  
9...3 =n  

 
 
 

0...3 =− nn  
 
 
 

103 nn −  

 
 



 
Новые  свойства автомедианных треугольников  

 
В.А. Лецко, 

г. Волгоград 
val-etc@yandex.ru 

 
Подбирая тему для самостоятельного исследования старше-

классников, автор пришел к некому обобщению понятия срединно-
го треугольника. 

Пусть на сторонах (или продолжениях сторон) AB , BC  и AC  
треугольника ABC  выбраны точки K, L и M соответственно таким 
образом, что выполнены два условия: 
• ABsAK = , BCsBL = , CAsCM = , для некоторого s , отлично-

го от 0 и 1; 
• треугольник KLM  подобен треугольнику ABC  (при подходя-

щем сопоставлении вершин). 
Треугольники, обладающие двумя указанными свойствами, мы 

назвали подобно-вписанными в исходный.  
Легко выяснить, что, если исходный треугольник равносторон-

ний, любое допустимое s  приводит к подобно-вписанному тре-
угольнику. В то же время, у равнобедренного треугольника, отлич-
ного от равностороннего, единственным подобно-вписанным тре-
угольником является срединный. С разносторонними треугольни-
ками дело обстоит интереснее. У любого из них есть ровно три по-
добно-вписанных треугольника, для которых 10 << s .  Кроме того, 
у разностороннего треугольника, как правило, есть еще один по-
добно-вписанный треугольник, вершины которого лежат на про-
должениях сторон исходного треугольника. На рисунке 1 пред-
ставлены подобно-вписанные треугольники треугольника ABC  
(мы переименовали вершины так, чтобы имена вершин, соответст-
вующих друг другу при подобии, отличались только индексами).  
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Однако существует особый класс разносторонних треугольни-
ков, не имеющих внешнего подобно-вписанного треугольника. Та-
кие треугольники называются автомедианными (это название обу-
словлено тем, что автомедианные треугольники и только они по-
добны треугольникам, составленным из их медиан). Еще одним 
критерием автомедианности треугольника является соотношение 

222 2bca =+ , где b  ― средняя по длине сторона треугольника. 
Обоснование этого и некоторых других свойств автомедианных тре-
угольников можно найти, например, в [1]. Все подобно-вписанные тре-
угольники автомедианного треугольника представлены на рисунке 2. 
Отметим, что в случае автомедианности исходного треугольника (и 
только в этом случае) два подобно-вписанных треугольника цен-
трально-симметричны.  Вершины подобно-вписанных треугольников, 
отличных от срединного, делят стороны исходного треугольника в 
отношении 1:2 (2:1). С другими свойствами подобно-вписанных тре-
угольников можно познакомиться в [2]. 

Уже обнаружив и доказав эти свойства, мы выяснили, что мно-
гие из них были выявлены пятью годами раньше (см. [3]). Поэтому 
мы решили поискать какие-либо другие, новые свойства автомеди-
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анных треугольников. В частности, мы заинтересовались вопросом, 
обладают ли какими-нибудь дополнительными интересными свой-
ствами и без того замечательные точки треугольника при условии, 
что этот треугольник автомедианный.   

 
 

Но как искать такие свойства? В настоящей статье мы опишем 
достаточно простой метод поиска. Его можно было бы назвать 
примитивным и даже тупым, если бы не его поразительно высокая 
эффективность, обусловленная использованием возможностей со-
временных математических пакетов. В нашем случае исследование 
проводилось с помощью СКА maple.  

В основу поиска положен компьютерный эксперимент. Мы за-
дались двумя экспериментальными и одним контрольным тре-
угольниками: 1ABC , 2ABC , 0ABC . Мы использовали параметри-
зацию всех треугольников с точностью до подобия, при которой 
бо́льшая сторона треугольника фиксирована на координатной 
плоскости (соответствующие вершины )0;1(−A , )0;1(B ), а третья 
вершина принадлежит области T , ограниченной первым квадран-
том и дугой окружности 4)1( 22 =++ yx  (в этом случае 

ABACBC ≤≤ ). В частности, мы взяли );( 5
112

5
1

1C , );( 5
11

5
2

2C , 
);( 5

7
5
1

0C  так, что треугольники 1ABC  и 2ABC  автомедианные, а 

0ABC  — нет.  
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Предварительная часть работы заключалась в составлении баз 
координат замечательных точек для трех выбранных треугольни-
ков. Мы ограничились рассмотрением точек, представленных в он-
лайн энциклопедии центров треугольников, ETC ([4]) под номера-
ми 1–116, 125, 351 (последние две точки были добавлены на осно-
вании промежуточных результатов исследования). В дальнейшем 
мы будем придерживаться обозначений, принятых в этом источни-
ке: каждый из центров треугольника обозначается буквой «X» с 
индексом, соответствующим его порядковому номеру в энцикло-
педии. 

Большинство координат были получены переводом соответст-
вующих трилинейных координат, представленных в ETC. Трили-
нейные координаты привязаны к треугольнику (обозначим его 
ABC ) и представляют собой упорядоченную тройку чисел, опре-

деленных с точностью до ненулевого числового множителя. Если 
точка расположена внутри треугольника, в качестве трилинейных 
координат можно взять расстояния от этой точки до прямых, со-
держащих стороны BC , AC  и AB  соответственно. Если же точка 
лежит снаружи треугольника, то в качестве ее трилинейных коор-
динат можно взять ориентированные расстояния до прямых, со-
держащих стороны: расстояние берется со знаком плюс, если точка 
лежит по одну сторону с вершиной, не принадлежащей данной 
стороне, и со знаком минус в противном случае. Естественно, что 
для точки, лежащей на прямой, содержащей сторону, соответст-
вующая координата равна нулю. В частности, трилинейные коор-
динаты вершин A , B  и C  равны (1: 0: 0), (0: 1: 0) и (0: 0: 1) соот-
ветственно (напомним, что трилинейные координаты определены с 
точностью до ненулевого числового множителя). 

Для автоматизации процесса перевода нами были созданы спе-
циальные maple-функции. Для некоторых точек автоматический 
перевод технически сложен или даже невозможен (деление на 0). 
Для таких точек мы искали декартовы координаты вручную, следуя 
их определению.  
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Следующая часть — собственно эксперимент по выявлению 
свойств автомедианных треугольников. Мы подразделили искомые 
свойства на четыре класса: свойства, характеризующие одну заме-
чательную точку; свойства, характеризующие взаимное располо-
жение пар замечательных точек; троек замечательных точек; чет-
верок замечательных точек. 

 Каждую из точек 1161 XX − , 125X , 351X  мы проверили на принад-
лежность сторонам треугольника и вписанной окружности. Почему 
проверялась принадлежность именно этим объектам, объясним ниже. 
Прямые, проходящие через каждую пару точек из того же списка, мы 
проверили на параллельность и перпендикулярность каждой из сто-
рон. Каждую тройку мы проверили на коллинеарность (принадлеж-
ность одной прямой), а каждый треугольник с вершинами в данных 
точках на наличие равных сторон и прямого угла. Для четверок точек 
выполнялась проверка на принадлежность одной окружности. Кроме 
того, точки в каждой четверке всеми возможными способами разби-
вались на пары, а прямые, определяемые этими парами, проверялись 
на параллельность и перпендикулярность.  

Для проверяемых точек выполняется немало свойств, справед-
ливых для любого треугольника. Например, целых 15 центров рас-
положены на прямой Эйлера, сразу 16 замечательных точек лежат 
на описанной окружности и так далее. Поэтому для фиксации како-
го-либо свойства автомедианных треугольников требовалось, что-
бы оно выполнялось для обоих экспериментальных треугольников, 
но не присутствовало у контрольного.  Отметим, что одного экспе-
риментального треугольника недостаточно. Например, если ис-
пользовать только первый, можно обнаружить принадлежность 

22X  (эксетерской точки) прямой AB . А 66X  (как и положено точ-
ке, изогонально сопряженной точке, принадлежащей стороне тре-
угольника) и вовсе совпадает с 1C . Но это свойство конкретного 
треугольника 1ABC , а не всех автомедианных треугольников.  

Поясним, почему мы остановились на вышеприведенном списке 
проверяемых свойств. В частности, ответим на вопрос, почему 
проверялась принадлежность замечательных точек сторонам, но не 
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проверялось совпадение их с вершинами. Все просто – совпадение 
какой-то точки с вершиной означает принадлежность ее сразу двум 
сторонам и не ускользнет от нашего внимания. По тем же причи-
нам мы проверяли принадлежность исследуемых точек вписанной 
окружности, но не проверяли их на принадлежность к описанной 
окружности или, например, окружности 9 точек. Среди исследуе-
мых замечательных точек достаточное количество принадлежит 
этим объектам. Поэтому наличие точки, которая в общем случае не 
обязана принадлежать, скажем, описанной окружности, но принад-
лежит ей в случае автомедианного треугольника, не останется не-
замеченным. Аналогично, мы отдельно не анализировали четверки 
точек на принадлежность четырехугольникам специального вида, 
но это не помешало нам «выловить» несколько параллелограммов 
и прямоугольников. Наконец, разумеется, наш выбор свойств субъ-
ективен. Например, мы не проверяли принадлежность замечатель-
ных точек вневписанным окружностям или расположение их на 
каких-либо кривых второго порядка (за исключением окружно-
стей). В последнем случае нам пришлось бы рассматривать шес-
терки точек, поскольку любые пять точек лежат на некоторой кри-
вой второго порядка.  

На первый взгляд, кажется, база из 118 точек не столь велика и 
посильна даже для ручного перебора. Но 118 точек образуют более 
семи с половиной миллионов четверок, для каждой из которых по 
три раза выполнялась проверка на наличие параллельных и пер-
пендикулярных прямых, а также более громоздкая в вычислитель-
ном плане проверка на принадлежность одной окружности. Причем 
все эти проверки проводились для трех треугольников, что дает 
сотни миллионов обращений к простейшим процедурам (таким как 
вычисление определителя второго порядка или скалярного произ-
ведения). Очевидно, что такие объемы вычислений посильны толь-
ко компьютеру.   

Будучи системой компьютерной алгебры, maple по умолчанию 
проводит вычисления с абсолютной точностью. Но, учитывая объ-
ем вычислений и громоздкость точного выражения координат 
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большинства рассматриваемых точек, мы выполняли вычисления 
приближенно, с точностью до 18 значащих цифр. При этом выводы 
о совпадении итоговых данных делались, когда совпадали первые 
13 знаков.  

Но позвольте, какие выводы?! Да, один контрпример достаточен 
для опровержения предположения, что свойство выполняется для 
любых треугольников. Но два подтверждающих примера ничего не 
доказывают!  Тем более что и они получены в результате прибли-
женных вычислений.  

Конечно, не доказывают! Но мы и не ставили такой цели! Це-
лью эксперимента было выяснение того, что же следует доказы-
вать. Само доказательство, как и положено, велось в общем виде. 
Но вновь с использованием maple. 

 Но, прежде чем приступить к формулировке и доказательству 
обнаруженных свойств, кратко опишем замечательные точки, уча-
ствующие в формулировках этих свойств, и соотношения между 
ними, справедливые для любого разностороннего треугольника 
(все излагаемые факты есть в [4]).  

2X , 3X , 4X  — это наши добрые знакомые: центроид, центр 
описанной окружности и ортоцентр. Эти точки лежат на одной 
прямой, называемой прямой Эйлера. При этом 2X  лежит между 

3X  и 4X  и вдвое ближе к 3X  чем к 4X . 
На прямой Эйлера лежит и точка 5X  — центр окружности 9 то-

чек (она же — окружность Эйлера, она же — окружность Фейерба-
ха). Эта окружность проходит через основания всех медиан и высот 
треугольника, а также середины отрезков, соединяющих ортоцентр 
с вершинами исходного треугольника. Замечательно, что эта ок-
ружность касается вписанной и трех вневписанных окружностей. 

Для определения 6X  (и еще нескольких центров) нам потребу-
ется изогональное сопряжение. Пусть точка  отлична от вершин 
треугольника ABC . Можно доказать, что три прямых, являющихся 
отражениями прямых AM , BM  и CM  относительно соответст-
вующих биссектрис, пересекаются в одной точке M ′ .  Эта точка и 
есть точка, изогонально сопряженная M . В свою очередь, M  изо-
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гонально сопряжена M ′  Более подробно про изогональное сопря-
жение можно почитать, например, в [5].  

 

 
 

6X  — это точка, изогонально сопряженная центроиду. Она на-
зывается точкой Лемуана и обладает целым рядом красивых аль-
тернативных описаний. Сумма квадратов расстояний от сторон тре-
угольника до точки Лемуана меньше аналогичной суммы для дру-
гих точек плоскости. Точка Лемуана является центроидом тре-
угольника, образованного проекциями точки Лемуана на стороны, 
и иных точек с подобным свойством не существует. Расстояния от 
точки Лемуана до сторон треугольника пропорциональны длинам 
сторон. Точка Лемуана является точкой пересечения прямых, со-
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единяющих середины сторон треугольника с серединами соответ-
ствующих им высот. Точка Лемуана есть точка пересечения пря-
мых, соединяющих соответствующие вершины исходного и тан-
генциального (его стороны — касательные к описанной окружно-
сти в вершинах исходного треугольника) треугольников. И это 
лишь малая толика свойств точки Лемуана. (Точка 69X  на рисунке 
6 является точкой Лемуана по отношению к треугольнику CBA ′′′ .)  

13X  — 1-я изогональная точка. Она является точкой пересече-
ния трех прямых, соединяющих вершины треугольника с верши-
нами равносторонних треугольников, построенных вовне на проти-
воположных сторонах.  Кроме того, если больший угол треуголь-
ника меньше °120 , то сумма расстояний от вершин треугольника 
до точки 13X  меньше, чем до любых других точек плоскости. В 
этом качестве 13X  называется точкой Ферма. При том же ограни-
чении на больший угол 13X  является еще и точкой Торичелли, то 
есть точкой, из которой все три стороны треугольника видны под 
одинаковыми углами. 
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14X – 2-я изогональная точка. Она строится так же, как и 1-я, с 
той разницей, что правильные треугольники на сторонах строятся 
вовнутрь.  13X  и 14X   являются диаметральными точками гипербо-
лы Киперта, то есть, гиперболы, на которой лежат вершины, цен-
троид и ортоцентр. Середина отрезка 1413 XX  является центром ги-
перболы Киперта и обозначается 115X  (см. рис. 3). Отметим, что 

115X  лежит также на окружности 9 точек.  
Прежде чем описывать следующие замечательные точки, на-

помним, что геометрическим местом точек, отношение расстояний 
от которых до концов данного отрезка есть величина постоянная, 
является окружность (в частном случае, когда отношение равно 1, 
она вырождается в срединный перпендикуляр), называемая окруж-
ностью Аполлония. Окружность Аполлония к стороне AB  тре-
угольника ABC , проходящая через вершину C , очевидно прохо-
дит через основание биссектрисы 1CC  и точку пересечения 2C  
биссектрисы внешнего угла с продолжением стороны AB  и опира-
ется на отрезок 21CC  как на диаметр. Окружности Апполония к 
каждой из сторон треугольника, проходящие через вершины, не 
принадлежащие данной стороне, пересекаются в двух точках 15X  и 

16X , называемых точками Аполлония или 1-й и 2-й изодинамиче-
скими точками. Причем первой ( 15X ) считается та из них, для ко-
торой прямая 1513 XX  параллельна прямой Эйлера (для второй точ-
ки прямая 1614 XX  параллельна прямой Эйлера). Педальный тре-
угольник точки 15X  является равносторонним.  Обе изодинамиче-
ские точки лежат на прямой 63 XX . 

Окружность, проходящая через точки Аполлония и центроид, 
называется окружностью Парри (на рисунке 4 она ярче окружно-
стей Аполлония и описанной окружности). 351X  — центр окруж-
ности Парри. Одна из точек пересечения окружности Парри с опи-
санной окружностью ( 110X ) является фокусом параболы Киперта. 
Эта парабола касается стороны и продолжений двух других сторон 
исходного треугольника и имеет в качестве директрисы прямую 
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Эйлера. Вторая точка пересечения окружности Парри и описанной 
окружности ( 111X ) тоже носит имя Парри. 

 

 
 

Пусть CBA ′′′  — тангенциальный треугольник треугольника 
ABC . Три окружности, проходящие через тройки точек 

),,( 3XAA ′ , ),,( 3XBB ′  и  ),,( 3XCC ′  (на рисунок 5 попала лишь 
дуга первой из этих окружностей), пересекаются в двух точках. Одной 
из них, естественно, является 3X , а вторая обозначается 23X  и назы-
вается очень далекой точкой (Far-out point). Она лежит на окружности 
Парри.  67X  — точка, изогонально сопряженная 23X . 

Теперь пусть CBA ′′′  — антидополнительный треугольник к 
треугольнику ABC  (то есть ABC  является срединным треугольни-
ком для CBA ′′′ ).  Точка Лемуана антидополнительного треуголь-
ника по отношению к ABC  является точкой 69X  (рис. 6). 
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74X  — точка, изогонально сопряженная бесконечно удаленной 
точке прямой Эйлера. Для ее построения нужно провести через вер-
шины исходного треугольника прямые, параллельные прямой Эйлера. 
Отражения этих прямых от биссектрис пересекутся в одной точке, 
лежащей на описанной окружности. Это и есть 74X  (рис. 7).  
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Отметим, что 3X  является серединой отрезка 11074 XX . Таким 
образом, точки 74X  и 110X  диаметрально противоположны на опи-
санной окружности. 

Опишем еще одну пару замечательных точек, служащих концами 
одного из диаметров описанной окружности. Одно из определений 
точки Штейнера ( 99X ) таково. На отрезке, соединяющем центр опи-
санной окружности ( 3X ) с точкой Лемуана ( 6X ), как на диаметре 
построим окружность (см. рис. 8). Она называется окружностью 
Брокара. Пусть 1A  — точка пересечения окружности Брокара и пер-
пендикуляра к BC , опущенного из 3X . Точки 1B  и 1C  определяют-
ся аналогично. Треугольник 111 CBA  тоже носит имя Брокара.  

 

 
 

Через вершины исходного треугольника проведем прямые, па-
раллельные соответствующим сторонам треугольника Брокара. Эти 
три прямые пересекаются в одной точке, лежащей на описанной 
окружности. Это и есть 99X . 98X  можно определить аналогично, с 
той разницей, что на последнем этапе через вершины исходного 
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треугольника нужно проводить прямые не параллельные, а перпенди-
кулярные сторонам треугольника Брокара. На пересечении этих трех 
прямых и описанной окружности лежит точка, диаметрально проти-
воположная точке Штейнера. Это 98X  — точка Тарри (здесь нет опе-
чатки: точки Парри и Тарри — две разные замечательные точки). 

Поскольку отрезки 11074 XX  и 9998 XX  — два диаметра одной и 
той же окружности, четырехугольник 991109874 XXXX  является 
прямоугольником с центром в 3X . 

 Рассмотрим еще одну кривую второго порядка, связанную с 
произвольным разносторонним треугольником — гиперболу Ержа-
бека. Подобно гиперболе Киперта, она проходит через вершины и 
ортоцентр (рис. 9). Еще одной точкой, определяющей данную ги-
перболу, является центр описанной окружности.  

 

 
 

Кроме перечисленных пяти точек, определяющих гиперболу Ер-
жабека, на ней лежат еще несколько центров треугольника. Например, 
точка Лемуана. Центр самой гиперболы Ержабека ( 125X ) является 
серединой отрезка 744 XX . Таким образом, 74X  является четвертой 
(наряду с вершинами исходного треугольника) точкой пересечения 
описанной окружности и гиперболы Ержабека. Точка 125X  лежит еще 
и на окружности 9 точек, а диаметрально противоположная ей точка 
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на этой окружности, согласно ETC, обозначается 113X . Еще одной 
парой диаметрально противоположных точек окружности Фейербаха 
являются  115X  (центр гиперболы Киперта), и точка, обозначенная в 
ETC как 114X .Таким образом, в любом разностороннем треугольнике 
четыре замечательных точки 113X , 114X , 125X , 115X  являются вер-
шинами прямоугольника с центром в 5X . Заметим, что этот и преды-
дущий прямоугольники переходят друг в друга при гомотетии с цен-
тром в 2X , переводящей описанную окружность в окружность 9 то-
чек. Далее, прямая 673 XX  параллельна прямым 9974 XX , 11098 XX  и 
лежит ровно посередине между ними. Таким образом, имеются две 
четверки прямых: 9974 XX , 673 XX , 11098 XX  (на ней лежат также точ-
ки 2X , 114X , 125X ), 1413 XX  (на ней лежат также точки 6X , 113X , 

115X ); 114113 XX , 11099 XX , 125115 XX , 9874 XX . Прямые каждой из 
четверок параллельны между собой, а прямые из разных четверок по-
парно перпендикулярны.  Заметим также, что для любого треугольни-
ка 114X  — середина отрезка 994 XX .  

Приступим к изложению особенностей взаимного расположения 
замечательных точек, справедливых для автомедианных треуголь-
ников (как мы увидим, многие из них справедливы исключительно 
для автомедианных треугольников). Очевидно, что в случае равно-
стороннего треугольника каждый из его центров либо не опреде-
лен, либо совпадает с центром симметрии. Поэтому мы будем рас-
сматривать треугольники, отличные от равностороннего. 

Следуя изложенной выше программе, мы сначала обнаружили, а 
затем доказали следующие факты, равносильные автомедианности 
исходного треугольника. 

1. Окружность Аполлония для стороны AC  и вершины B , 
проходит через центроид. Это условие, очевидно, равносильно сле-
дующим: эта окружность совпадает с окружностью Парри; точка 
Парри ( 111X ) совпадает с вершиной B .  

2. Центр окружности Парри ( 351X ) лежит на продолжении сто-
роны  AC  за точку C . 
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3. Точка Штейнера ( 99X ) совпадает с точкой 2B , в которой про-
должение медианы 1BB  за 1B  пересекает описанную окружность. 

4. Медиана  1BB  перпендикулярна прямой Эйлера. 
5. Центроид ( 2X ) — середина отрезка 2BB . 
6. Середина AC  ( 1B ) — середина отрезка 22 BX . 
7. Центр гиперболы Киперта ( 115X ) — середина отрезка 2BX .  
8. Прямая, проходящая через центроид и точку Лемуана 

( 62 XX ), перпендикулярна высоте из вершины B . 
9. Прямые  62 XX  и 1413 XX  перпендикулярны. 
10.  Прямые  11167 XX  и 1114 XX  перпендикулярны. 
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Временно прервем перечисление критериев, чтобы обсудить не-
которые сопутствующие моменты. 

Критерии 4–6 не новы (см., например, [1]). Из них следует, что 
точки 115X , 2X  и 1B  делят отрезок 2BB  на 4 равные части. Комби-
нируя критерии из приведенного списка и учитывая изложенные 
выше факты, справедливые для любого треугольника, а также оче-
видную перпендикулярность AC  и 4BX , получаем, что две пятерки 
прямых ( 9974 XX , 673 XX , 11098 XX , 1413 XX , 1114 XX ) и ( 11099 XX , 
AC , 62 XX , 125115 XX , 11167 XX ) для автомедианного треугольника 
образуют равномерную прямоугольную сетку (рис. 10). 

Еще две прямые 114113 XX  и 9874 XX , как было отмечено раньше, 
параллельны прямым второго семейства. 

Многие прямые указанных семейств пересекаются в рассматри-
ваемых точках. Это позволяет нам, в дополнение к двум упомяну-
тым ранее, указать для автомедианных треугольников еще не-
сколько прямоугольников с вершинами в замечательных точках.  
Так, прямоугольники 11099692 XXXX  и 9874692 XXXX  при гомоте-

тии с центром в 2X  и коэффициентом 
2
1−  перейдут соответствен-

но в прямоугольники 12511562 XXXX  и 11411362 XXXX  (в дальней-
шем мы увидим, что это не последние прямоугольники с вершиной 
в 2X ). Отметим, что центром 11099692 XXXX  является середина 
стороны AC .  

На рисунке 10 можно обнаружить и другие закономерности. 
Например, треугольники 114992 XXX  и 11442 XXX  являются равно-
бедренными, поскольку 1142 XX  — медиана прямоугольного тре-
угольника.  

Продолжим перечень утверждений, равносильных автомедиан-
ности исходного треугольника. 

11.  Прямая, проходящая через центры гиперболы Киперта 
( 115X ) и окружности Парри ( 351X ), параллельна прямой Эйлера (а 
значит, и прямым 1513 XX  и 1614 XX ). 
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12.  Первая и вторая изодинамические точки ( 15X  и 16X ) диа-
метрально противоположны на окружности Парри. 

13.  Точка Парри ( 111X ) диаметрально противоположна Far-out 
point ( 23X ) на окружности Парри. 

14.  Прямые  1132 XX  и 142 XX  перпендикулярны. 
15.  Прямые 11113 XX  и 11114 XX  перпендикулярны. 
16.  Прямые  132 XX  и 11113 XX  перпендикулярны. 

 

 
 

Из критериев 12-16 следует, что еще две четверки замечатель-
ных точек автомедианного треугольника являются вершинами 
прямоугольников. И если прямоугольники с вершиной 2X , пред-
ставленные на рисунке 10, без предположения об автомедианности 
исходного треугольника являются прямоугольными трапециями, то 
у прямоугольников 14111132 XXXX  и 162315111 XXXX  с рисунка 11 в 
общем случае нет ни прямых углов, ни параллельных сторон. Зато 
для любого исходного треугольника справедливо соотношение 
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||
||

||
||

11116

11115

142

132

XX
XX

XX
XX

= , откуда следует, что прямоугольники на ри-

сунке 11 подобны.  Продолжая тему подобия, заметим, что, соглас-
но критерию 9, для автомедианного треугольника 62 XX  является 
высотой прямоугольного треугольника 14132 XXX  ( 6X  лежит на 
прямой 1413 XX  для любого треугольника), что дает массу подоб-
ных треугольников на рисунке 11. 

На рисунках 12 и 13 представлены еще несколько соотношений, 
каждое из которых равносильно автомедианности исходного тре-
угольника. 

 

 
 

17.  Центр гиперболы Ержабека ( 125X ) является серединой от-
резка 11169 XX . С учетом того, что 125X  — середина 744 XX , полу-
чаем, что 11174694 XXXX  — параллелограмм (рис. 12). 

18. Центр окружности 9 точек ( 5X ) равноудален от 67X , и точ-
ки Штейнера ( 99X ). 
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19.  Центр окружности 9 точек ( 5X ) равноудален от центроида 
( 2X ) и точки Лемуана ( 6X ). 

20. 
||
||

||
||

6799

599

62

52

XX
XX

XX
XX

=  . 

Из соотношений пунктов 18, 19 и 20 следует, что треугольники 
652 XXX  и 67599 XXX  подобны (рис. 13). 

 

 
 

Каждое из приведенных 20 условий необходимо и достаточно 
для автомедианности треугольника. Но нами выявлены и некото-
рые свойства автомедианных треугольников, которые могут быть 
справедливы и для некоторых треугольников, не являющихся ав-
томедианными. Как правило, в формулировке этих свойств фигу-
рируют не только центры треугольника, но и его вершины, сторо-
ны и т. д. Например, прямая, проходящая через центры гипербол 
Киперта и Ержабека, параллельна стороне AC  тогда и только то-
гда, когда исходный треугольник автомедианный или равнобед-
ренный.  
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Еще один пример: треугольник с вершинами в 1-й и 2-й изого-
нальных точках ( 13X  и 14X ) и в точке B  является прямоугольным 
тогда и только тогда, когда исходный треугольник автомедианный 
или угол при вершине B  равен °60 . 

Приступим к доказательствам вышеприведенных свойств. Нач-
нем с последнего. Действуя по определению изогональных точек, 
найдем их координаты в нашей параметризации, где );( yx  — ко-
ординаты вершины C . 
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Вычитая по 1 из первых координат, найдем координаты векто-
ров 13BX  и 14BX . Скалярное произведение этих векторов равно 

2222

2222

12)3(
)366)(36(

3
2

yyx
xyxxyx

−++
−++−−++  

Легко убедиться, что знаменатель этого выражения не обраща-
ется в 0 нигде в области T  (напомним, что она ограничена поло-
жительными полуосями координат и дугой окружности 

4)1( 22 =++ yx ), за исключением точки )3;0(D , соответствую-
щей равносторонним треугольникам. Обращение в 0 первой скобки 
числителя означает, что треугольник автомедианный. Второй со-
множитель числителя разлагается на линейные множители:  

)333)(332(
3
1366 22 −+++−=−++− yxyxxyx  

Прямая, соответствующая первому множителю, не имеет общих 
точек с областью T  (она проходит через точку B , лежащую на 
границе, но не принадлежащую области T ). Обращение в ноль 
второго множителя имеет место для точек C , соответствующих 
треугольникам с углом при вершине B , равным °60 . 
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Найдем необходимые и достаточные условия того, что центроид 
лежит на второй окружности Аполлония (1-й пункт списка).  

По формулам деления отрезка в данном отношении найдем ко-
ординаты точек 1B  и 0B , делящих AC  в отношении a:2  внутрен-
ним и внешним образом 
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Середина отрезка 01BB  — центр второй окружности Аполло-
ния, четверть квадрата расстояния — квадрат ее радиуса. Вычитая 

эту величину из квадрата расстояния от 







3
;

32
yxX  до центра, по-

сле упрощений получим )36(
9
1 22 −++ xyx .  Таким образом, цен-

троид лежит на второй окружности Аполлония тогда и только то-
гда, когда исходный треугольник является автомедианным. 

Мы не будем приводить доказательства остальных утвержде-
ний, поскольку они проводятся совершенно аналогично. Правда, 
координаты некоторых из рассматриваемых центров весьма гро-
моздки. Поэтому соответствующие преобразования мы вели с по-
мощью maple. Разумеется, на этот раз все вычисления велись с аб-
солютной точностью. 

Ситуация, когда итоговое выражение, равенство которого нулю 
равносильно выполнению проверяемого свойства, с точностью до 
числового множителя совпадает с 3622 −++ xyx  достаточно ред-
ка. Как правило, в этом выражении присутствуют и другие множи-
тели, зависящие от координат вершины . Но во многих случаях 
эти множители не обращаются в 0 в точках области T , отличных 
от D . Во всех этих случаях проверяемое свойство равносильно ав-
томедианности исходного треугольника. В остальных случаях со-
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ответствующее свойство является лишь следствием автомедианно-
сти. Например, равенство |||| 5675 XXBX =  справедливо не только 
для автомедианных треугольников (дуга DE  на рис. 14), но и для 
треугольников, у которых вершина C  лежит на кривой 

322 2223 =+++ yxxyx  (пунктирная линия на рис. 14). В то же 
время, равенство |||| 5675111 XXXX =  (а в автомедианных треуголь-
никах, как мы знаем, точки B  и 111X  совпадают) равносильно ав-
томедианности треугольника. 

 

 
 
Работа Ярослава Сысоева, получившего (при частичном участии 

автора) описанные результаты, удостоена диплома II степени на 
Всероссийском конкурсе научно-исследовательских работ школь-
ников «Юниор-2020».  

В заключение отметим, что доказанные (и, тем более, экспери-
ментально обнаруженные) нами свойства далеко не исчерпываются 
приведенными в данном сюжете. Так, нами найдены 14 окружно-
стей. Каждая из них проходит через три замечательных точки тре-
угольника, отличных от точки Парри. Но если исходный треуголь-
ник является автомедианным, каждая из этих окружностей прохо-
дит еще и через точку Парри. 
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А если не монотонна? 

 
Д.Б. Невидимый, 

Школа № 1530 «Школа  
Ломоносова», г. Москва 

ndb1530@mail.ru 
 
Монотонность функции часто используется при решении урав-

нений и неравенств. 
Например:  
— если функция )(xfy =  является возрастающей на некотором 

промежутке А, а )(xgy =  — убывающей на этом промежутке, то 
уравнение )()( xgxf = имеет не более одного корня. 

— если функция )(xfy =  строго монотонна на некотором про-
межутке А, то уравнение axf =)(  имеет не более одного корня. 

— если функция )(xfy =  возрастает, )( fDa ∈  и )( fDb ∈ , то 
babfaf <⇔< )()( . 

И многие другие свойства. Я бы хотел рассмотреть одно из них. 
Если функция )(tfy =  строго монотонна на своей области оп-

ределения, и значения функций )(xh  и )(xg  попадают в )( fD , то 
уравнение ))(())(( xgfxhf =  равносильно уравнению )()( xgxh = . 

Факт достаточно  известный, но напомню, как он работает. 
Пример 1. Решите уравнение 

22)2()2( 23 ++=+−−− xxxxxx . 

Преобразуем уравнение:  
xxxxxxx +−=−+−−− )2()2()2( 23 . 

Сделаем замену: ax =− 2 , bx = . Получим   

bbbaaa +−=+− 2323 . 
Или )()( bfaf = , где ttttf +−= 23)( . 
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Функция )(tf  строго возрастает на R , так как 
0123)( 2 >+−=′ tttf . Следовательно, ba = .  

Осталось решить уравнение  xx =− 2 . Получим  2=x . 
Ответ: 2. 
Уравнение может иметь другой вид, но решается аналогично. 
Пример 2. Решите уравнение  

xxxxxx cos2cos4cos82sin2sin2sin 2323 +−=+− . 
Сделаем замену: ax =2sin , bx =2cos . Получим   

bbbaaa +−=+− 2323  
Или )()( bfaf = , где ttttf +−= 23)( . 
Про монотонность этой функции мы уже говорили, поэтому де-

лаем вывод, что ba =  или xx cos22sin = . 
xxx cos2cossin2 = , 

0)1(sincos2 =−xx , 
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;1sin
,0cos
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Ответ: Zkk ∈π+π ,2
2

. 

Но что же делать, если в подобной ситуации функция окажется 
не монотонна? 

Пример 3. Решите уравнение  
xxxx 4623 coscos)2(sin)2(sin −−=+−+ . 

Очевидная замена: ax =+ 2sin , bx =2cos  не поможет, получим 
2323 bbaa −−=− . Обозначим тогда : ax =+ 2sin , bx =− 2cos . 

Теперь вроде все правильно: 2323 bbaa −=− . Осталось рассмот-
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реть уравнение )()( bfaf = , где 23)( tttf −= . И хотя функция 
)(tf  определена на всей числовой прямой, она при этом не являет-

ся монотонной. 
Действительно, )23(23)( 2 −=−=′ tttttf , т.е. имеет интервалы и 

возрастания, и убывания. 

 
Пойдём дальше. Построим график этой кубической функции. 

Найдём значения в точках экстремума: 0)0( =f ,   

27
4

9
4

27
8

3
2 −=−=





f  . 

 
Осталось рассмотреть, какие значения принимают a и b. 

2sin += xa , следовательно, ]3;1[∈a . 
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xb 2cos−= , следовательно, ]0;1[−∈b . 

 
При ]3;1[∈a  ]18;0[)( ∈tf . 
При ]0;1[−∈b  ]0;2[)( −∈tf . 
И вот тут мы можем заметить, что равенство  )()( bfxf =  может 

выполняться только в случае, когда 1=a  и 0=b , т.е. 
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Ответ: Zkk ∈π+π− ,2
2

. 

Даже то, что функция оказалась не монотонной, не помешало 
нам решить уравнение! Конечно, при этом нам потребовалась про-
изводная для исследования. Но подготовиться к решению таких 
номеров можно и в 8-9 классе, без применения производной. 

Пример 4. Решите уравнение:  

=−−+−+−+−−−+ |223|123|123|2 222 xxxxxx  

|32|2|22|2 222 −−−−−−−= xxxxxx . 

Сделаем замену: axx =−+ 223 , bxx =−− 12 2 . 
Получим |2|1|1|2|2|1|1|2 −−+−−=−−+−− bbbaaa  или  

)()( bfaf = , где |2|1|1|2)( −−+−−= ttttf . Является ли )(tf мо-
нотонной — не очень понятно, поэтому построим  график этой 
функции. 

Рассматривать несколько интервалов, раскрывая на каждом мо-
дули с плюсом и минусом, мы не будем. Здесь важно понять, что, 
как бы мы не раскрыли модуль, получим линейную функцию. Т.е. 
на промежутке ]1;(−∞  графиком будет часть прямой (точнее — 
луч), на отрезке ]2;1[  — также часть прямой (точнее отрезок) и на 
последнем промежутке );2[ ∞+ — часть прямой (луч). 

Для построения графика мы составим табличку. В неё войдут 
вершины нашей ломаной ( 1=t  и 2=t ) и  пара дополнительных 
точек, для построения лучей. 

t –1 1 2 3 
)(tf 3 –1 1 1 
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На промежутке ]1;(−∞  строим луч ВА. 
На отрезке ]2;1[  — отрезок ВС. 
На промежутке );2[ ∞+  — строим луч CD. 
Получим следующий график: 
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Как мы видим, функция снова не является монотонной. Поэтому 
придётся исследовать, какие значения могут принимать a и b. 

Сначала рассмотрим a: 

,23 2 axx =−+  
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Графиком функции 223 xxa −+=  является полуокружность, 
по которой видно, что a принимает значения от 0 до 2. 

 
Рассмотрим b: 

bxx =−− 12 2 , 
221 xxb −=+ , 
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b
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Графиком функции 12 2 −−= xxb  является также полуокруж-
ность. По графику можем сделать вывод, что ]0;1[−∈b . 

 
Заметим, что при ]2;0[∈a  функция )(tf  принимает значения 

от –1 до 1, а при  ]0;1[−∈b  )(tf  принимает значения от 1 до 3.  
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При этом равенство )()( bfaf =  может выполняться только в 

двух случаях: 
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Первый случай: 
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Данная система решений не имеет. 
Второй случай: 
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1=x . 
Ответ: 1. 
 
 



 
Треугольник с углом °60  

 
Д.В. Прокопенко, 

ФМШ 2007, г. Москва 
prokop.dm@mail.ru 

 
    В 2010 году на региональном этапе Всероссийской олимпиа-

ды в 9 классе была предложена 

Задача В треугольнике ABC  угол B  равен 60 . Пусть 1AA  и 

1CC  биссектрисы этого треугольника. Докажите, что точка 1B , 
симметричная вершине B  относительно прямой 11CA , лежит на 
стороне AC  (рис. 1). 

 
Рис. 1 

   Оказалось, что решить эту задачу можно разными способами, 
которые связаны с классическими геометрическими конструк-
циями, знакомству с которыми и посвящена данная статья. Мы по-
кажем, что каждый новый содержательный способ решения позво-
ляет узнать больше о задаче, а также даст возможность решить со-
вершенно другие задачи. Чтобы не разбирать различные случаи, 
будем считать, что треугольник ABC  из условия — остроуголь-
ный, BCBA > , и будем доказывать, что точка 1B  лежит на прямой 
AC . В дальнейшем для краткости эту задачу мы будем называть 
основная задача. 
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1.  Много окружностей 
Сначала немного повторим теорию. Для работы со вписанными 

четырехугольниками часто используется  
Теорема 1.  Свойство и признак вписанного четырехугольника. 

Внешний угол четырехугольника равен противоположному углу 
тогда и только тогда, когда этот четырехугольник — вписанный. 

 
Рис. 2 

Нам пригодится простая, но полезная формула. 
Теорема 2.  Формула угла между биссектрисами. В треуголь-

нике ABC  угол B  равен α . Биссектрисы 1AA , 1CC  пересекаются 
в точке I  (рис. 3). Тогда  

.
2

90= α+∠ AIC  

 
Рис. 3 Рис. 4 
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Упражнение 1. Докажите эту формулу.  
Сформулируем полезные свойства треугольника с углом 60 , 

которые можно использовать в решении задач. 
Теорема 3.  В треугольнике ABC  угол B  равен 60 . Биссек-

трисы 1AA  и 1CC  пересекаются в точке I . Тогда 1) четырех-
угольник IBCA 11  — вписанный; 2) 11 = ICIA  (рис. 4).  

Упражнение 2. Докажите эти свойства.  
Теорема 4.  На сторонах треугольника ABC  выбрали точки: 

1A  на BC , 1B  на AC , 1C  на AB . Тогда окружности, описанные 
около треугольников 11CAB , 11BCA  и CBA 11  пересекаются в одной 
точке (рис. 5).  

 
Рис. 5 Рис. 6 

  Доказательство. Пусть окружности, описанные около тре-
угольников 11CAB  и 11BCA  пересекаются в точке P  (рис. 6). Дока-
жем, что точки C , 1A , 1B  и P  лежат на одной окружности. Рас-
смотрим случай, изображенный на рис. 6 (другие случаи взаимного 
расположения точек доказываются аналогично). Обозначим углы 
треугольника ABC : α∠  =A , β∠  =B , γ∠  =C . 

На продолжении отрезка PC1  отложим точку D . Тогда для впи-
санных четырехугольников PACB 11  и PBCA 11  по теореме 1 

α∠∠  ==1 BACPDB  и β∠∠  == 111 BCAPDA . В четырехугольнике 
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CPBA 11  180=)(=11 γ+β+α∠+∠ ACBPAB . Следовательно, точки 
C , 1A , 1B  и P  лежат на одной окружности.     

Оказывается, что теорема 4 верна для произвольного располо-
жения точек 1A , 1B  и 1C  на прямых BC , AC , и AB  соответствен-
но (точки не должны совпадать с вершинами треугольника ABC ). 

Вернемся к решению основной задачи. По свойству треуголь-
ника с углом 60  (теорема 3) четырехугольник IBCA 11  — вписан-
ный (рис. 7). Пусть описанная окружность Aω  треугольника IAC1  
пересекает сторону AC  в точке 1B . Тогда по теореме 4 точки C , 

1A , 1B  и I  тоже лежат на одной окружности. По теореме 1 для 
вписанного четырехугольника 11IABC  получаем, что 

60== 111 BCAAIC ∠∠  (1). Заметим, что вписанные в Aω  углы 

1AIC  и 11CAB  равны (2). Тогда из (1) и (2) 60== 1111 BCACAB ∠∠ . 
Следовательно, четырехугольник 11BCBC  — вписанный (почему?). 

 
Рис. 7 

Биссектриса 1CC  вписанного угла CBB1  проходит через сере-
дину дуги 11BBC . Следовательно, 111 = BCBC . Аналогично, 

111 = BABA . Треугольники 11BCA  и 111 CBA  равны по трем сторонам 
и симметричны относительно общей стороны 11CA . Тогда точка B  



Треугольник с углом °60  91

при симметрии относительно 11CA  попадает в точку 1B  на прямую 
AC . Задача решена. 

В этом способе нам пришлось использовать четыре (!) вспомо-
гательные окружности. Но хорошо проделанная работа должна 
принести свои плоды. Надеемся, что теперь задача из книги 
А. Акопяна «Геометрия в картинках» ([2]) не вызовет затрудне-
ний. Попробуйте также решить обратную задачу. 

Упражнение 3.  Докажите, что пунктирные окружности на 
рис. 8 пересекаются на стороне AC .  

 
Рис. 8 

Упражнение 4.  В треугольнике ABC  проведены биссектрисы 
1AA  и 1CC . Докажите, что если описанные окружности тре-

угольников 1BAA  и 1BCC  пересекаются в точке, лежащей на сто-
роне AC , то 60=B∠ .  

Еще одно интересное свойство треугольника с углом 60 . 
Задача 1 (Турнир Савина). В треугольнике ABC  угол B  равен 
60 . 1AA , 1CC  — его биссектрисы. Точку D  выбрали так, что 

треугольник 11DCA  — равносторонний, и точки D  и B  лежат в 
разных полуплоскостях относительно 11CA . Докажите, что точ-
ка D  лежит на прямой AC  (рис. 9).  
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Рис. 9 Рис. 10 

Доказательство. Воспользуемся знаниями, полученными при 
решении основной задачи. Как мы уже знаем точки 1C , A , 1B  и I  
лежат на одной окружности Aω  (рис. 10). Биссектриса угла 11ACB  
проходит через точку I  — середину дуги 11ICB . Следовательно, 

11 = IBIC . По свойству треугольника с углом 60  11 = IAIC . Тогда 
I  — центр окружности ω , описанной около треугольника 111 CBA  
(появилась еще одна окружность!). 

Пусть ω  повторно пересекает прямую AC  в точке D . Докажем, 
что треугольник DCA 11  — правильный. Заметим, что 

DBCDAC 1111 = ∠∠  (1) (как вписанные в ω ). Из решения основной 
задачи мы уже знаем, что 60=11 DBC∠  (2). Из (1) и (2) 

60=11 DAC∠ . Аналогично, 60=11 DCA∠ . Следовательно, тре-
угольник DCA 11  — правильный.             

Интересное свойство треугольника с углом 60  обнаружил 
Г.Фельдман. Прежде, чем перейти к задаче сформулируем одно 
неравенство. 

Теорема 5.  Пусть в треугольнике ABC  α∠ =A . Точка D  на-
ходится в той же полуплоскости относительно BC , что и A , но 
вне описанной окружности треугольника ABC . Тогда α∠ <ADC .  

Доказательство очевидно из рис. 11. Перейдем к задаче. Для 
удобства сохраним обозначения рис.  10. 
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Рис. 11 

Задача 2. (финал Всероссийской олимпиады по геометрии им. 
И.Ф. Шарыгина, 2018 год) В треугольнике ABC  угол B  равен 60 , 

1AA , BE , 1CC  — биссектрисы. Докажите, что 60 11ECA∠  (рис. 12).  

 
Рис. 12 

Доказательство. Приведем решение члена жюри олимпиады 
Ю. Блинкова. Опять воспользуемся полученными знаниями. 

Покажем, что точка E  лежит вне окружности ω . По Теореме 5 
это равносильно условию задачи. В правильном треугольнике 

11DCA  (задача 1) точка I  является точкой пересечения высот (по-
чему ?). Следовательно, 11CADI ⊥ . Из решения основной задачи 
мы знаем, что точки B  и 1B  симметричны относительно 11CA , по-
этому 111 CABB ⊥  Прямая BI  пересекает параллельные прямые 

1BB  и DI  в точках B  и I . Точка E  лежит на продолжении отрез-
ка BI  за точку I , поэтому она не может лежать между точками 1B  
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и D , через которые проходит окружность ω . Значит, E  лежит вне 
окружности. Поэтому 60 11ECA∠ . Равенство достигается для пра-
вильного треугольника.             

Эту задачу можно, конечно, решить проще, не используя столь-
ко фактов. С таким решением можно познакомиться на сайте 
олимпиады [3]. К чему тогда такие сложности? Мы считаем полез-
ным видеть связи между различными задачами и фактами. 

Интересно, что треугольник с углом 60  обладает еще одним 
уникальным свойством. На окружности, проходящей через две 
вершины лежат сразу три замечательные точки треугольника. 

Упражнение 5. В треугольнике ABC  угол B  равен 60 . O  и I  — 
центры описанной и вписанной окружностей соответственно, H  — 
точка пересечения высот. Докажите, что точки A , C , O , H , I  
лежат на одной окружности.  

 Указание. Найдите под каким углом виден отрезок AC  из то-
чек O , H  и I . Полезно использовать формулу угла между биссек-
трисами.             

Много лет назад автор многих красивых задач В.В. Произволов 
обнаружил еще один правильный треугольник, «вписанный» в 
треугольник с углом 60 . Хочется напомнить читателям эту задачу. 

Упражнение 6. В треугольнике ABC  угол B  равен 60 . 1AA  и 

1CC  — его высоты. M  — середина AC . Докажите, что тре-
угольник 11MCA  — правильный.  

 
2.  Точка Микеле 

Вспомним теорему 4 (рис. 5). Оказывается, если точки 1A , 1B  и 

1C  лежат на одной прямой, то в точке P  пересекаются уже четыре 
окружности. 

Теорема 6.  Точка Микеле. Прямая пересекает стороны BA  и 
BC  треугольника ABC  в точках 1C  и 1A  соответственно, а пря-
мую AC  в точке 1B . Тогда окружности, описанные около тре-
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угольников 11CAB , 11BCA , CBA 11  и ABC  пересекаются в одной 
точке P  (рис. 13).  

Точка P  называется точкой Микеле. 

 
Рис. 13 

Вместо треугольника и секущей часто говорят про четверку пря-
мых, которые образуют четыре треугольника. Тогда описанные ок-
ружности этих треугольников имеют общую точку точку P , кото-
рую называют точкой Микеле этой четверки прямых (на рис. 13: 
AB , BC , AC  и 11CA ). 

Доказательство. Пусть описанные окружности Bω  и Cω  тре-
угольников 11BCA , CBA 11  пересекаются в точке P  (рис.  14). До-
кажем, что точки A , 1C , 1B  и P  тоже лежат на одной окружности. 

Обозначим углы треугольника ABC : α∠  =A , β∠ =B  и 
γ∠ =C . Вписанные в Bω  углы β∠∠ == 1111 BACPAC . Для вписан-

ного в Cω  четырехугольника CPBA 11  получим 
γ∠∠ == 111 CAAPBA . Тогда 180=)(=1111 α+γ+β∠+∠ ABCPBC . 

Следовательно, точки A , 1C , 1B  и P  лежат на одной окружности. 
Аналогично, описанная окружность треугольника ABC  тоже про-
ходит через точку P . Доказано.             
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Рис. 14 

Нам понадобится частный случай расположения точек в теореме 6. 
Если в условии потребовать дополнительно, что четырехугольник 

CAAC 11  — вписанный, то точка Микеле P  лежит на прямой 1BB . 

   Теорема 7.  Точка Микеле для вписанного четырехугольни-
ка. Прямая пересекает стороны BA  и BC  треугольника ABC  в 
точках 1C  и 1A  соответственно, а прямую AC  в точке 1B . Че-
тырехугольник CAAC 11  — вписанный. Тогда окружности, описан-
ные около треугольников 11CAB , 11BCA , CBA 11  и ABC  пересека-
ются в одной точке P  на прямой 1BB  (рис. 15).  

 
Рис. 15 
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 Доказательство. Пусть описанная окружность треугольника 
11BCA  пересекает 1BB  в точке P . Докажем, что это и есть точка 

Микеле. Можно посчитать углы, но мы поищем знакомую конст-
рукцию. На сторонах треугольника 1ABB  лежат точки 1C , C  и P . 
По теореме 4 (рис. 5) четырехугольник 11PBCA  — вписанный. Точ-
ка P  и есть точка Микеле, через которую проходят еще две окруж-
ности, описанные вокруг треугольников 11CAB  и ABC .             

Вернемся к основной задаче. Идея решения П.Кожевникова. 

 
Рис. 16 

По свойству треугольника с углом 60  четырехугольник IBAC 11  — 
вписанный (рис. 16). Следовательно, по теореме 7 точка Микеле P  
четверки прямых AB , BC , 1AA  и 1CC  лежит на AC . Поэтому че-
рез точку P  проходят описанные окружности треугольников 1BCC  
и 1BAA . Заметим, что это как раз то, что надо было доказать в уп-
ражнении 3 (рис. 8). В разделе 1 с этого момента мы уже доказыва-
ли, что треугольники 11BCA  и 11PCA  равны и симметричны отно-
сительно 11CA . Точка P  совпадает с 1B  с рис. 7. 

Применение точки Микеле в задачах можно найти в книге [4] 
или в статье [5]. 
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3.  Прямая Симсона 
Теорема 8.  Прямая Симсона. Пусть точка P  лежит на опи-

санной окружности треугольника ABC . Тогда проекции точки P  
на прямые AB , BC  и AC  лежат на одной прямой (рис. 17).  

 
Рис. 17 Рис. 18 

Доказательство. Пусть прямая DE  пересекает прямую AC  в 
точке F ′  (рис. 18). Докажем, что F ′  и F  совпадают. Четверка 
прямых AB , BC , AC  и DE  образует четыре треугольника. Опи-
санные около них окружности пересекаются в точке Микеле. Из 
них можно выбрать любые две. Например, описанные окружности 
треугольников ABC  и BDE  повторно пересекаются в точке P , 
которая и является точкой Микеле. Следовательно, описанная ок-
ружность треугольника FEC ′  проходит через точку P . PC  — 
диаметр, 90== PECCFP ∠′∠ . Поскольку 90== PFCCFP ∠′∠ , 
то точки F ′  и F  совпали.             

  При решении задачи нам понадобится еще один полезный 
факт. 

Теорема 9.  Докажите, что проекции точки B  на биссектрисы 
внутренних и внешних углов при вершинах A  и C  треугольника 
ABC  лежат на средней линии треугольника (рис. 19).  

Упражнение 7. Докажите эту теорему.  
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Рис. 19 

Перейдем к решению основной задачи (предложил 
А.Заславский). Пусть D , E  и F  — проекции точки B  на прямые 

11CA , 1AA , 1CC  соответственно (рис. 20). По свойству треугольни-
ка с углом 60  точка B  лежит на описанной окружности треуголь-
ника 11ICA . Тогда D , E  и F  лежат на прямой Симсона точки B . 
Как мы уже знаем проекции точки B  на биссектрисы ( E  и F ) ле-
жат на средней линии треугольника ABC . Следовательно, и точка 
D  лежит на той же средней линии. Пусть прямая BD  пересекает 
AC  в точке 1B . По теореме Фалеса D  — середина 1BB . Тогда 

11CA  — серединный перпендикуляр к 1BB . Следовательно, при 
симметрии относительно прямой 11CA  точка B  попадет в точку 1B  
на сторону AC . 

 
Рис. 20 
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О применении прямой Симсона можно прочитать в статье [6] 
журнала «Квант». Для более углубленного изучения рекомендуем 
статью [7]. 

Следующие три способа объединяет одна и та же вспомогатель-
ная прямая. Но идеи решений будут совершенно разные. 

 
4. Дополнительное построение 

На Московской Математической конференции школьников 
(сайт [1]) в 2017 году интересное решение основной задачи пред-
ставил ученик 8 (на тот момент) класса 57 школы Куянов Федор. 
Он провел дополнительную прямую и дважды воспользовался 
формулой угла между биссектрисами. Очень экономное решение. 

   
Рис. 21 

Проведем прямую BD  так, что 60=CBD∠  и точка D  лежит 
на продолжении стороны AC  за вершину C  (рис. 21). Докажем, 
что точки 1C  и 1A  лежат на биссектрисе угла ADB . 1A  — точка 
пересечения биссектрис треугольника ABD , поэтому 1DA  — бис-
сектриса угла ADB . По формуле угла между биссектрисами 

 150=
2

90=1
ABDDAA ∠+∠ . Как мы уже знаем по свойству тре-

угольника с углом 60  точки B , 1A , 1C  и I  лежат на одной ок-
ружности. Следовательно, 30== 111 IBCCIA ∠∠  (углы равны как 
вписанные). 

Заметим, что  180=15030=111 +∠+∠ DIACIA . Поэтому точки 

1C , 1A  и D  лежат на одной прямой — биссектрисе угла ADB . При 
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симметрии относительно биссектрисы угла ADB  луч DB  перейдет 
в луч DA , а точка B  — в точку на луче DA . 

Вопрос: в решении формула угла между биссектрисами использо-
валась дважды, а в тексте упомянута только один раз. Где второй? 

 
5.  Основание внешней биссектрисы 

Элегантное решение предложил Г.Б. Филипповский на семинаре 
учителей в МЦНМО (видеозапись доступна на сайте семинара [8]). 
Свойства внешней биссектрисы обычно знают хуже, поэтому на-
помним их. Сначала вспомним теорему из школьного курса.  

Теорема 10.  Свойство биссектрис. В треугольнике ABC  про-
вели биссектрису BE  и внешнюю биссектрису BD . Тогда  

BA
BC

EA
CE =  и 

BA
BC

DA
CD = . 

Из теоремы 10 следует, что 
DA
CD

EA
CE = . Про такие точки D  и E  

говорят, что они делят отрезок AC  в одном отношении внутрен-
ним и внешним образом. 

Еще одна полезная теорема. 
Теорема 11.  Основание внешней биссектрисы. В треугольни-

ке ABC  провели биссектрисы 1AA  и 1CC  и внешнюю биссектрису 
BD . Тогда прямая 11CA  проходит через точку D  (рис. 22).  

 
Рис. 22 

Доказательство. Обозначим стороны треугольника ABC : 
cAB = , aBC = , bCA = . Пусть прямая 11CA  пересекает прямую 
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AC  в точке D′ . На рис. 22 вместо точки D  надо представить точ-
ку D′ . Докажем, что DB ′  — внешняя биссектриса. 

По теореме Менелая для треугольника ABC  и секущей 11CA : 

1=
1

1

1

1

AD
DC

CA
BA

BC
AC

′
′

⋅⋅ . 

Заменим в (1) по свойству биссектрис первые две дроби 

1=
AD

DC
b
c

a
b

′
′

⋅⋅  и получим, что 
c
a

AD
DC =
′

′
 (1). 

По свойству внешней биссектрисы 
c
a

DA
CD =  (2). Сравним (1) и 

(2) и заметим, что 
AD

DC
DA
CD

′
′

= . Тогда 
AD

DC
DA
CD

′
′

= . Известно, что на 

прямой существуют ровно две точки (одна на отрезке и одна вне), 
которые делят отрезок в данном отношении. Следовательно, точ-
ка D′  совпадала с D . Тогда прямая 11CA  проходит через точку D .             

Вернемся к решению основной задачи (рис. 23). Пусть BE  и 
BD  — биссектрисы внутреннего и внешних углов при вершине B . 

По теореме 11 прямая 11CA  проходит через точку D . Заметим, 
что в треугольнике ABD  точка 1A  — пересечение биссектрис уг-
лов B  и A . Следовательно, прямая 11CA  содержит биссектрису 
угла ADB . Вспомним, что биссектриса угла является его осью 
симметрии. Тогда точка B  при симметрии относительно биссек-
трисы угла попадает на другую его сторону, т.е. на прямую AC . 

 
Рис. 23 

На сайте [9] можно найти подборку задач разной сложности, в ко-
торых используется основание внешней биссектрисы треугольника. 
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6.  Вписанные и вневписанные окружности 
Вот мы и дошли до самого удивительного решения. Оказывает-

ся, что основную задачу можно решить средствами 7 класса. 
Вспомним некоторые факты про биссектрисы. 

Рассмотрим треугольник ABC . Пусть биссектрисы угла BAC  и 
внешнего угла B  пересекаются (почему они не могут быть парал-
лельны?) в некоторой точке Q  (рис. 24). 

 
Рис. 24 

Обозначим расстояния от точки Q  до прямых AB , AC  и BC  

1h , 2h  и 3h  соответственно. Все точки на биссектрисе угла BAC  
равноудалены от его сторон, поэтому для точки Q  верно равенство 

21 = hh . Аналогично BQ  — биссектриса внешнего угла B , поэто-
му 31 = hh . Тогда 32 = hh , следовательно, точка Q  лежит на биссек-
трисе внешнего угла C . 

Сформулируем теорему. 
Теорема 12.  Биссектрисы внешних углов B  и C  треугольника 

ABC , а также биссектриса внутреннего угла A  пересекаются в 
одной точке Q .  

Точку Q  называют центром вневписанной окружности, которая 
касается стороны BC  и продолжений сторон AB  и AC . Подроб-
нее о вневписанной окружности можно прочитать в статье журнала 
«Квант» [10]. 
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Прежде чем переходить к основной задаче, решим знаменитую 
задачу Шебаршина, ставшую классической. Мы научимся одному 
приему работы с углом 120 , который пригодится и для угла 60 . 

Задача 3.  В треугольнике ABC  угол B  равен 120 . 1AA , 1BB  и 

1CC  — его биссектрисы. Докажите, что угол 111 CBA  равен 90  
(рис. 25).  

 
Рис. 25 

Проведем луч CB  (рис. 26). Заметим, что внешний угол при верши-
не B  равен 60 . Сторона BA  треугольника ABC  теперь превратилась 
во внешнюю биссектрису треугольника 1CBB . Тогда биссектриса угла 
C  и внешнего угла B  этого треугольника пересекаются в точке 1C . 
Следовательно, по теореме 12 точка 1C  — центр вневписанной окруж-
ности треугольника 1CBB , а 11CB  — биссектриса внешнего угла 

ABB1 . Аналогично 11AB  — биссектриса угла CBB1 . Биссектрисы 
смежных углов перпендикулярны. Следовательно, 90=111 CBA∠ . 

 
Рис. 26 

Запомним, что ключевым дополнительным построением было 
дополнение угла 120  до развернутого. Сторона одного треуголь-
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ника превратилась в биссектрису другого треугольника. Вернемся 
к решению основной задачи. Этот способ автор узнал от 
Д.Швецова. 

 
Рис. 27 

Проведем через вершину B  прямую, которая образует со сторо-
нами BA  и BC  углы по 60  (рис. 27). Пусть она пересекает пря-
мую AC  в точке D . Внешние биссектрисы треугольника BCD  
пересекаются в центре вневписанной окружности — точке 1C . 
Следовательно, 1DC  — биссектриса угла BDA . 1A  — точка пере-
сечения биссектрис треугольника ABD , 1DA  — биссектриса угла 
BDA . Точки 1C  и 1A  лежат биссектрисе угла BAD . Следователь-
но, точка B  при симметрии относительно биссектрисы угла BDA , 
т.е. прямой 11CA , попадает на другую сторону этого угла — пря-
мую AC . 

Следующая задача является достаточно трудной, но приемы, 
необходимые для ее решения, нам уже знакомы. Оставляем ее для 
самостоятельного решения самых заинтересованных читателей. 

Упражнение 8. (Д. Швецов, Турнир им. А.П.Савина) В тре-
угольнике ABC  угол ABC  равен 135 . На стороне AC  отмечены 
точки M  и N  ( M  между A  и N ) так, что NBMB ⊥ . Отрезки 
MP  и NQ  — биссектрисы треугольников AMB  и CNB . Докажи-
те, что точка, симметричная точке B , относительно прямой 
PQ , лежит на AC .  
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 Указание. Проведем через вершину B  прямую, которая обра-
зует со сторонами BA  и BC  углы, равные углам ABM  и CBN  со-
ответственно. Это возможно, поскольку 45=CBNABM ∠+∠ . 
Точки P  и Q  являются центрами вписаной и вневписанной ок-
ружностей вспомогательных треугольников. Осталось их найти.             

Конечно, у треугольника с углом 60  еще много замечательных 
свойств, связанных, например, с точкой пересечения высот, но это 
уже выходит за рамки данной статьи. Школьники иногда задают 
вопрос «А зачем решать задачу разными способами? Ведь мы ее 
уже решили...» Надеемся, что данная статья хотя бы частично от-
ветила на этот вопрос. 
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Если слагаемые уменьшать,  
то сумма уменьшится…  

Если знаменатель уменьшать,  
то дробь увеличится…  

Народная мудрость 
 
Доказательство некоторых неравенств может быть проведено 

почти без всякой теории — на основе простого здравого смысла. 
Так здравый смысл подсказывает, что если в сумме уменьшить хо-
тя бы одно из слагаемых, то вся сумма уменьшится, а если в произ-
ведении (положительных чисел) увеличить один из сомножителей, 
то произведение увеличится, а если в дроби уменьшить знамена-
тель, то дробь увеличится.  

Приведем несколько примеров. 

Пример 1. Известно, что cba ≥≥  и 1=++ cba . Докажите, 

что 153 222 ≤++ cba . 
Из условия задачи следует, что  

1222222 =+++++ cabcabcba . 

Заменим кое-где переменные на «меньшие», тем самым 
«уменьшим» (точнее «не увеличим») слагаемые: 

222 bab ≥ , 222 42222 ccccabc =+≥+ . 

Сумма не увеличится: 
222222 532221 cbacabcabcba ++≥+++++=  

Неравенство доказано. 
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Пример 2. Докажите, что если cba >> , то 

cba
cb

b
ba

a ++>
−

+
−

2
22

. 

Уменьшим числители дробей, тем самым уменьшим сумму. По-
лучим:  

cba
cb
cb

ba
ba

cb
b

ba
a ++=>

−
−+

−
−>

−
+

−
2

222222

. 

Пример 3. Докажите неравенство для натуральных чисел n , 
больших 1: 

2
1

2
1

2
1

1
1 >++

+
+

+ nnn
 . 

Заменим каждое слагаемое на 
n2

1 . Левая часть неравенства 

уменьшится и будет равна 
2
1

2
1 =⋅ n
n

. Неравенство доказано. 

Пример 4. Известно, что 1,,0 ≤≤ cba . Докажите, что  

cbabca
c

abc
b

cab
a

++
≤

++
+

++
+

++
3

111
. 

Увеличим первую дробь, уменьшив знаменатель: 

cbacaaba
a

caba
a

++
=

++
≤

++
1

2 . 

Сложим три аналогичных дроби, получим требуемое неравенство. 
Отметим, что метод огрубления можно «усилить», если исполь-

зовать для увеличения (уменьшения) величин какие-нибудь из-
вестные неравенства. Часто с этой целью используется неравенство 
Коши, в самом простом варианте: abba 222 ≥+ , но это тема сле-
дующих занятий. 

 
Задачи для самостоятельной работы 

Задача 1. Известно, что dcba ≤≤≤  и 1≥+++ dcba . 
Докажите, что  1753 2222 ≥+++ dcba . 
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Задача 2. Известно, что 0>>>> dcba . Докажите, что  

db
dc

с
cb

b
ba

a 33
222

+>
−

+
−

+
−

. 

Задача 3. Докажите, что если 9210 aaa <<<<  , то  

3
963

921 <
++

+++
aaa

aaa  . 

Задача 4. Положительные числа a  и b  меньше 1. Докажите 

неравенство 1
11

<
+

+
+ a

b
b

a .   

Задача 5. Докажите, что  

10
1

100
99

6
5

4
3

2
1 <⋅⋅⋅⋅  . 

Задача 6. Известно, что 0,, >cba . Докажите, что  

а) 1>
+

+
+

+
+ ac

c
cb

b
ba

a ;  б) 2<
+

+
+

+
+ ac

c
cb

b
ba

a . 

Задача 7. Известно, что cbaba ≤+≤≤<0 . Найдите наиболь-
шее значение  cbba + . 

Задача 8. По положительным числам x  и  y   вычисляют 
ya 1= и xyb 1+= . После этого находят c  — наименьшее число из 

трех: bax ,, . Какое наибольшее значение может принимать c ? 
Задача 9. Известно, что  0,, >cba .  Докажите, что  

3333333333 cbaaccbbaabc ++≥−+−+−+ . 

Задача 10. Докажите, что если abccba ≥++ , то abccba ≥++ 222 . 
Задача 11. Известно, что 1,,0 ≤≤ zyx . Докажите: 

1
111

222

≤
++

+
++

+
++ xyzz

z
xyzy

y
xyzx

x . 

Задача 12. Докажите, что  

11
2
1

1
1

222 <+++
n

 . 
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Ответы, решения, комментарии 
1. См. пример 1. 
2. См. пример 2. 

dbdcba
dc

с
cb

b
ba

a 3322
222

+>+++>
−

+
−

+
−

. 

3. Заменим в числителе некоторые слагаемые большими: 

3333
963

963

963

921 =
++
++<

++
+++

aaa
aaa

aaa
aaa  . 

4. Уменьшим знаменатели дробей. Получим:    

1
11

=
+

+
+

<
+

+
+ ab

b
ba

a
a

b
b

a . 

5. Обозначим: a=⋅⋅⋅⋅
100
99

6
5

4
3

2
1

 , b=⋅⋅⋅⋅
99
98

7
6

5
4

3
2

 . 

Тогда 
100

12 =< aba , так как ba < .  То есть 
10
1<a .  

6. Увеличим знаменатели дробей. Получим:    

а) 1=
++

+
++

+
++

>
+

+
+

+
+ cba

c
cba

b
cba

a
ac

c
cb

b
ba

a . 

б) Заметим, что 3=
+
++

+
++

+
+

ac
ac

cb
cb

ba
ba . Доказано, что 

1>
+

+
+

+
+ ac

a
cb

c
ba

b , 

поэтому  2<
+

+
+

+
+ ac

c
cb

b
ba

a . 

7. Ответ: 5,1 .  Будем действовать последовательно.  
1) Уменьшим значение с , как только возможно: заменим его 
ba + . То есть уменьшим знаменатель второй дроби, тем самым 

увеличим дробь, а значит, увеличим и сумму дробей: 

ba
b

b
a

c
b

b
a

+
+≤+ . 
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2) Заменим a  на b  в числителе первой дроби, тем самым уве-
личим первую дробь, а значит и сумму дробей:   

ba
b

ba
b

b
b

ba
b

b
a

+
+=

+
+≤

+
+ 1 . 

3) Заменим b  на a  в числителе, а a  на b  в знаменателе второй 
дроби, тем самым увеличим числитель и уменьшим знаменатель 
второй дроби — увеличим вторую дробь, а значит и сумму дробей:   

2
311 ≤

+
+≤

+
+

aa
a

ba
b .   

Доказали, что 
2
3≤+

c
b

b
a .  

Проверим, что равенство достигается.  Заметим, что, сba =+  (1), 
ba =  (2), то есть cba == 22 , то есть равенство достигается, на-

пример, при 1== ba , 2=c . 

8. Перепишем равенство в виде: 
xa

b 11 += . Заменим значения на 

наименьшее: 
cc

c 11 +≤ , откуда 2≤c . Равенство достигается при 

2== cx . 
9. Симметрия. Без потери общности можно считать, что 

cba ≥≥ . Раскроем модули и используем огрубление 
3333333333 2223223 cbacacaccaabc ++≥+=−+≥−+ . 

10. Если одновременно 1,, ≥cba , то 

abccbacba ≥++≥++ 222 . 
Если, например, 1<a , то  

abcbccbcba ≥≥+≥++ 22222 . 

11. Уменьшим знаменатель каждой дроби:  

yzx
x

xyzxx
x

xyzx
x

++
=

++
≤

++ 11 2

22

. 

Далее, действуем аналогично примеру 4. 
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12. Увеличим каждое слагаемое, уменьшив знаменатель: 

( )1
1

32
1

21
11

2
1

1
1

222 +
++

⋅
+

⋅
<+++

nnn
 . 

Затем просуммируем правую часть неравенства, представив для 
этого каждое слагаемое в виде суммы. Получим: 

1
1

11
1

11
3
1

2
1

2
11 <

+
−=








+
−++






 −+






 −

nnn
 . 
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Рассмотрим несколько задач на доказательство неравенств.  
Задача 1. Докажите неравенство: 

)1(453627144 π<⋅+⋅+⋅<−π  

«Ну и чего же здесь сложного?» — скажет читатель. Сумма трёх 
корней — это 15127 ++ . 

Выпишем двойные неравенства для данных корней: 
)2(4153,4123,372 <<<<<<  

Сложим неравенства (2): 
11151278 <++< . 

Неравенство π<<++ 41115127  верно, так как 
115,124 >=π  . 

А неравенство 844 <−π  неверно, но можно уточнить нижние 
границы в неравенствах (2): 

)3(4158,3,4124,3,376,2 <<<<<<  

Тогда после сложения неравенств (3) получим верное неравенство 
11151278,9 <++< . 

Теперь неравенство 1512744 ++<−π  верно, так как 
8,96,8415,3444 <=−⋅<−π , а 151278,9 ++< . 

Тем самым неравенство (1) доказано.  
А если корней будет много? Складывать 99 неравенств занятие 

хлопотное, а если ещё придётся 99 раз уточнять границы нера-
венств… Можно, конечно, но хочется придумать более изящное 
решение. Давайте вернёмся к решению задачи 1 и понаблюдаем.  
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В неравенстве (1) два раза использовано число π  — это можно 
попробовать связать с длиной окружности или с площадью круга. 
Под знаком корня записаны произведение двух множителей, суммы 
которых равны одному и тому же числу 8. Может быть, это подсказ-
ка? Винни-Пух в этом месте сказал бы: «Это ж-ж-ж неспроста!» Где 
мы встречали среднее геометрическое двух отрезков ba ⋅ ?  

В теореме о высоте, проведённой к гипотенузе прямоугольного 
треугольника.  

А эти треугольники легко связать с 
окружностью… 

Итак, строим полуокружность с 
диаметром 8. От одного конца 
диаметра откладываем отрезки длины 
1, 2, 3, 4. Строим три прямоугольных 
треугольника, у которых проекции катетов равны 1 и 7, 2 и 6, 3 и 5. 
Высоты, проведённые к гипотенузе каждого из этих треугольников, 
равны соответственно 71⋅ , 62 ⋅ , 

53 ⋅ . Сумму этих высот не удаётся 
сравнить с длиной отрезка, выраженного 
через π . Тогда сложим площади 
прямоугольников с основаниями 1 и 
высотами 71⋅ , 62 ⋅ , 53 ⋅  и сравним 
эту сумму с площадью четверти круга. Получим: 

π=π⋅<⋅+⋅+⋅ 41625,0536271  — это как раз то, что надо!  
Теперь нам нужны такие 

прямоугольники, сумма площадей которых 
будет больше площади четверти круга. 
Получим четыре прямоугольника и верное 
неравенство: 

π>+⋅+⋅+⋅ 44536271 , дающее 
нам окончательный результат: 

53627144 ⋅+⋅+⋅<−π . 



Учимся доказывать неравенства 115

Тем самым, мы доказали двойное неравенство (1). 
Теперь у вас должна получиться чуть более трудная задача 2, а по-

том и трудная задача 3 из учебника И.Ф. Шарыгина «Геометрия, 7-9». 
Задача 2. Докажите неравенство: 

π<++++<−π 9353227201169 . 
Задача 3. Докажите неравенство: 

π<⋅++⋅+⋅<−π 250010199198219911002500  . 
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