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ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ
Ë×ÁÄÒÁÔÏ×
í. î. ÷ÑÌÙÊ

ëÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÕÍÍÁÍÉ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×? ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ
×ÏÐÒÏÓ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ: ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÔÏ-
ÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ËÁÖÄÏÅ
ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ 4k + 3 ×ÈÏÄÉÔ × ÞÅÔÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.

ëÁË ÎÁÊÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ n × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×? ëÏ-
ÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÂÒÁÔØ ×ÓÅ ÐÁÒÙ 0 6 x; y 6 n É ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ
ÐÁÒÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï x2 + y2 = n. îÅÌØÚÑ ÌÉ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ
ÒÅÛÁÅÔ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÂÙÓÔÒÅÅ?

üÆÆÅËÔÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÄÌÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ
Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÐÏËÁ ÎÅÔ. îÏ ÚÁÄÁÞÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ
ËÏÒÅÎØ ÉÚ −1 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÐÅÒÅÂÏÒÁ.

áÌÇÏÒÉÔÍ üÒÍÉÔÁ { óÅÒÒÅ.
1. ÷ÈÏÄ: n; z, ÐÒÉÞÅÍ z2 ≡ −1 (mod n).
2. ðÏÌÁÇÁÅÍ a0 = n, a1 = z.
3. ë ÐÁÒÅ ÞÉÓÅÌ a0, a1 ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ, Ô. Å. ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ai ÎÁ ai+1:
ai = qiai+1 + ai+2 :

4. ïÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÍÓÑ × ÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ Ä×Á ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÓÔÁÔËÁ
ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ √n: at 6 √n, at+1 6 √n. üÔÏ É ÅÓÔØ ÎÕÖÎÁÑ ÐÁÒÁ
ÞÉÓÅÌ:

a2
t + a2

t+1 = n:
þÉÓÌÁ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÔËÏ×, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÅÊ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ å×-

ËÌÉÄÁ, ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙ×ÁÀÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ üÒÍÉÔÁ {
óÅÒÒÅ ÚÁÎÉÍÁÀÔ ÇÏÒÁÚÄÏ ÍÅÎØÛÅ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÞÅÍ ÐÅÒÅÂÏÒ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏ-
ÓÔÅÊ.

ïÔËÕÄÁ ÂÅÒÅÔÓÑ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ å×ËÌÉÄÁ É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ-
ÍÉ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×? åÓÔØ Ä×Á, ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ ÏÞÅÎØ
ÂÌÉÚËÉÈ, ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ üÒÍÉÔÁ { óÅÒÒÅ. ðÅÒ×ÙÊ ÏÓÎÏ×ÁÎ
ÎÁ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ å×ËÌÉÄÁ É ÃÅÐÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 10, 2006(190{194)
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ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÞÉÓÌÁ n=z [2]. ÷ÔÏÒÏÊ ÐÒÅÄ-
ÌÏÖÅÎ á. ×ÁÎ ÄÅÒ ðÏÒÔÅÎÏÍ [4] (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [3]) É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ÒÁÚÍÅÒÁ 2 × 2. îÉÖÅ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ
ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

íÙ ÏÐÉÛÅÍ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ å×ËÌÉÄÁ É ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ
2×2 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÕÎËÃÉÉ �ÓËÏÂËÉ�, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔÑÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ) ÞÉÓÅÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÒÅËÕÒ-
ÒÅÎÔÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:

[ ] = 1; [q] = q; [q0; q1; q2; : : : ; qn] = q0[q1; q2; : : : ; qn] + [q2; : : : ; qn]: (1)
îÁÐÒÉÍÅÒ, [q0; q1] = q0[q1] + [ ] = q0q1 + 1.

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-
ÎÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ q0; q1; q2; : : : ; qn ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ. ðÏÜÔÏÍÕ

[q0; q1; : : : ; qn] > [q1; : : : ; qn]: (2)
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚ (1) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ Ë ÐÁÒÅ
ÞÉÓÅÌ [q0; q1; q2; : : : ; qn], [q1; q2; : : : ; qn] ÄÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÔËÏ×
ai = [qi; : : : ; qn], ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÞÁÓÔÎÙÈ ÂÕÄÅÔ q0; : : : ; qn.
ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

ìÅÍÍÁ 1. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÐÁÒÙ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b × ×ÉÄÅ
a = [q0; q1; q2; : : : ; qn]; b = [q1; q2; : : : ; qn] (3)

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ q0; q1; q2; : : : ; qn
×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ a=b × ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ.

ûÁÇ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ÍÁÔÒÉÞÎÏÍ ×ÉÄÅ
(
ai
ai+1

)
=

(
0 1
1 −qi−1

)(
ai−1
ai

)
ÉÌÉ

(
ai−1
ai

)
=

(
qi−1 1

1 0

) (
ai
ai+1

)
:

íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ ×ÔÏÒÏÇÏ ×ÉÄÁ. íÁÔÒÉÞ-
ÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÁËÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÌÅÇËÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓËÏÂËÉ [·] Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

(
[q0; : : : ; qn] [q0; : : : ; qn−1]
[q1; : : : ; qn] [q1; : : : ; qn−1]

)
=

(
q0 1
1 0

)(
[q1; : : : ; qn] [q1; : : : ; qn−1]
[q2; : : : ; qn] [q2; : : : ; qn−1]

)
; (4)

ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ. éÚ (4) ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ (

[q0; : : : ; qn] [q0; : : : ; qn−1]
[q1; : : : ; qn] [q1; : : : ; qn−1]

)
=

(
q0 1
1 0

)(
q1 1
1 0

)
· : : : ·

(
qn 1
1 0

)
: (5)
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éÚ (5) É ÌÅÍÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ 2×2
×ÉÄÁ (

a b
c d

)
=

(
q0 1
1 0

)(
q1 1
1 0

)
· : : : ·

(
qn 1
1 0

)
(6)

(ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÁËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ).
îÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ.
ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ ad = b2 + 1, a > b > d > 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ q ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ(
a b
b d

)
=

(
q 1
1 0

)(
a′ b′
b′ d′

) (
q 1
1 0

)
(7)

É ÌÉÂÏ a′ > b′ > d′ > 0, ÌÉÂÏ b′ = 0, a′ = d′ = 1.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚ (7) ÓÌÅÄÕÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

a′ = d, b′ = b− qd, d′ = (a− qb)− q(b− qd):
(
q 1
1 0

)(
d b− qd

b− qd (a− qb)− q(b− qd)

)(
q 1
1 0

)
=

=
(
b a− qb
d b− qd

)(
q 1
1 0

)
=

(
a b
b d

)
: (8)

ðÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÑ a′ > b′ > 0 ÏÚÎÁÞÁÀÔ d > b− qd > 0. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
q ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÞÁÓÔÎÙÍ ÏÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÄÅÌÅÎÉÑ b ÎÁ d.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ b ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d: b = qd + r,
0 < r < d. ðÏÓËÏÌØËÕ ad− b2 = 1,

det
(
a′ b′
b′ d′

)
= 1 (9)

(ÜÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 1 ÎÁ Ä×Å
ÍÁÔÒÉÃÙ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ −1). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ a′ = d > 0, b′ = r > 0 ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ É d′ > 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, a′ = d > r = b′. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
r = b′ > d′. åÓÌÉ d′ > b′, ÔÏ a′d′ > (b′ + 1)2 > b′2 + 1, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ (9).

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d. ôÏÇÄÁ(
a′ b′
b′ d′

)
=

(
a′ 0
0 d′

)
:

ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÜÔÏÊ (ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ) ÍÁÔÒÉÃÙ ÒÁ×ÅÎ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ a′ = d′ = 1.
úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÕ 2 ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÉÎÄÕËÔÉ×ÎÏ: ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÍÁÔ-

ÒÉÃÁ
(
a′ b′
b′ d′

)
ÌÉÂÏ ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ, ÌÉÂÏ ÔÏÖÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ.

ðÒÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÌÅÍÍÙ 2 ×ÎÅÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ÕÂÙ×ÁÀÔ, ËÁË ×ÉÄÎÏ ÉÚ (8). ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÍÁÔÒÉÃÁ ÓÔÁÎÅÔ



ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× 193

ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁÚ-
ÌÏÖÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ, ÉÍÅÀÝÅÅ ×ÉÄ(
a b
b d

)
=

(
q0 1
1 0

)(
q1 1
1 0

)
· : : : ·

(
qn 1
1 0

)(
qn 1
1 0

)
· : : : ·

(
q1 1
1 0

)(
q0 1
1 0

)

(10)
ôÅÐÅÒØ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ üÒÍÉÔÁ { óÅÒÒÅ. âÅÚ ÏÇÒÁ-

ÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ z < n=2. ôÏÇÄÁ k = (z2 + 1)=n 6 z.
ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ
ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ(
n z
z k

)
=

(
q0 1
1 0

)(
q1 1
1 0

)
· : : : ·

(
qn 1
1 0

)(
qn 1
1 0

)
· : : : ·

(
q1 1
1 0

)(
q0 1
1 0

)
:

(11)
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ

A =
(
x u
y v

)
=

(
qn 1
1 0

)
· : : : ·

(
q1 1
1 0

)(
q0 1
1 0

)
:

ôÏÇÄÁ (
n z
z k

)
= AtA =

(
x y
u v

)(
x u
y v

)
:

úÎÁÞÉÔ, n = x2 + y2. ôÁË ËÁË ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×ÉÄÁ (6) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏ ÉÚ (5)
ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ x = an+1, y = an+2, ÇÄÅ ai | ÏÓÔÁÔËÉ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ å×-
ËÌÉÄÁ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÍ Ë ÐÁÒÅ a0 = n, a1 = z. ñÓÎÏ, ÞÔÏ a2

n+k 6 n ÐÒÉ
k > 1. äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ üÒÍÉÔÁ { óÅÒÒÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ a2

i > n ÐÒÉ i 6 n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
an = qnan+1 + an+2 >

√n. é ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
a2
n = (qnx+ y)2 > (x+ y)2 = n+ 2xy > n:

úÁÍÅÞÁÎÉÑ.
1. õ ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÅÓÔØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ

(ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [1].) éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÙÒÁÚÉÔØ Ñ×ÎÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÌÅÍÍÙ 2.

2. éÚ (11) ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÕÐÏÍÉÎÁ×ÛÉÊÓÑ ×ÙÛÅ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ
n=z × ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ.

3. ÷ ËÎÉÇÅ äÜ×ÅÎÐÏÒÔÁ [2] ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ
ÞÉÓÌÁ × ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. ÷ÓÅ ÏÎÉ ÔÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ × ÃÅÐÎÙÅ ÄÒÏÂÉ É ÎÅÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙ × ÓÍÙÓÌÅ ÔÅÏÒÉÉ ×ÙÞÉ-
ÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×
ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ×ÈÏÄÁ (ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁ×ÎÁ
ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ ÓÕÍ-
ÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×).
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4. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ çÁÕÓÓÁ,
ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ëÏÛÉ É ñËÏÂÛÔÁÌÅÍ. ðÕÓÔØ n = 4k + 1 | ÐÒÏÓÔÏÅ,

x ≡ 1
2

(2k
k

)
(mod n); y ≡ (2k)!x (mod n); |x|; |y| < n=2:

ôÏÇÄÁ x2 + y2 = n. îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ �Ñ×ÎÙÊ� ×ÉÄ ÆÏÒÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁ, ÏÎÁ
ÔÁËÖÅ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ.
ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, × [2] ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÆÏÒÍÕÌÙ çÁÕÓÓÁ, Á
ÌÉÛØ ÓÏÏÂÝÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÙ.
÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓ×ÅÝÅ-
ÎÉÑ� ÐÒÉÄÕÍÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ?

á×ÔÏÒ ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ à. á. æÌ£ÒÏ×Õ, ÚÁÉÎÔÒÉÇÏ×Á×ÛÅÇÏ ÅÇÏ ×ÏÐÒÏÓÏÍ ÏÂ
ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ × ÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, Á ÔÁËÖÅ é. âÏÇÄÁÎÏ×Õ,
÷. âÕÇÁÅÎËÏ, ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×Õ ÚÁ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÓÔÁÔØÅ É ÃÅÎÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.
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