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÷×ÅÄÅÎÉÅ
ëÁË ÎÁÄÏ ÕÞÉÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÞÅÍÕ? äÁ×ÁÊÔÅ ÐÏÒÁÚÍÙÛÌÑÅÍ.
ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÔÏÉÔ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÂÏÇÁÔÅÊÛÉÍ ÏÐÙÔÏÍ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ. îÁÞÎÕ Ó ×ÏÓ-
ÐÏÍÉÎÁÎÉÊ.

ñ ÐÏÓÔÕÐÉÌ ÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÕÌØÔÅÔ íçõ × 1952 ÇÏ-
ÄÕ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ ÍÅÈÍÁÔÁ ÓÏÓÔÏÑÌÏ × ÔÕ ÐÏÒÕ ÉÚ ×ÏÓØÍÉ
ËÁÆÅÄÒ: ÁÎÁÌÉÚÁ (ÚÁ×ÅÄÕÀÝÉÍ ËÁÆÅÄÒÏÊ ÂÙÌ ÔÏÇÄÁ á. ñ. èÉÎÞÉÎ), ×ÙÓ-
ÛÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ É ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ (ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×), ÁÌÇÅÂÒÙ (á. ç. ëÕÒÏÛ),
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (÷. æ. ëÁÇÁÎ), ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÊ (é. ç. ðÅÔÒÏ×ÓËÉÊ), ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ
(ä. å. íÅÎØÛÏ×), ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×), ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ
(á. ï. çÅÌØÆÏÎÄ).

÷ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ × ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÉ ÉÇÒÁÌÉ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÅ ËÕÒÓÙ. ÷ÏÔ
ÓÐÉÓÏË ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÈ ËÕÒÓÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, ÓËÌÁÄÙ×ÁÌÏÓØ ÍÏÅ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ: ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ (ÌÅËÔÏÒÙ ì. á. ôÕ-
ÍÁÒËÉÎ É á. é. íÁÒËÕÛÅ×ÉÞ), ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ (ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄ-
ÒÏ×), ÁÌÇÅÂÒÁ (á. ç. ëÕÒÏÛ), ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑ (÷. ÷. îÅÍÙÃËÉÊ), ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ (ð. ë. òÁÛÅ×-
ÓËÉÊ), ÁÎÁÌÉÚ III (á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×), ÔÅÏÒÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ
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ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ (á. ï. çÅÌØÆÏÎÄ), ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÞÁÓÔÎÙ-
ÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ (ï. á. ïÌÅÊÎÉË), ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ (é. í. çÅÌØ-
ÆÁÎÄ), ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (à. ÷. ðÒÏÈÏÒÏ×).

ñ ÎÅÄÁÒÏÍ ÐÒÉ×ÅÌ ÓÐÉÓËÉ ÚÁ×ÅÄÕÀÝÉÈ ËÁÆÅÄÒÁÍÉ É ÌÅËÔÏÒÏ×. ðÏ-ÍÏ-
ÅÍÕ, ÏÎÉ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÀÔ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÅÈÍÁÔ íçõ × ÔÕ ÐÏÒÕ ÂÙÌ ÎÅÓÒÁ×-
ÎÅÎÎÙÍ ÐÏ ËÏÎÃÅÎÔÒÁÃÉÉ ×ÙÄÁÀÝÉÈÓÑ ÕÞÅÎÙÈ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÕÎÉ-
×ÅÒÓÉÔÅÔÏ× ÍÉÒÁ. ÷ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉ×ÅÄÕ ÓÌÏ×Á ÷. é. áÒÎÏÌØÄÁ:
�ðÌÅÑÄÁ ×ÅÌÉËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ÓÏÂÒÁÎÎÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ, ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Ñ×ÌÅÎÉÅ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ, É ÍÎÅ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÌÏÓØ ×ÓÔÒÅ-
ÞÁÔØ ÎÉÞÅÇÏ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÎÉÇÄÅ.� (÷. é. áÒÎÏÌØÄ, �éÚÂÒÁÎÎÏÅ{60�. í.: æÁ-
ÚÉÓ, 1997, Ó. 714.) é ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁ×ÁÌÏÓØ × ÔÅ ÇÏÄÙ, ÂÙÌÏ
ÏÞÅÎØ ×ÙÓÏËÏÇÏ ÒÁÎÇÁ. üÔÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÚÁËÌÁÄÙ×ÁÌÏÓØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÏÂÑ-
ÚÁÔÅÌØÎÙÈ ËÕÒÓÁÈ. úÎÁÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÎÁ ÎÉÈ, ÐÏÄËÒÅÐÌÑÌÉÓØ ÐÒÁËÔÉ-
ÞÅÓËÉÍÉ ÓÅÍÉÎÁÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÅÌÉ ÏÐÙÔÎÅÊÛÉÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÉ-ÄÏÃÅÎ-
ÔÙ, ÉÍÅ×ÛÉÅ ÍÎÏÇÏÌÅÔÎÉÊ ÓÔÁÖ ÒÁÂÏÔÙ. îÁÚÏ×Õ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ: î. ä. áÊÚÅÎ-
ÛÔÁÔ, ÷. â. äÅÍÉÄÏ×ÉÞ, ó. á. çÁÌØÐÅÒÎ, ú. í. ëÉÛËÉÎÁ, á. ó. ðÁÒÈÏÍÅÎËÏ,
é. ÷. ðÒÏÓËÕÒÑËÏ× É ÄÒÕÇÉÅ. îÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ ÔÏ-
ÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ ÂÙÌÏ ÉÚÏÂÉÌÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ËÕÒÓÏ× É ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÈ ÓÅÍÉÎÁÒÏ×.
óÒÅÄÉ ÓÅÍÉÎÁÒÏ×, ÓÙÇÒÁ×ÛÉÈ ×ÙÄÁÀÝÕÀÓÑ ÒÏÌØ × ÉÓÔÏÒÉÉ ÏÔÅÞÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ËÒÕÖÏË ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏ×Á, ÓÅÍÉÎÁÒ
ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á É á. ñ. èÉÎÞÉÎÁ, ÓÅÍÉÎÁÒ ÐÏ
ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ î. ë. âÁÒÉ É ä. å. íÅÎØÛÏ×Á, ÓÅÍÉÎÁÒ ÐÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏ-
ÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ í. á. ìÁ×ÒÅÎÔØÅ×Á É á. é. íÁÒËÕÛÅ×ÉÞÁ, ÓÅÍÉÎÁÒ ÐÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÑÍ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ é. ç. ðÅÔÒÏ×ÓËÏÇÏ, ó. ì. óÏÂÏÌÅ×Á É
á. î. ôÉÈÏÎÏ×Á, ÓÅÍÉÎÁÒ ÐÏ ×ÓÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ é. í. çÅÌØÆÁÎÄÁ É ÍÎÏÇÉÅ,
ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ.

îÏ ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÍ ËÕÒÓÁÍ. ïÎÉ, ËÁË ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ
ÉÚ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÉÈ ÎÁÚ×ÁÎÉÊ Ó ÎÁÚ×ÁÎÉÑÍÉ ËÁÆÅÄÒ, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ, ËÁË
ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÐÏ ËÁÆÅÄÒÁÍ. ëÁÆÅÄÒÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÔÅÏ-
ÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÉÍÅÌÉ Ä×Á ËÕÒÓÁ (ÐÅÒ×ÁÑ | ÐÏ
ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ, ×ÔÏ-
ÒÁÑ | ÐÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÍÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÍÕ É ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ). ëÕÒÓ
�áÎÁÌÉÚ III�, ÞÉÔÁ×ÛÉÊÓÑ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÙÍ, ÂÙÌ ÏÓÏÂÅÎÎÙÍ. üÔÏ ÂÙÌ ÓÉÎ-
ÔÅÔÉÞÅÓËÉÊ ËÕÒÓ, ÓÏÅÄÉÎÑ×ÛÉÊ × ÓÅÂÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ, ÆÕÎË-
ÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (ÒÁÎØÛÅ ÜÔÉ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÙ
ÞÉÔÁÌÉÓØ ÐÏÒÏÚÎØ).

* * * * * *

÷ ÔÅÞÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ Ä×ÕÈ ÌÅÔ ÍÎÅ ÄÏ×ÅÌÏÓØ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔØ × Ä×ÕÈ ÎÅ-
ÏÂÙÞÎÙÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ | íÏÓËÏ×ÓËÏÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ É
íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÍ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ âÒÅÍÅÎÁ. ÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÏÔÒÁÖÅÎÙ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÙÅ ÉÄÅÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÎÉËÌÉ Õ ÍÅÎÑ × Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÅÍ.
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óÌÏÖÉ×ÛÁÑÓÑ Õ ÎÁÓ × òÏÓÓÉÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÇÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×Á-
ÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÄÁ É ÍÎÏÇÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ) ÐÏÓÔÒÏÅÎÁ ÐÏ ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ �ÆÅ-
ÄÅÒÁÔÉ×ÎÏÍÕ� ÐÒÉÎÃÉÐÕ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ, ËÁË ÓÔÒÁ-
ÎÁ, ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ÛÔÁÔÙ: áÎÁÌÉÚÁ, áÌÇÅÂÒÙ,
çÅÏÍÅÔÒÉÉ, äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ôÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ É ÆÕÎËÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ôÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. . .

÷ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ âÒÅÍÅÎÁ ××ÅÄÅÎ ÏÓÏÂÙÊ ËÕÒÓ, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÌ ×
ÄÒÕÇÉÈ ÍÅÓÔÁÈ. ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ \òerspectives of Mathematics". üÔÏ ËÕÒÓ ÂÅÚ
ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÞÉÔÁÅÍÙÊ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÓÅÍÉ
ÐÒÏÆÅÓÓÏÒÁÍÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÈ ÕÖÅ ÐÒÅÄ×ÁÒÉ-
ÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÎÉÑ ÐÏ ÁÎÁÌÉÚÕ É ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. é ÍÎÅ ÐÒÉÛÌÁ × ÇÏÌÏ×Õ
ÉÄÅÑ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ ÓÉÎÔÅÔÉÞÅÓËÉÊ ËÕÒÓ ÐÏ ×ÓÅÊ ÔÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ËÏÔÏÒÏÊ
ÍÅÎÑ ÕÞÉÌÉ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ËÕÒÓÁÈ ÍÏÉ ÕÞÉÔÅÌÑ ÐÑÔØÄÅÓÑÔ Ó ÌÉÛÎÉÍ ÌÅÔ
ÔÏÍÕ ÎÁÚÁÄ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Ñ ÉÓÈÏÄÉÌ ÉÚ ÉÄÅÉ, ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ | ÜÔÏ ÅÄÉÎÁÑ
ÓÔÒÁÎÁ, ÅÄÉÎÏÅ ÕÎÉÔÁÒÎÏÅ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Ï, É ÐÏÔÏÍÕ ×ÓÅ ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÏÅÄÉÎÉÔØ
× ÅÄÉÎÏÍ ÃÉËÌÅ ÌÅËÃÉÊ. úÄÅÓØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ËÏÎÓÐÅËÔ ÞÅÔÙÒÅÈ ÌÅËÃÉÊ ÜÔÏÇÏ
ËÕÒÓÁ.

÷ ÐÅÒ×ÏÊ ÌÅËÃÉÉ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÒÅÛÅÎÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ×Ï ×ÔÏ-
ÒÏÊ | Ï ËÏÎÉËÁÈ É Ë×ÁÄÒÉËÁÈ, ÚÁÔÅÍ Ï ÎÁÞÁÌÁÈ ÁÎÁÌÉÚÁ É, ÎÁËÏÎÅÃ, Ï
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ. ëÁÖÄÁÑ ÌÅËÃÉÑ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÞÅÔÙ-
ÒÅ ÞÁÓÔÉ. ÷ �ÎÕÌÅ×ÏÊ� ÞÁÓÔÉ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÐÒÅÄÙÓÔÏÒÉÉ, ÜÔÏ �ÇÕÍÁÎÉÔÁÒ-
ÎÙÊ� ÆÒÁÇÍÅÎÔ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÀÝÉÊ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÎÁÎÉÊ. ïÎ ÅÝÅ
ÁÄÒÅÓÏ×ÁÎ É ÄÅÄÕÛËÁÍ Ó ÂÁÂÕÛËÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÞÔÏ-ÔÏ ÈÏÔÑÔ ÐÒÅÐÏÄÁÔØ Ó×Ï-
ÉÍ ×ÎÕËÁÍ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÞÁÓÔÉ ÍÙ ×ËÒÁÔÃÅ ËÁÓÁÅÍÓÑ ÉÓÔÏËÏ× ÔÅÏÒÉÉ, É
ÔÁÍ ÍÙ ÏÐÉÒÁÅÍÓÑ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, ÎÁ ÛËÏÌØÎÙÅ ÚÎÁÎÉÑ. úÁÔÅÍ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï
ÒÁÚ×ÉÔÉÉ ÔÅÍÙ; ÏÎÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ×Õ-
ÚÏ×ÓËÏÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ É ÎÁ ÐÅÒ×ÙÈ ËÕÒÓÁÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ×. ÷ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÞÁ-
ÓÔÉ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÞÉÔÁÅÍÙÅ,
ÄÁ É ÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ, ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÕÒÓÁÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ×. ÷ ËÏÎÃÅ ÓÔÁ-
ÔØÉ ×ËÒÁÔÃÅ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ × ÎÅÊ ×ÏÐÒÏÓÏ× Ë
ÄÒÕÇÉÍ ÒÁÚÄÅÌÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É Ë ÅÓÔÅÓÔ×ÏÚÎÁÎÉÀ.

÷ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÌÅËÃÉÊ ÒÅÞØ ÚÁÈÏÄÉÔ Ï ÚÎÁÍÅÎÉÔÙÈ ÔÒÕÄÁÈ, ÔÁ-
ËÉÈ ËÁË ÐÁÐÉÒÕÓ òÁÊÎÄÁ | ÄÒÅ×ÎÅÊÛÉÊ ÚÁÄÁÞÎÉË, ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ × ÉÓÔÏÒÉÉ
ÎÁÕËÉ, �ëÏÎÉËÉ� áÐÏÌÌÏÎÉÑ, \Nova methodus" ìÅÊÂÎÉÃÁ (ÐÅÒ×ÁÑ ÏÐÕÂÌÉ-
ËÏ×ÁÎÎÁÑ ÓÔÁÔØÑ ÐÏ ÁÎÁÌÉÚÕ) É \Method of Fluctions" îØÀÔÏÎÁ, ÄÁÌÅÅ ÕÐÏ-
ÍÉÎÁÀÔÓÑ ÔÒÕÄÙ üÊÌÅÒÁ, ìÁÇÒÁÎÖÁ É ëÏÛÉ. ÷ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÑÈ
ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á æÒÅÄÇÏÌØÍÁ, ÔÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ { ûÍÉÄ-
ÔÁ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁÈ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ìÀÓÔÅÒÎÉËÁ ÏÂ
ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÛÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ,
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.
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ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÄÅÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ
Ó×ÅÄÅÎÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ ××ÏÄÑÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄ-
ÓÔÏÉÔ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ, Á ÔÁËÖÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÔÒÉ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-
ÎÉÑ É ÔÒÉ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ
ÜÔÉÈ ÐÒÉÎÃÉÐÏ× É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÑÍÙÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÐÒÉ-
ÌÏÖÅÎÉÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ËÏÎÃÅ ÓÔÁÔØÉ ÍÙ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ×ÏÐÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ, ÞÅÍÕ
É ËÁË ÎÁÄÏ ÕÞÉÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ.

ðÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ
úÄÅÓØ ÓÏÂÒÁÎÙ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ ÏÂÝÅÊ

ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ É ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÄÁÌÅÅ × ÚÁ-
ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÌÅËÃÉÊ. ñ ÒÁÓÓÞÉÔÙ×ÁÀ ÎÁ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ
ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÁ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÅÊ ÉÎÔÅ-
ÒÅÓÕÀÝÉÈÓÑ. üÔÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ × ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ
ÍÅÒÅ ÚÎÁËÏÍÙ, ÔÁË ÞÔÏ Ë ÍÁÔÅÒÉÁÌÕ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ
ÐÏ ÍÅÒÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÒÉ ÞÔÅÎÉÉ ÓÔÁÔØÉ (ÉÌÉ ÅÅ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ, ËÏ-
ÔÏÒÙÅ × ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ). é ÐÏÔÏÍÕ ×ÓÅ
ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁÂÒÁÎÙ ÐÅÔÉÔÏÍ.1)

óÔÏÉÔ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÕÐÒÅÄÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÑ, ÞÔÏ ÞÁÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÓÔÁ-
×ÌÅÎÁ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÉÌÉ ÄÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Á. ôÁËÉÅ ÐÒÏÐÕÝÅÎÎÙÅ ÄÅÔÁÌÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ
×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ.

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ
ïÓÎÏ×ÎÙÍ, ×ÁÖÎÅÊÛÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ ÎÁÓ Ñ×ÉÔÓÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ R. ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ, ×ÙÞÉÔÁÔØ É ÄÅÌÉÔØ (ÎÅÌØÚÑ, ×ÐÒÏÞÅÍ,
ÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÎÕÌØ). ÷ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ ÄÌÑ ÎÁÓ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ, ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ, ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ É ÂÁÎÁÈÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÓ ÖÄÕÔ ×ÐÅÒÅÄÉ.

ëÒÏÍÅ R ÍÙ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÂÕÄÅÍ ÓÔÁÌËÉ×ÁÔØÓÑ Ó ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ Rn É (Rn)′.

üÌÅÍÅÎÔÙ Rn ÜÔÏ ÓÔÏÌÂÃÙ
 x1

...
xn

!
ÉÚ n ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; ×ÅÓØ ÔÁËÏÊ ÓÔÏÌÂÅÃ

ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÄÎÏÊ ÂÕË×ÏÊ x É ÐÉÓÁÔØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ x ∈ Rn. ôÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ. åÓÌÉ x ∈ Rn, ÔÏ ÞÅÒÅÚ xT ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏËÁ (x1; : : : ; xn).
óÔÏÌÂÃÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ: ÅÓÌÉ

x =
 x1

...
xn

!
É y =

 y1
...
yn

!
, ÔÏ x+ y =

 x1+y1
...

xn+yn

!
, Á ÅÓÌÉ � ∈ R, ÔÏ �x =

 �x1
...

�xn

!
.

1)ó×ÅÄÅÎÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅÓÑ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÉÚÌÏÖÅÎÙ × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÕÞÅÂÎÙÈ ËÎÉÇ
ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. èÏÔÅÌ ÂÙ ÐÏÒÅËÏÍÅÎÄÏ×ÁÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÓÔÁÔØÉ �âÁÎÁÈÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï�,
�÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï�, �çÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï�, �ëÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï�,
�ëÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ�, �íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï�, �ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-
×Ï� × ËÎ. �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ üÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÑ�, 5ÔÔ., í.: óÏ×ÅÔÓËÁÑ ÜÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÑ, 1977.
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ëÒÏÍÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn ×ÅËÔÏÒÏ×-ÓÔÏÌÂÃÏ× ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï
(Rn)′ ×ÅËÔÏÒÏ×-ÓÔÒÏË. Rn É (Rn)′ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Ô. Å.
ÍÎÏÖÅÓÔ× X Ó Ä×ÕÍÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ | ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÎÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÁËÓÉÏÍÁÍÉ (ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×-
ÎÏÓÔÉ, ÎÁÌÉÞÉÑ ÎÕÌÑ É ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÁËÓÉÏÍ (��)x = �(�x),
(�+ �)x = �x+ �x É �(x+ y) = �x+ �y, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅ-
ÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ).

ðÏÍÉÍÏ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁÍ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÙ ÒÁÚÍÅÒÏ× n × m, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÍÁÔ-
ÒÉÃÁÍÉ:

A =

0B@a11 : : : a1n
...

...
am1 : : : amn

1CA :

÷ÅËÔÏÒÙ ÉÚ Rn ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ, ËÁË ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É n ÓÔÒÏË, ×ÅË-
ÔÏÒÙ ÉÚ (Rn)′ | ËÁË ÍÁÔÒÉÃÙ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ É n ÓÔÏÌÂÃÏ×.

ïÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁ ×ÅËÔÏÒ. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A

ÎÁ ×ÅËÔÏÒ x ∈ Rn ÒÁ×ÎÏ ×ÅËÔÏÒÕ Ax =

0@ Pn
j=1 a1jxj

...Pn
j=1 amjxj

1A; ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ y ∈ (Rm)′

ÎÁ A | ÜÔÏ ×ÅËÔÏÒ yA = (Pm
j=1 aj1yj ; : : : ;

Pm
j=1 ajnyj).

åÓÌÉ x ∈ (Rn)′, a y ∈ Rn, ÔÏ ÞÅÒÅÚ x ·y ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÓÕÍÍÕ x1y1 + : : :+xnyn (ÜÔÏ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉÃ). ÷ÅÌÉÞÉÎÕ

√
xT · x ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ |x| É ÎÁÚÙ×ÁÀÔ

ÍÏÄÕÌÅÍ ×ÅËÔÏÒÁ x.
ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R; Rn É (Rn)′ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÐÒÉÍÅÒÙ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.

÷ÏÔ ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X É × ÎÅÍ ÓÉÓÔÅÍÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× � , ÏÂÌÁ-
ÄÁÀÝÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: Á) ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï É ×Ó£ X ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ � , b) ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ
ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ � É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ � ÐÒÉÎÁÄÌÅ-
ÖÁÔ � . ôÁËÁÑ ÐÁÒÁ (X; �) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ .

íÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ � ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅ-
ÌÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ. ðÒÉÍÅÒÏÍ ËÏÍÐÁËÔÁ ÎÁ R ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË [a; b],
−∞ < a < b <∞.

îÅÔÒÕÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn É (Rn)′, × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ � ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ U(�; ") =
= {x ∈ Rn | |x− �| < "} Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × � ÒÁÄÉÕÓÁ " ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ " > 0 (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÍ ÏÔ �),
ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ.

÷ÁÖÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á.

íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÐÁÒÅ (x1; x2) ∈ X × X ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ d(x1; x2)
(ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ x1 É x2), ÒÁ×ÎÏÅ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ É ÌÉÛØ ÅÓÌÉ x1 = x2, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ
Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ d(x1; x2) = d(x2; x1) (ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1 É x2) É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: d(x1; x3) 6 d(x1; x2) + d(x2; x3) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1; x2; x3.

íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
× ÎÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ, ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ � ÓÏÄÅÒÖÁÔ
ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ U(�; ") = {x | d(x; �) < "} (Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × � ÒÁÄÉÕÓÁ " ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ
" > 0, ÚÁ×ÉÓÑÝÅÍ ÏÔ �).

ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÍÏÇÕÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÐÒÑÍÁÑ R (c d(x; y) = |x− y|)
É n-ÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn ÉÌÉ (Rn)′ Ó d(x; y) = |x− y| = (Pn

i=1(xi − yi)2)1=2.



28 ÷. í. ôÉÈÏÍÉÒÏ×

þÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á. üÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (X; ‖ ·‖X), × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÏÒÍÁ ‖ ·‖X : X →
R+, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ ÌÉÛØ ÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÁËÓÉÏÍÁÍ: ‖�x‖X =
= |�| ‖x‖X , ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ � ∈ R, x ∈ X É ‖x + x′‖X 6 ‖x‖X + ‖x′‖X ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; x′ ∈ X.
íÅÔÒÉËÁ × ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ d(x; x′) = ‖x−x′‖X .

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ n-ÍÅÒÎÏÇÏ
Å×ËÌÉÄÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÏ×-ÓÔÒÏË x = (x1; : : : ; xn), ÏÓÎÁÝÅÎÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ 〈x; y〉 = Pn

k=1 xkyk (ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ En). ïÎÏ ÓÔÁ-
ÎÏ×ÉÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÏÒÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ‖x‖En =

p
〈x; x〉. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔ-

ÒÁÎÓÔ×Ï (X; 〈·; ·〉) ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ 〈·; ·〉, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ ÎÅÏÔ-
ÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (〈x; x〉 > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÎÁ
ÎÕÌÅ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ), ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (〈x; x′〉 = 〈x′; x〉 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; x′ ∈ X) É ÂÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ
(〈�x+ �′x′; x′′〉 = �〈x; x′′〉+ �′〈x′; x′′〉) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÙÍ.

ïÂßÅËÔÏÍ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÄÁÌÅÅ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÉÌÉ
ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ËÁË É ÐÏÎÑÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á) ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ
ÉÚÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. åÓÌÉ ÄÁÎÙ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X É Y , ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉ-
ÅÍ ÉÚ X × Y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ f , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
X ÓÏÏÔÎÅÓÅÎÏ ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÌÉÂÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ f(x) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y . ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÐÉÛÕÔ: f : X → Y . (éÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f : X → Y ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÐÁÒ (x; y) (ÄÅËÁÒÔÏ×Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ X × Y ×ÓÅÈ ÐÁÒ (x; y)), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ
ËÁÖÄÏÍÕ x ∈ X ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÂÏ ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÌÉÂÏ ÏÄÎÁ ÐÁÒÁ (x; y); ÓÏ×ÏËÕÐ-
ÎÏÓÔØ ÐÁÒ (x; f(x)) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÉËÏÍ f). ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ X × R ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÕÎËÃÉ-
ÏÎÁÌÁÍÉ, Á ÅÓÌÉ X = Rn, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï dom f ⊂ X ÔÅÈ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ
f(x) 6= ?, | ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f ; ÅÓÌÉ A ⊂ X, ÔÏ {y ∈ Y | ∃x ∈ A : y = f(x)} |
ÏÂÒÁÚ A ⊂ X ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f(A)), Á {x ∈ X | f(x) ∈ B} | ÐÒÏ-
ÏÂÒÁÚ B ⊂ Y (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f−1(B)). åÓÌÉ f(A) = Y , ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÁÚÙ×ÁÀÔ
ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÍ.

ðÕÓÔØ (X1; �1) É (X2; �2) | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : X1 →
X2 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ �2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �1
(�ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔ�). æÕÎËÃÉÑ f : X → R (ÇÄÅ X | ÔÏÐÏÌÏÇÉ-
ÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÓÎÉÚÕ (Ó×ÅÒÈÕ), ÅÓÌÉ ÅÅ ÌÅÂÅÇÏ×ÓËÉÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L�(f) = {x | f(x) 6 �} (M�(f) = {x | f(x) > �}) ÚÁÍËÎÕÔÙ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ
� ∈ R.

÷ ÓÌÕÞÁÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁ×ÎÏ-
ÓÉÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÉ×ÙÞÎÏÍÕ (Ó " É �).

ðÕÓÔØ (X; d) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É f | ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ X. ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÔÏÞËÅ � ∈ X, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ � > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
d(x; �) < �, ÔÏ |f(x)− f(�)| < ". åÓÌÉ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ X,
ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ A. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : X → X ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á (X; d) × ÓÅÂÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ �, 0 < � < 1,
ÞÔÏ d(F (x); F (x′)) 6 �d(x; x′) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; x′ ∈ X. íÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Å (X; d) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÍ × X, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó X;
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÍ × X, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï × X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ Ó A.

÷ÁÖÎÅÊÛÉÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï C([a; b]) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÇÄÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ: d(f; g) = maxx∈[a;b] |f(x)− g(x)|.

ðÕÓÔØ (X; d) | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
{xn}n∈N ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ x ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ lim

n→∞
d(xn; x) =

= 0; ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÏÍÅÒ N ∈ N
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ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n;m > N , ÔÏ d(xm; xn) < ". ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ.

íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (X; d) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ, ÅÓÌÉ × Î£Í ÌÀÂÁÑ ÆÕÎÄÁ-
ÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ. ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÐÏÌÎÙÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ R, ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R É (Rn)′ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C([a; b]).

ðÏÌÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ d(x; x′) = ‖x − x′‖X ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏ×ÙÍÉ. åÓÌÉ X | ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÔÏ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ
X∗ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏ× ÎÁ ÎÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÎÁÈÏ×ÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.
äÅÊÓÔ×ÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ x∗ ∈ X∗ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ X ∈ X ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ 〈x∗; x〉.

ïÂÏÂÝÅÎÉÅÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× En Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï |
×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ, ÐÏÌÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÔÒÉËÉ
d(x; y) =

p
〈x− y; x− y〉. çÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ

ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ.
é × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÄÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉ-

ÓÌÅÎÉÑ | ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. ðÕÓÔØ X | ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÞØ
ÛÌÁ ×ÙÛÅ: ÌÉÂÏ R, ÌÉÂÏ Rn, ÌÉÂÏ ÂÁÎÁÈÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (X; ‖ · ‖X), U | ÏÔËÒÙÔÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÔÏÞËÕ bx É f : U → R { ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ
ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ bx, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ a, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ | ×ÅË-
ÔÏÒ a ∈ (Rn)′ ÉÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ a ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ
f(bx + x) = f(bx) + a[x] + r(x), ÇÄÅ a[x] × ÓÌÕÞÁÅ R ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÞÉÓÅÌ a É
x, × ÓÌÕÞÁÅ Rn | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ a · x ×ÅËÔÏÒÁ a ∈ (Rn)′ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ a ∈ Rn, × ÂÁÎÁÈÏ×ÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ | ÜÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ a ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔ x (Ô. Å. 〈a; x〉),
a r(x) = o(x), Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ lim

‖x‖→0

|r(x)|
‖x‖ = 0 (ÇÄÅ ‖x‖ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÏÚÎÁÞÁÅÔ |x|, Á × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ | ‖x‖X .

ðÒÉÎÃÉÐÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ
I. ðÒÉÎÃÉÐ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ { ìÅÂÅÇÁ { âÜÒÁ. ðÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ

ÓÎÉÚÕ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ .
II. ðÒÉÎÃÉÐ ÒÁÚÒÅÖÅÎÎÏÓÔÉ âÜÒÁ. ðÏÌÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ ÐÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÉÍÏ ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÌÏÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× .
III. ðÒÉÎÃÉÐ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ðÉËÁÒÁ { ëÁÞÞÉÏÐÏÌÌÉ { âÁÎÁÈÁ.

óÖÉÍÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÓÅÂÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏ-
Ä×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ . ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÅÊ, ÔÏ ÓÁÍÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

ôÒÉ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É B × ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

X ÓÔÒÏÇÏ ÏÔÄÅÌÉÍÙ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ x∗ ∈ X∗ É
ÞÉÓÌÏ " > 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ minx∈A〈x∗; x〉 > maxx∈B〈x∗; x〉+ ".

ðÒÉÎÃÉÐ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÁ èÁÎÁ { âÁÎÁÈÁ). úÁÍËÎÕÔÏÅ ×Ù-
ÐÕËÌÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÁÎÁÈÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÔÒÏÇÏ ÏÔÄÅÌÉÍÏ ÏÔ ÔÏÞËÉ, ÅÍÕ ÎÅ
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ. óÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÁËÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÓÔÉ ÁÎÎÕ-
ÌÑÔÏÒÁ L⊥ = {x∗ ∈ X∗ | ∀x ∈ L 〈x∗; x〉 = 0}: ÅÓÌÉ L | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X,
ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó X, ÔÏ L⊥ 6= {0}.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÁ×ÏÍ ÏÂÒÁÔÎÏÍ (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ âÁÎÁÈÁ). ðÕÓÔØ
X É Y | ÂÁÎÁÈÏ×Ù ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, �: X → Y | ÌÉÎÅÊÎÙÊ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ, ÓÀÒßÅËÔÉ×-
ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R : Y → X É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C,
ÞÔÏ �Ry = y, ‖R(y)‖X 6 C‖y‖Y ÄÌÑ ×ÓÅÈ y ∈ Y .
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å X∗, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÍ Ë ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Õ X, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ �(x; �) = {x∗ | 〈x∗; x〉 < �}, x ∈ X, � > 0 É
ÉÈ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÌÁÂÏÊ.

ðÒÉÎÃÉÐ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ âÁÎÁÈÁ { áÌÁÏÇÌÕ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ×ÙÐÕËÌÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ë ÂÁÎÁÈÏ×Õ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ, ËÏÍÐÁËÔÎÏ ×
ÓÌÁÂÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

1. ôÅÏÒÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
1.0. úÁÄÁÞÁ ÉÚ ÐÁÐÉÒÕÓÁ òÁÊÎÄÁ É ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

Ó ÏÄÎÉÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ
äÒÅ×ÎÅÊÛÅÊ ÒÕËÏÐÉÓØÀ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï-

ÐÒÏÓÙ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ �ðÁÐÉÒÕÓ òÁÊÎÄÁ� (ÎÁÚ×ÁÎÎÙÊ ÐÏ ÉÍÅ-
ÎÉ ÅÇÏ ×ÌÁÄÅÌØÃÁ, ÅÇÉÐÔÏÌÏÇÁ ç. òÁÊÎÄÁ), ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÊ, ËÁË ÐÏÌÁÇÁÀÔ,
4000 ÌÅÔ ÔÏÍÕ ÎÁÚÁÄ. ÷ ÎÅÍ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ.
÷ÏÔ ÚÁÄÁÞÁ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÁÐÉÒÕÓÁ:

þÉÓÌÏ É ÓÅÄØÍÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ÓÕÍÍÅ ÒÁ×ÎÙ ÄÅ×ÑÔÎÁ-
ÄÃÁÔÉ. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÏ?

(åÓÌÉ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÚÁÈÏÞÅÔÓÑ ÕÚÎÁÔØ, ËÁË ÅÇÉÐÔÑÎÉÎ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ÒÅÛÁÔØ
ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ, ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ × ËÎÉÇÅ ç. ÷ÉÌÅÊÔÎÅÒÁ �èÒÅÓÔÏ-
ÍÁÔÉÑ ÐÏ ÉÓÔÏÒÉÉ ÎÁÕËÉ�, í.{ì.: ïîôé, 1935, Ó. 14).

äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÄÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÏÄÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ó ÏÄÎÉÍ ÎÅ-
ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ:

Ax = b; (1.1)
× ËÏÔÏÒÏÍ A = 1 + 1

7 = 8
7 É b = 19 ÉÚ×ÅÓÔÎÙ, Á x ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ. ï ÔÏÍ, ËÁË

ÒÅÛÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÏÄÎÉÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ, ÍÎÏÇÉÅ ÕÚÎÁÀÔ ÅÝÅ ÄÏ ÛËÏÌÙ:
ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1:1), ÎÁÄÏ ÐÏÄÅÌÉÔØ b ÎÁ A (É ÔÏÇÄÁ
ÎÁÊÄÅÔÓÑ x = b

A). ÷ ÚÁÄÁÞÅ ÉÚ ÐÁÐÉÒÕÓÁ òÁÊÎÄÁ x = 19 : 8
7 = 165

8 .

1.1. �óÅÍØ ÞÁÓÔÅÊ ÉÓËÕÓÓÔ×Á ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ� É ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ
Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ

÷ ËÉÔÁÊÓËÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ �óÅÍØ ÞÁÓÔÅÊ ÉÓËÕÓÓÔ×Á ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ�, ÎÁÐÉÓÁÎ-
ÎÏÍ ×Ï ×ÒÅÍÑ ÄÉÎÁÓÔÉÉ èÁÎØ Ó×ÙÛÅ ×ÏÓÅÍÎÁÄÃÁÔÉ ×ÅËÏ× ÔÏÍÕ ÎÁÚÁÄ, ÅÓÔØ
ÚÁÄÁÞÁ: ÷ ËÌÅÔËÅ ÆÁÚÁÎÙ É ËÒÏÌÉËÉ. õ ÎÉÈ ×ÍÅÓÔÅ 35 ÇÏÌÏ× É 94 ÎÏÇÉ.
óËÏÌØËÏ × ËÌÅÔËÅ ÆÁÚÁÎÏ× É ÓËÏÌØËÏ ËÒÏÌÉËÏ×?

òÅÛÁÔØ ÔÁËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÓ ÕÞÁÔ × ÛËÏÌÅ. ÷ ÍÏÅ ×ÒÅÍÑ ÄÅÔÅÊ ÕÞÉÌÉ ÒÅ-
ÛÁÔØ ÉÈ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉ (× ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ É ÐÑÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ)
É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÛÅÓÔÏÇÏ). ðÒÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ ÒÅÛÅÎÉÉ ÎÁ-
ÄÏ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÔÁË. åÓÌÉ ÂÙ ×ÍÅÓÔÏ ËÒÏÌÉËÏ× ÂÙÌÉ ÂÙ
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ËÕÒÙ, Õ ÎÉÈ Ó ÆÁÚÁÎÁÍÉ ×ÍÅÓÔÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÅÍØÄÅÓÑÔ ÎÏÇ, ÎÁ Ä×ÁÄÃÁÔØ ÞÅ-
ÔÙÒÅ ÎÏÇÉ ÍÅÎØÛÅ. üÔÉ Ä×ÁÄÃÁÔØ ÞÅÔÙÒÅ ÎÏÇÉ ÐÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÚÁ ÓÞÅÔ ÔÏ-
ÇÏ, ÞÔÏ ËÒÏÌÉËÏ× ÂÙÌÏ Ä×ÅÎÁÄÃÁÔØ, Á ÆÁÚÁÎÏ×, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Ä×ÁÄÃÁÔØ
ÔÒÉ. ðÒÏ×ÅÒËÁ: Õ Ä×ÁÄÃÁÔÉ ÔÒÅÈ ÆÁÚÁÎÏ× ÓÏÒÏË ÛÅÓÔØ ÎÏÇ, Õ Ä×ÅÎÁÄÃÁ-
ÔÉ ËÒÏÌÉËÏ× | ÓÏÒÏË ×ÏÓÅÍØ, Á ×ÓÅÇÏ ÄÅ×ÑÎÏÓÔÏ ÞÅÔÙÒÅ. úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ.

þÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ �ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ�, ÎÁÄÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ Ä×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ÆÁÚÁÎÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ x1, Á ÞÉÓÌÏ
ËÒÏÌÉËÏ× ÞÅÒÅÚ x2, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ: x1+x2 = 35, 2x1+4x2 = 94.

÷ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ Ä×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÁË:
a11x1 + a12x2 = b1, a21x1 + a22x2 = b2, ÇÄÅ aij , 1 6 i; j 6 2, É bi, i = 1; 2,
ÉÚ×ÅÓÔÎÙ, Á x1 É x2 ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ. üÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ
× ×ÉÄÅ (1.1), ÔÏÌØËÏ A ÂÕÄÅÔ ÕÖÅ ÎÅ ÞÉÓÌÏÍ, Á ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÞÉÓÅÌ
A = ( a11 a12a21 a22 ) (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ). ðÒÉ ÜÔÏÍ x É b | ÜÔÏ ÔÏÖÅ ÎÅ
ÞÉÓÌÁ, Á ×ÅËÔÏÒÙ | ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ × ÓÔÏÌÂÅÃ x = ( x1x2 ), b =
=

( b1
b2

)
. äÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A É ×ÅËÔÏÒÁ x ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ax:

ÎÁÄÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ x1, Á ×ÔÏÒÏÊ ÎÁ x2,
ÐÏÌÕÞÉ× ÐÅÒ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ×ÅËÔÏÒÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, Á ÐÏÔÏÍ ÔÏ ÖÅ ÐÒÏÄÅÌÁÔØ
ÓÏ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁ ×ÅËÔÏÒ
x ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ×ÅËÔÏÒÕ Ax =

( a11x1+a12x2
a21x1+a22x2

)
, É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1:1) ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ

× ÓÉÓÔÅÍÕ:
Ax = b ⇔ a11x1 + a12x2 = b1; a21x1 + a22x2 = b2: (1:1′)

ûËÏÌØÎÉËÏ× ÕÞÁÔ ÒÅÛÁÔØ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÅÔÏÄÏÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÎÅÉÚ-
×ÅÓÔÎÙÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÐÒÏ ÆÁÚÁÎÏ× É ËÒÏ-
ÌÉËÏ×, ÒÁÚÕÍÎÏ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÙÒÁÚÉÔØ x2 ÞÅÒÅÚ x1 É, ÐÏÄÓÔÁ×É×
×Ï ×ÔÏÒÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÎÁÊÔÉ x1. ôÁË ÉÌÉ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË ÒÅÛÁÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ (ÇÄÅ ÉÎÏÇÄÁ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÍÉÌÌÉÏÎÁÍÉ
ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ). îÏ ÅÓÔØ ÐÕÔØ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, ËÏÔÏÒÙÊ
×ÅÄÅÔ Ë Ñ×ÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó Ä×Õ-
ÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ, ÎÏ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÞÅÒÅÚ
�ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ�. ðÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÅÇÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÊ Ó Ä×ÕÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ.

ïÂÏÚÎÁÞÉ× a1 = ( a11a21 ), a2 = ( a12a22 ) É b =
( b1
b2

)
, ÉÚÏÂÒÁÚÉÍ ÜÔÉ ×ÅËÔÏ-

ÒÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ × ÄÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). ðÕÓÔØ
V (a1; a2) ÏÚÎÁÞÁÅÔ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ) ÐÌÏÝÁÄØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÏÒÏ-
ÖÄÅÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ a1 É a2. æÕÎËÃÉÑ (a1; a2) → V (a1; a2) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÍÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

a) ÅÓÌÉ e1 = ( 1
0 ), e2 = ( 0

1 ), ÔÏ V (e1; e2) = 1;
b) V (e1; e2) = −V (e2; e1);
c) V (�1a1 + ��1�a1; a2) = �1V (a1; a2) + ��1V (�a1; a2).
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a1

a2
b

x2

òÉÓ. 1.

üÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ

V = V (a1; a2) = V (a11e1 + a21e2; a12e1 + a22e2) =
= (a11a22 − a12a21)V (e1; e2) = a11a22 − a12a21:

äÁÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÏÍ (ÉÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ)
ÍÁÔÒÉÃÙ A = ( a11 a12a21 a22 ), ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÍ detA. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ V1 = V (b; a2)
É V2 = V (a1; b). õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (1:1′) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ a1x1 +a2x2 = b.
éÚ ÒÉÓ. 1 ÍÏÖÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ, ÞÔÏ x2 = V2

V É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÞÔÏ x1 = V1
V ,

ÐÒÉÞÅÍ ÏÂÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÓÁÍÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× Á){Ó).
÷ ÚÁÄÁÞÅ ÐÒÏ ÆÁÚÁÎÏ× É ËÒÏÌÉËÏ× V = 2, V1 = 46, V2 = 24, ÏÔËÕÄÁ

ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ËÌÅÔËÅ 23 ÆÁÚÁÎÁ É 12 ËÒÏÌÉËÏ×. üÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÅÅ,
ÞÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ, ÎÏ ÏÎÏ, ÐÏ×ÔÏÒÀÓØ, ×ÁÖÎÏ ÄÌÑ
ÍÎÏÇÉÈ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ.

òÁÓÓËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ï ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÓÏ ÍÎÏÇÉÍÉ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. ôÅÏÒÉÑ ÔÁËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÞÁÌÁ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØÓÑ × 18 ×ÅËÅ, Á
ÚÁ×ÅÒÛÉÌÁÓØ × ÄÅ×ÑÔÎÁÄÃÁÔÏÍ. ó ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÅÊ ÚÎÁËÏÍÑÔ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ×Ï
ÍÎÏÇÉÈ ×ÕÚÁÈ ÉÎÖÅÎÅÒÎÏÇÏ, ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÏÇÏ É ÍÎÏÇÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÏÆÉÌÅÊ,
ÇÄÅ ÉÚÕÞÁÀÔ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ (É, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ).

1.2. óÉÓÔÅÍÙ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ
óÉÓÔÅÍÕ n ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ × ×É-

ÄÅ (1.1), ÔÏÌØËÏ A ÂÕÄÅÔ ÕÖÅ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ n× n:

A =



a11 : : : a1n
... ...
an1 : : : ann


 ;

x É b | ÜÔÏ n-ÍÅÒÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ-ÓÔÏÌÂÃÙ

x =



x1
...
xn


 ; b =



b1
...
bn


 ;
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a ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ A ÎÁ ×ÅËÔÏÒ x, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ä×Õ-
ÍÅÒÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ, ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ×ÅËÔÏÒÕ

Ax =



a11x1 + : : :+ a1nxn

...
an1x1 + : : :+ annxn


 ;

É ÔÏÇÄÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1.1) ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÓÉÓÔÅÍÕ:

Ax = b ⇔
n∑

j=1
a1jxj = b1; : : : ;

n∑

j=1
anjxj = bn; (1.2)

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÒÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ (1.2) ÍÅÔÏÄÏÍ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÍ ÐÒÉÅÍ, ÔÏÌØËÏ
ÞÔÏ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ËÏÇÄÁ n ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ
Ä×ÕÍ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ a1 =
( a11

...
an1

)
; : : : ; an =

( a1n
...

ann

)
É b =

( b1
...
bn

)
.

÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ V : (Rn)n → R, V = V (a1; : : : ; an) �ÏÂßÅÍÁ� ÓÉÓÔÅÍÙ
×ÅËÔÏÒÏ× {aj}nj=1. ä×ÕÍÅÒÎÙÅ É ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ
ÒÁÚÕÍÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÏÔ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ:

Á) ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÉ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÂßÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ
ÄÏÌÖÅÎ ÒÁ×ÎÑÔØÓÑ ÅÄÉÎÉÃÅ: V (e1; : : : ; en) = 1, ÇÄÅ e1 =

( 1
...
0

)
; : : : ; en =

( 0
...
1

)

| ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × Rn;
b) ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÁÎÔÉÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ�:

V (e1; : : : ; ei−1; ei; ei+1; ei+2; : : : ; en) = −V (e1; : : : ; ei−1; ei+1; ei; ei+2; : : : ; en);
Ó) ÕÓÌÏ×ÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ
V (�a1 + ���a1; a2; : : : ; an) = �V (a1; a2; : : : ; an) + ��V (�a1; a2; : : : ; an):

ôÁËÖÅ, ËÁË × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÂßÅÍÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏ-
ÒÁÍÉ a1; a2 É a3 × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:

V (a1; a2; a3) =
= a11a22a33 + a12a23a31 + a21a32a13 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a32a23:
ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ: ÓÕÝÅÓÔ×Õ-

ÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ V = V (a1; : : : ; an), ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁË-
ÓÉÏÍÁÍÉ Á)-Ó). üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ∑

P (−1)signP�n
i=1aiP (i), ×ÚÑÔÏÊ

ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ P ÐÅÒ×ÙÈ n ÞÉÓÅÌ {1; 2; : : : ; n} ÓÏ ÚÎÁËÏÍ, ÒÁ×-
ÎÙÍ (−1)signP , ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ signP ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ {1; 2; : : : ; n}
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Ë {P (1); P (2); : : : ; P (n)} ÔÒÅÂÕÅÔ ÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ ÓÏÓÅÄÎÉÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, É ÅÄÉÎÉÃÅ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ (ÓËÁ-
ÖÅÍ, ÞÌÅÎ a21a32a13 ÉÍÅÅÔ ÚÎÁË +, ÉÂÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ (312) Ë (123) ÔÒÅÂÕÅÔ
Ä×ÕÈ ÔÒÁÎÓÐÏÚÉÃÉÊ: (312) → (132) → (323)). ÷ÙÐÉÓÁÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÁËÓÉÏÍÁÍ Á){Ó). ïÎÁ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÁÎÔÏÍ ÉÌÉ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÁÔÒÉÃÙ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ detA. äÌÑ ÔÒÅÎÉÒÏ×ËÉ ÞÉÔÁÔÅÌØ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÜÔÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ×ÐÅÒ×ÙÅ, ÍÏÖÅÔ ÓÏÓÞÉÔÁÔØ ËÁ-
ËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÉÌÉ ×ÙÐÉÓÁÔØ ÏÔ×ÅÔ × ÏÂ-
ÝÅÍ ×ÉÄÅ (ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Ä×ÁÄÃÁÔÉ ÞÅÔÙÒÅÈ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ).

ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ËÁÓÁÀÝÉÊÓÑ ÓÉÓÔÅÍ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ | ÐÒÁ×ÉÌÏ ëÒÁÍÅÒÁ2) | ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÅÍ:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1.1. a) åÓÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÉÓÔÅÍÙ V = V (a1; : : : ; an)
ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ax = b ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ É ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ xi = Vi

V , ÇÄÅ Vi = V (a1; : : : ; ai−1; b; ai+1 : : : ; an).
b) éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á: ÌÉÂÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ax = b ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ

ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ Rn, ÌÉÂÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ax = 0 ÉÍÅÅÔ
ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÍÁÔÒÉÃÁ A = (aij)16i;j6n, Õ ËÏÔÏ-
ÒÏÊ detA = V (a1; : : : ; an) 6= 0. éÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ
(É, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÉÚ ÅÇÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÍÅ-
ÓÔÏ aj ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ × V (a1; : : : ; an) ×ÅËÔÏÒ ak, k 6= j, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÕÌØ.
ðÕÓÔØ Vij | ÏÂßÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× {a1; : : : ; ai−1; ej ; ai+1; : : : ; an}. åÓÌÉ
ÐÏÍÎÏÖÉÔØ Vij ÎÁ aij É ÒÁÓËÒÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ Vij , ÔÏ ÓÏ-
ÂÅÒÕÔÓÑ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ × ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔ aij . ôÅÐÅÒØ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÔØ ∑n

i=1 aijVij , ÔÏ ÓÏÂÅÒÕÔÓÑ
×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ A; ÅÓÌÉ ÖÅ ×ÚÑÔØ ÓÕÍÍÕ ∑n

i=1 aikVij ÄÌÑ
k 6= j, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉÃÙ Ó Ä×ÕÍÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÓÔÏÌÂ-
ÃÁÍÉ ak, Ô. Å. ÎÕÌØ. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ej = ∑n

i=1
Vij
V ai, ÇÄÅ ej | j-Ê ÂÁ-

ÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, Á Vij | ÏÂßÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅËÔÏÒÏ× {a1; : : : ; ai−1; ej ; ai+1; : : :,
an}, Á ÚÎÁÞÉÔ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (1.2) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
b = ∑n

j=1 bjej . ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÇÏ
ÒÅÛÅÎÉÑ, ÉÂÏ ÜÔÏ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÏ Ó ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÎÕÌÀ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ. úÁ-
ÏÄÎÏ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÐÒÁ×ÉÌÏ ëÒÁÍÅÒÁ, ÉÂÏ b = ∑n

j=1 bjej = ∑n
i;j=1 bj

Vij
V aj =

= ∑n
j=1

Vj
V a

j .
2)çÁÂÒÉÜÌØ ëÒÁÍÅÒ (1704{1752) | Û×ÅÊÃÁÒÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË; ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ É ÏÐÕÂÌÉËÏ-

×ÁÌ (× 1750 ÇÏÄÕ) ÐÒÁ×ÉÌÏ ÒÅÛÅÎÉÑ n ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó n ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ, ÚÁÌÏÖÉ×
ÏÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.
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ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ (1.2) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅË-
ÔÏÒÁ b, Á ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ x1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÞÅÒÅÚ L1 ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. òÅÛÉÍ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ Ax2 = x1. ôÏÇÄÁ x2 ∈ L2 \L1, ÇÄÅ L2 | ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÒÅÛÅÎÉÊ
A2x = 0. òÅÛÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ax3 = x2 É ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÐÏÓÔÕÐÁÔØ ÁÎÁÌÏ-
ÇÉÞÎÏ, É × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ (×ÒÏÄÅ ÂÙ) ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×É-
ÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× {xk}k∈N. îÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÉÂÏ V (x1; : : : ; xn) 6= 0 (ÞÔÏ
×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ) É ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØ-
ÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÄÏÌÖÎÙ ×ÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ {xm}nm=1. ¤

ðÒÏ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÙÍ × ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Å ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÁ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ
ËÁË ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á æÒÅÄÇÏÌØÍÁ. ó ÜÔÏÊ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×ÏÊ (ÄÁ É ÔÏ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ)
ÚÎÁËÏÍÑÔ ÌÉÛØ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ× (× ÔÏ ×ÒÅÍÑ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ ëÒÁ-
ÍÅÒÁ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ×ÓÀÄÕ | ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ËÕÒÓÁ
ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ3)).

1.3. áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á æÒÅÄÇÏÌØÍÁ
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ìÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ �: X → X, ÇÄÅ (X; ‖ · ‖X) |

ÂÁÎÁÈÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ
ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ X × ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 (ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á æÒÅÄÇÏÌØÍÁ). ðÕÓÔØ X ÜÔÏ ÂÁÎÁÈÏ×Ï
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �: X → X ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ É A = I −
− �, ÇÄÅ I | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á:
ÌÉÂÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ax = b ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b ∈ X, ÌÉÂÏ
ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ax = 0 ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ KerA 6= {0}, ÔÏÇÄÁ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÕÖÅ ÄÌÑ b = 0. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ Ax = b ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ b, ÔÏ KerA = {x ∈ X | Ax = 0} = {0}. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É
ÐÕÓÔØ x1 6= 0 É x1 ∈ KerA. îÁÊÄÅÍ x2 = Ax1. ôÏÇÄÁ x2 ∈ KerA2 \ KerA.
ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÎÁÊÄÅÍ ÃÅÐØ ÓÔÒÏÇÏ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× KerA ⊂ KerA2 : : : ⊂ KerAn ⊂ : : : ìÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ,
ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÂÁÎÁÈÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÎÅ
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÇÏ ÓÏ ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ,
ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏÍ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ ÏÔ ÜÔÏÇÏ
ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ÷ÙÂÅÒÅÍ × ËÁÖÄÏÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å KerAn ÜÌÅÍÅÎÔ xn
ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÎÏÒÍÙ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ > 1=2 ÏÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

3)óÌÅÄÕÅÔ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÏÍ ëÒÁÍÅÒÁ × ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÒÁÓÞÅÔÁÈ ÎÉËÔÏ
ÎÅ ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ.
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KerAn−1. åÓÌÉ m > n, ÔÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ z = xn−Axn−Axm ∈
KerAn−1 É ÚÎÁÞÉÔ, ‖�xm − �xn‖X = ‖z − xm‖X > 1=2, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ
××ÉÄÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ �. ¤

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ × ÁÎÁÌÉÚÅ.
ï ÎÉÈ ÍÙ ÐÏÇÏ×ÏÒÉÍ × ËÏÎÃÅ. áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á æÒÅÄÇÏÌØÍÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ
Û×ÅÄÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ é×ÁÒÏÍ æÒÅÄÇÏÌØÍÏÍ (1866{1927) × 1900 ÇÏÄÕ ÄÌÑ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ ×ÉÄÁ x(t)− ∫ b

a K(t; �)x(�)d� = b(t) Ó
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ K É b, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C([a; b])). ÷ ÒÁÂÏ-
ÔÅ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÏÓØ ÔÁËÖÅ É ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
�(�) − ∫ b

a K(�; t)�(t)dt = �(�) É ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÁÓØ ×ÔÏÒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÒÅÄÇÏÌØ-
ÍÁ, Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÓÌÕÞÁÊ
ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Ù, ÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÌÑ ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ,
ÞÉÓÌÏ ÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ É ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ
ÒÅÛÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ É ÏÄÉÎÁËÏ×Ï (ÓÍ. é. ç. ðÅÔÒÏ×ÓËÉÊ, �ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ
ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ�, í.: õòóó, 2003; × ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄÏÍ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÑÄÅÒ). óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ×ÙÛÅ ÐÅÒ×ÕÀ
ÞÁÓÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÒÅÄÇÏÌØÍÁ ÌÅÇËÏ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ,
ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ.

áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á æÒÅÄÇÏÌØÍÁ Ñ×ÉÌÁÓØ ÉÔÏÇÏÍ ÂÏÌØÛÉÈ ÕÓÉÌÉÊ ÍÎÏÇÉÈ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ 19 ×ÅËÁ, É ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÌ-
ÓÑ ÔÏÇÄÁ ËÁË ×ÙÄÁÀÝÅÅÓÑ ÓÏÂÙÔÉÅ, ×ÅÎÞÁÀÝÅÅ ÔÅÏÒÉÀ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÊ.

* * * * * *
÷ÏÔ ÍÙ É ÓÏ×ÅÒÛÉÌÉ Ó×ÏÅ ÐÅÒ×ÏÅ ÞÅÔÙÒÅÈÓÔÕÐÅÎÎÏÅ ×ÏÓÈÏÖÄÅÎÉÅ Ë ÏÄ-

ÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÎÁÕËÉ. ðÏ×ÔÏÒÀÓØ: ÐÅÒ×ÁÑ ÓÔÕÐÅÎØ ÎÁÛÅÇÏ
�×ÏÓÈÏÖÄÅÎÉÑ� ÐÒÅÏÄÏÌÅ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏ ÅÝÅ ÄÏ ÛËÏÌÙ, ×ÔÏÒÁÑ | ÎÁ ÕÒÏ-
ËÁÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ É ÁÌÇÅÂÒÙ × ÛËÏÌÅ, ÔÒÅÔØÑ | × ×ÕÚÁÈ, ÇÄÅ ÐÒÅÐÏÄÁÀÔ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ, ÞÅÔ×ÅÒÔÁÑ | × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ.

îÁÍÉ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÐÒÉÎÑÔÁ ÐÏÐÙÔËÁ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ ×ÅÓØ ÜÔÏÔ ÐÕÔØ | ÏÔ
ÐÁÐÉÒÕÓÁ òÁÊÎÄÁ Ë ÎÁÞÁÌÕ Ä×ÁÄÃÁÔÏÇÏ ×ÅËÁ | × ÏÄÎÏÊ ÌÅËÃÉÉ. õÄÁÌÁÓØ
ÌÉ ÜÔÁ ÐÏÐÙÔËÁ, ÓÕÄÉÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÀ.

2. ôÅÏÒÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ëÏÎÉËÉ É Ë×ÁÄÒÉËÉ

üÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÎÅ Ó ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ, Á Ó Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, Ó
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Ó ÐÌÏÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, É ÜÔÏ Õ×ÅÄÅÔ ÎÁÓ ÓÎÁÞÁÌÁ × ÍÉÒ ÁÎÔÉÞ-
ÎÏÓÔÉ. á ÄÁÌÅÅ ÎÁÍ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ×ÓÅÇÏ Ä×Á ÛÁÇÁ | × n-ÍÅÒÎÙÊ, Á
ÚÁÔÅÍ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÍÉÒ.
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2.0. îÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× Ï �ëÏÎÉËÁÈ� áÐÏÌÌÏÎÉÑ
áÐÏÌÌÏÎÉÊ (ÏË. 250 ÄÏ Î.Ü. { ÏË. 170 ÄÏ Î.Ü.), ÎÁÒÑÄÕ Ó å×ËÌÉÄÏÍ É áÒÈÉ-

ÍÅÄÏÍ, | ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒÅÈ ×ÅÌÉÞÁÊÛÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÄÒÅ×ÎÏÓÔÉ. åÇÏ ÍÎÏÇÏ-
ÔÏÍÎÙÊ ÔÒÕÄ �ëÏÎÉËÉ� (ËÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ) (Õ×Ù, ÎÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÄÏÛÅÄ-
ÛÉÊ ÄÏ ÎÁÓ), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÁÎÔÉÞÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ôÁÍ
ÂÙÌÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÙ ÐÌÏÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÇÏ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ | ÜÌÌÉÐÓÙ,
ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ É ÐÁÒÁÂÏÌÙ, | ÔÁËÉÅ ÉÍÅÎÁ ÄÁÌ ÜÔÉÍ ËÒÉ×ÙÍ áÐÏÌÌÏÎÉÊ. ïÂ
áÐÏÌÌÏÎÉÉ É ÅÇÏ ×ÅÌÉËÏÍ ÔÒÕÄÅ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÕÚÎÁÔØ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÊ
ËÎÉÇÉ â. á. òÏÚÅÎÆÅÌØÄÁ �áÐÏÌÌÏÎÉÊ ðÅÒÇÓËÉÊ�, í.: íãîíï, 2004.

íÎÏÇÏÅ × ÔÒÕÄÅ áÐÏÌÌÏÎÉÑ ÐÏÒÁÖÁÅÔ É ÎÁÛÅÇÏ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÉËÁ. îÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, × ÐÑÔÏÊ ËÎÉÇÅ áÐÏÌÌÏÎÉÊ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ËÒÉ×ÕÀ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÕÀ Ä×Å
ÐÌÏÓËÉÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÉÚ ÔÏÞÅË ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ Ä×Å ÎÏÒ-
ÍÁÌÉ Ë ÜÌÌÉÐÓÕ, ÉÚ ÔÏÞÅË ÄÒÕÇÏÊ | ÞÅÔÙÒÅ (Á ÎÁ ÓÁÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ | ÔÒÉ).
îÙÎÅ ÜÔÁ ËÒÉ×ÁÑ (ÏÇÉÂÁÀÝÁÑ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÎÏÒÍÁÌÅÊ Ë ÜÌÌÉÐÓÕ) ÉÚ×ÅÓÔÎÁ,
ËÁË ÁÓÔÒÏÉÄÁ. áÐÏÌÌÏÎÉÀ ÕÄÁÌÏÓØ ÏÐÉÓÁÔØ ÁÓÔÒÏÉÄÕ, ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ(x1
a1

)2=3
+

(x2
a2

)2=3
= 1 ÂÙÌÏ ×ÙÐÉÓÁÎÏ × ÓÅÍÎÁÄÃÁÔÏÍ ×ÅËÅ. ëÁË ×ÓÅÇÏ ÜÔÏÇÏ

ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÎÅ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÑ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉ, | ÎÅÐÏÓÔÉÖÉÍÏ ÕÍÕ ÎÁÛÅÇÏ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÉËÁ.

îÏ ÍÙ-ÔÏ × ÛËÏÌÅ ÐÒÏÈÏÄÉÍ ÁÌÇÅÂÒÕ, É ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÇÞÅ ÉÚÕÞÁÔØ
ËÒÉ×ÙÅ áÐÏÌÌÏÎÉÑ Ó ÅÅ ÐÏÍÏÝØÀ.

2.1. äÅËÁÒÔ É ÔÅÏÒÉÑ ÐÌÏÓËÉÈ Ë×ÁÄÒÉË
÷ ÓÅÍÎÁÄÃÁÔÏÍ ×ÅËÅ Ô×ÏÒÉÌÉ Ä×Á ×ÅÌÉËÉÈ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÈ ÕÞÅÎÙÈ | òÅÎÅ

äÅËÁÒÔ (1596{1650) É ðØÅÒ æÅÒÍÁ (1601{1665).
éÍ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÄÌÑ ×ÓÅÇÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ

ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÉÄÅÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÚÁÃÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. ïÎÉ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉ-
ÞÅÓËÉÅ ÍÏÄÅÌÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÜÔÏÊ ÉÄÅÅ, × ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÒÅÛÁÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅ-
ÓËÉÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ.

îÁÐÏÍÎÉÍ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÄÅËÁÒÔÏ×Á ÍÏÄÅÌØ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. îÁÓ × ÛËÏ-
ÌÅ ÕÞÁÔ, ËÁË ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ. íÙÓÌÅÎÎÏ ÐÒÏ×ÅÄÅÍ
ÉÈ É ×ÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ (ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ) ÍÁÓÛÔÁÂ. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÏÊ
ÔÏÞËÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÏÔÎÅÓÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (x1; x2) | ÅÅ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔÙ, Á ËÁÖÄÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÇÕÒÅ | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÔÁËÉÈ ÐÁÒ. ä×Å ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÉÇÕÒÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÄÒÅ×ÎÉÈ | ÐÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ | ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÁË: ÐÒÑÍÙÅ | ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ a1x1 +
+a2x2 = b, Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ:
(x1 − �1)2 + (x2 − �2)2 = r2.

åÓÌÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ ÄÅËÁÒÔÏ×Õ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ
ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ | ×ÅËÔÏÒÁÍÉ. éÈ ÍÏÖÎÏ
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ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ É ÍÏÖÎÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ×ÅÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ÷ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ äÅËÁÒÔÁ ÓÌÏÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ×ÅË-
ÔÏÒÏ× x = (x1; x2) É x′ = (x′i; x′2) ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ×ÅËÔÏÒÕ x + x′ = (x1 + x′1,
x2 + x′2), Á ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÁ x = (x1; x2) ÎÁ ÞÉÓÌÏ a ÄÁÅÔ ×ÅËÔÏÒ
ax = (ax1; ax2). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 〈x; x′〉 ×ÅËÔÏÒÏ×
x = (x1; x2) É x′ = (x′1; x′2) ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ 〈x; x′〉 = x1x′1 + x2x′2. ðÒÏÓÔ-
ÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, Á × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ (ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÐÏÌÎÏ-
ÔÙ) | ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÙÍ. íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ Å×ËÌÉÄÏ-
×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ E2.

åÓÌÉ 〈x; x′〉 = 0 (Ô. Å. ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ),
×ÅËÔÏÒÙ x É x′ ÉÚ E2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ, Á ×ÅËÔÏÒ x ∈ E2 ÔÁ-
ËÏÊ, ÞÔÏ 〈x; x〉 = 1, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ. üÔÉ ÔÅÒÍÉÎÙ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ×ÚÇÌÑÄÏÍ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×Õ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, × ËÏ-
ÔÏÒÏÊ ÄÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ x = (x1; x2), ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ, ÒÁ×ÎÁ
|x| =

√
x2

1 + x2
2 =

√
〈x; x〉. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÏ×,

ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÒÁ×ÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÄÌÉÎ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ËÏÓÉÎÕÓ
ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ËÁË ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ËÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ áÐÏÌÌÏÎÉÑ. ÷ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
ÔÒÏÅË (x1; x2; x3) ÐÒÑÍÏÊ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ËÏÎÕÓ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ x2

1 + x2
2 −

− x2
3 = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÍÉ x3 = �1x1 + �2x2 + �.

ðÏÄÓÔÁ×É× × ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÍÅÓÔÏ x3 ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ �1x1 + �2x2 + �, ÐÏÓÌÅ
×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ É ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÁËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ:
Q(x) = a11x2

1 + 2a12x1x2 +a22x2
2 + 2b1x1 + 2b2x2 + c = 0. æÕÎËÃÉÉ x 7→ Q(x)

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ, ÆÕÎËÃÉÉ x 7→ q(x) = a11x2
1 + 2a12x1x2 +

+ a22x2
2 = 〈Ax; x〉4), ÇÄÅ A = ( a11 a12a21 a22 ) ; a21 = a12; ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-

ÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ. íÁÔÒÉÃÕ A ÓÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ a21 = a12 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÏÊ. ëÁÖÄÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ
ÏÂßÅËÔ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÁÎÁÌÉÚÁ | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕ (Ô. Å. ÆÕÎËÃÉÀ Ä×ÕÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x 7→ 〈Ax; x〉), Á Ó ÄÒÕÇÏÊ | ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂßÅËÔ | ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ: x 7→ Ax, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ x = (x1; x2) ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅ-
ÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÏÞËÕ Ax = (a11x1 + a12x2; a21x1 + a22x2). üÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ
ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: 〈Ax; x′〉 = 〈x;Ax′〉. ôÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ A
ÚÁÄÁÅÔ ÓÉÍÍÅÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØ × ÓÅÂÑ.

ëÏÎÉËÉ × ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ äÅËÁÒÔÁ | ÜÔÏ ÌÉÎÉÉ ÕÒÏ×ÎÑ Ë×Á-
ÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-
ÝÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ Q(x) = 0, ÇÄÅ Q(x) = 〈Ax; x〉+2〈b; x〉+c | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ

4)ðÒÁ×ÉÌØÎÅÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÉÓÁÔØ (× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÒÁÚÄÅÌÏÍ) 〈(AxT )T ; x〉,
ÎÏ ÍÙ ÚÄÅÓØ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÓÌÕÞÁÑ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÍ ÓÅÂÅ ÂÏÌÅÅ
ÐÒÏÓÔÕÀ ÚÁÐÉÓØ.
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ÆÕÎËÃÉÑ, É ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÓÁÍÕ ÆÕÎËÃÉÀ É ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÍÕÀ
ÅÀ ËÒÉ×ÕÀ Ë ÂÏÌÅÅ �ÕÄÏÂÎÏÍÕ� ×ÉÄÕ. óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ × ×ÁÖÎÅÊÛÅÍ, ÎÅ×ÙÒÏ-
ÖÄÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ A ÏÂÒÁÔÉÍÁ (Ô. Å. detA 6= 0).

óÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = y + a ⇔ x1 = y1 +
+ a1; x2 = y2 + a2 ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×. éÍÅÅÍ: 0 =
= 〈Ax; x〉+2〈b; x〉+c = 〈A(y+a); (y+a)〉+2〈b; (y+a)〉+c. òÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ
É ÐÒÉ×ÏÄÑ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 〈Ay; y〉+2〈b+Aa; y〉+c = 0.
÷ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ â = −A−1b É c′ = c + 2〈b; â〉, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ×
ÎÏ×ÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÒÉ×ÏÊ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ: 〈Ay; y〉 + c′ = 0.

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÎÁÛÉ ÁÌÇÅÂÒÏ-ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ, Á ÐÏÔÏÍ
×ÓËÒÏÅÍ ÉÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ. éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.1.óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÁÒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÅË-
ÔÏÒÏ× e1 É e2, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ
ÆÏÒÍÁ q(y) = 〈Ay; y〉 ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ×ÉÄ:

q(y) = �1〈y; e1〉2 + �2〈y; e2〉2;
ÇÄÅ �1; �2 6= 0.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÎÁÊÔÉ ÍÁË-
ÓÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ q ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ y2

1 + y2
2 = 1 (ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ× ÓÅÂÑ ×

ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ q ÅÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ).
éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ Ï ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË-
ÃÉÉ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ (ÓÍ. Ó. 29) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁ-
ÄÁÞÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ e1) (ÓÍ. ÒÉÓ. 2). ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌÏ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ. åÓÌÉ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÎÅ ÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ, ÅÍÕ ÓÌÅ-
ÄÕÅÔ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚÄÅÌ, ÇÄÅ ÜÔÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÄÏËÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ É × Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ, É × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ, É × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.
÷ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁ-
ËÏÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ìÁÇÒÁÎÖÁ �1, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏ x ÆÕÎËÃÉÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ

e1

e2

òÉÓ. 2.
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L(x; �1) = −〈Ax; x〉 + �1〈x; x〉 ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ (Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ
É ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÍ. Ó. 29; ÐÒÏÓÔÙÅ ×ÙËÌÁÄËÉ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ x 7→ 〈Ax; x〉 ÒÁ×ÎÁ 2Ax, ÆÕÎËÃÉÉ 〈b; x〉 ÒÁ×ÎÁ b, ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ae1 = �1e1 É
ÐÒÉ ÜÔÏÍ �1 | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ × ÚÁÄÁÞÅ (ÉÂÏ 〈Ae1; e1〉 = �1 > 0). ðÕÓÔØ ÔÅ-
ÐÅÒØ e2 | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ e1 (ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ
×ÅËÔÏÒÁ ÎÁÄÏ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ 〈x; e1〉 = 0; 〈x; x〉 = 1). ôÏÇÄÁ 〈Ae2; e1〉 =
= 〈e2; Ae1〉 = �1〈e2; e1〉 = 0, Ô. Å. Ae2 É e2 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏ-
ÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ �2. úÎÁÞÉÔ, y = 〈y; e1〉e1 + 〈y; e2〉e2,
ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ q(y) = �1〈y; e1〉2 + �2〈y; e2〉2, �1; �2 6= 0. ¤

îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ �2e2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÍÉÎÉ-
ÍÕÍÅ ÆÕÎËÃÉÉ q ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ y2

1 + y2
2 = 1.

÷ÅËÔÏÒÙ ei, i = 1; 2, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ (ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ Aei =
= �iei), ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A. äÏËÁÚÁÎÎÙÊ
ÎÁÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁË: ËÁÖÄÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÎÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÂÁÚÉÓÏÍ ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅ×ÅÄÅÍ ×Ó£ ÜÔÏ ÎÁ ÑÚÙË ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. íÏÄÅÌØÀ ËÕÓËÁ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÓÔÏÌÁ, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÍ ÎÁÍ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ
ÒÁÂÏÔÁÔØ. íÙÓÌÅÎÎÏ ÎÁÒÉÓÕÅÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ÓÔÏÌÅ ÄÅËÁÒÔÏ×Õ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔ. îÏ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÉÎ ÜËÚÅÍÐÌÑÒ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
ðÉÓØÍÅÎÎÙÅ ÓÔÏÌÙ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁËÒÙ×ÁÀÔ ÐÒÏÚÒÁÞÎÙÍ ÓÔÅËÌÏÍ. ÷ÏÏÂÒÁÚÉÍ
ÓÅÂÅ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÚÒÁÞÎÙÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÔÏÎËÉÊ É × ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ
ÖÅÓÔËÉÊ ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ ÐÒÏÎÉËÁÀÝÉÊ ËÕÓÏË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. óÎÉÍÅÍ ÅÇÏ Ó ÎÁÛÅÇÏ
ÐÉÓØÍÅÎÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ É ÐÏÄÎÅÓÅÍ Ë ËÏÎÕÓÕ (ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÍÕ ÔÁËÖÅ ÇÄÅ-ÔÏ ÎÅ-
ÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÎÁÓ). ðÅÒÅÓÅÞÅÍ ÜÔÉÍ ËÕÓËÏÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÓÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ËÏÎÕÓÁ,
ÏÂ×ÅÄÅÍ Ã×ÅÔÎÙÍ ËÁÒÁÎÄÁÛÏÍ ÐÏ ËÏÎÔÕÒÕ ÓÅÞÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÏÞËÕ ÎÁ
ÎÁÛÅÍ ËÕÓËÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÇÄÅ ÏÎ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÏÓØÀ ËÏÎÕ-
ÓÁ. îÁ ÎÁÛÅÍ ÐÒÏÚÒÁÞÎÏÍ ËÕÓËÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÁÓØ ËÒÉ×ÁÑ, ËÏÔÏÒÕÀ
áÐÏÌÌÏÎÉÊ ÎÁÚ×ÁÌ ÜÌÌÉÐÓÏÍ, É ×ÎÕÔÒÉ ÜÔÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÌÓÑ ÅÇÏ
ÃÅÎÔÒ. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÑÔØ ÎÁÛ ËÕÓÏË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁÛÅ-
ÇÏ ÐÉÓØÍÅÎÎÏÇÏ ÓÔÏÌÁ, ÐÒÏÒÉÓÕÅÍ ËÏÎÔÕÒ ÜÌÌÉÐÓÁ Ó ÐÒÏÚÒÁÞÎÏÇÏ ËÕÓËÁ
ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÓÔÏÌÁ É ×ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑÍ. õÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁ ÓÔÏÌÅ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ
〈Ax; x〉 + 2〈b; x〉 + c = 0. ðÅÒ×ÏÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ, ÉÚÂÁ×ÉÌÉÓØ ÏÔ ÌÉÎÅÊ-
ÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×. îÁ ÑÚÙËÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÍÅÓÔÉÌÉ ÎÏ×ÕÀ
ÄÅËÁÒÔÏ×Õ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÃÅÎÔÒ ÜÌÌÉÐÓÁ (ÎÁÐÒÁ×É× ÏÓÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ-
ÎÏ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÙÍ). á ÄÁÌÅÅ, ×ÚÇÌÑÎÕ× ÎÁ ÜÌÌÉÐÓ Ó ÎÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔ (ÓÍ. ÒÉÓ. 2), ÐÏÍÅÝÅÎÎÏÊ × ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ, ÍÙ ÚÁÐÏÄÏÚÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÁ ÔÏÞËÉ É
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ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÔÏÞËÉ, ÐÅÒ-
ÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

üÔÏÔ ÆÁËÔ ÍÙ É ÄÏËÁÚÁÌÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ.
ðÏ×ÅÒÎÕ× ÏÓÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÐÏÛÌÉ ÐÏ ÐÒÑÍÙÍ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍ ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌØÎÏ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, × ÎÏ×ÙÈ ÏÓÑÈ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
�1〈y; e1〉2 + �2〈y; e2〉2 = −c′. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÌÉÐÓÁ −�i=c′ > 0; i = 1; 2. á ÅÓÌÉ
ÂÙ ÍÙ ÓÒÁÚÕ ÎÁÛ ÜÌÌÉÐÓ, ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÐÒÏÚÒÁÞÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÐÒÉ-
×ÅÚÌÉ� ÐÏ ÓÔÏÌÕ É ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÌÉ × ÓÔÁÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÕÓÔÉ× ÅÇÏ ÏÓÉ
ÐÏ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

(
x2

1
a2

1

)
+

(
x2

2
a2

2

)
= 1. åÓÌÉ

ÖÅ ÚÎÁËÉ −�i=c′ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ:(
x2

1
a2

1

)
−

(
x2

2
a2

2

)
= 1.

íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ (É ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÔÏÞËÏÊ x2
1+x2

2 = 0
ÉÌÉ ÐÕÓÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ x2

1 + x2
2 = −1) ËÒÉ×ÁÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ | ÌÉÂÏ

ÜÌÌÉÐÓ, ÌÉÂÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ.

2.2. íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× x = (x1; : : : ; xn) É ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓËÁ-

ÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 〈x; x′〉 ×ÅËÔÏÒÏ× x = (x1; : : : ; xn) É x′ = (x′1; : : : ; x′n)
ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ 〈x; x′〉 = ∑n

k=1 xkx′k. åÓÌÉ 〈x; x′〉 = 0, ×ÅËÔÏÒÙ x É x′ ÎÁÚÙ×Á-
ÀÔ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ, ×ÅËÔÏÒ x ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ 〈x; x〉 = 1, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÅÄÉÎÉÞ-
ÎÙÍ. ðÕÓÔØ A = (aij)16i;j6n, aij = aji, | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ, Á
q(x) = ∑n

i;j=1 aijxixj | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÁ. éÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÏ ÁÎÁÌÏÇ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2.1:

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2.2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ ÉÚ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ
×ÅËÔÏÒÏ× {ek}nk=1, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞ-
ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ q(x) = ∑n

i;j=1 aijxixj ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ×ÉÄ:

q(x) =
n∑

k=1
�k〈x; ek〉2; �k ∈ R:

÷ÅËÔÏÒÙ ek, 1 6 k 6 n, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ
A, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × Rn ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ
ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A.

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ×ÙÄÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×
19 ×ÅËÁ | ëÁÒÌÕ ñËÏÂÉ (1804{1851). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÅÇÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁ-
ÌÏÇÉÞÎÏ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍÕ, ÎÏ ÍÙ ÅÇÏ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ, ÉÂÏ ÓÁÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ, Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ.
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2.3. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. ôÅÏÒÅÍÁ çÉÌØÂÅÒÔÁ { ûÍÉÄÔÁ
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ (X; 〈·; ·〉) | ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ìÉÎÅÊ-

ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ A : X → X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÅÓÌÉ 〈Ax; x′〉 =
= 〈x;Ax′〉 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; x′ ∈ X.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ (X; 〈·; ·〉) | ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÏÅ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï ÐÒÏÓÔ-
ÒÁÎÓÔ×Ï É A : X → X | ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÐÅÒÁ-
ÔÏÒ. ôÏÇÄÁ × X ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓ {ei} ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÁ A. (çÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÅÐÁÒÁÂÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï).

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ çÉÌØÂÅÒÔÏÍ (1906) × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å l2 ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× x = (x1; : : : ; xn; : : :) ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ∑

k∈N x2
k < ∞.

÷ ÜÔÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ××ÏÄÉÔÓÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÅ 〈x; x′〉 = ∑

k∈N xkx′k, Á ÏÐÅÒÁÔÏÒ A ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÁ-
ÔÒÉÃÅÊ (aij)i;j∈N. úÁÔÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÂÙÌ ÏÂÏÂÝÅÎ ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÏÍ
ûÍÉÄÔÏÍ ÎÁ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. (óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÅ-
ÇÅÎÄÁ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ûÍÉÄÔ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌ ÏÂ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ, çÉÌØ-
ÂÅÒÔ ÓÐÒÏÓÉÌ: �ûÍÉÄÔ, Ï ËÁËÏÍ-ÔÁËÏÍ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÷Ù
ÇÏ×ÏÒÉÔÅ? ñ ÎÅ ÐÏÎÉÍÁÀ�).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÍÁËÓÉÍÕÍÅ
ÍÏÄÕÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÛÁÒÅ:

|〈Ax; x〉| → max; 〈x; x〉 6 1: (1)
éÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ A ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ x 7→
〈Ax; x〉. éÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ âÁÎÁÈÁ { áÌÁÏÇÌÕ (ÓÍ. Ó. 30; ÎÁÄÏ
ÕÞÉÔÙ×ÁÔØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÞÔÏ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ Ó×ÏÉÍ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÙÍ, Á ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÛÁÒ | ×ÙÐÕËÌÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ e1 ÚÁÄÁÞÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ. éÚ ÐÒÁ×ÉÌÁ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ �1, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÄÎÁÑ ÐÏ x ÆÕÎËÃÉÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ L(x; �1) = −〈Ax; x〉+�1〈x; x〉 ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ,
ÞÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ae1 = �1e1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏ×ÕÀ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ-
ÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ

|〈Ax; x〉| → max; 〈x; x〉 6 1; 〈x; e1〉 = 0: (2)
ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÐÒÁ×ÉÌÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ
ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ Ae2 = �2e2. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÐÒÏÃÅÓÓ ÄÁÌØÛÅ, ÂÕÄÅÍ ÐÏ-
ÌÕÞÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÒÅÍÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÕÌÀ (ÉÚ-ÚÁ ËÏÍÐÁËÔ-
ÎÏÓÔÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ). úÁÔÅÍ ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ×ÓÅÍ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ek Ó ÎÅ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÎÕÌÀ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, É ×ÙÂÒÁÔØ ×
ÎÅÍ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ (Ó ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ).
üÔÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÉÓËÏÍÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ × X. ¤
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þÉÔÁÔÅÌÀ, ÚÎÁËÏÍÑÝÅÍÕÓÑ Ó ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ×ÐÅÒ×ÙÅ, ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÔÓÑ
ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÏÄÒÏÂÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

* * * * * *
ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÉÓÞÉÓÌÉÍÙ | Ë ÒÅ-

ÛÅÎÉÀ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ËÒÁÅ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ
ÄÌÑ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, Ë ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ, ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ, Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ É Ô. Ä., É Ô. Ð. ëÏÅ-ËÁËÉÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÍÙ
ÏÂÓÕÄÉÍ ÄÁÌÅÅ.

* * * * * *
ôÁË ÚÁ×ÅÒÛÉÌÁÓØ ÎÁÛÁ ×ÔÏÒÁÑ ÜËÓËÕÒÓÉÑ ÏÔ áÐÏÌÌÏÎÉÑ Ë çÉÌØÂÅÒÔÕ É

ûÍÉÄÔÕ.

3. îÁÞÁÌÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ
3.0. îØÀÔÏÎ É ìÅÊÂÎÉÃ | ÒÏÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÉÚÁ

ðÅÒ×ÏÊ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÅÊ ÐÏ ÁÎÁÌÉÚÕ ÂÙÌÁ ËÏÒÏÔÅÎØËÁÑ ÚÁÍÅÔËÁ ìÅÊÂÎÉÃÁ,
ÐÏÑ×É×ÛÁÑÓÑ × 1684 ÇÏÄÕ × ÖÕÒÎÁÌÅ \Acta Eruditotum" | ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÐÅÒ-
×ÙÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÖÕÒÎÁÌÏ× × ÉÓÔÏÒÉÉ ÎÁÕËÉ. óÔÁÔØÑ ÂÙÌÁ ÏÚÁÇÌÁ×ÌÅÎÁ ÔÁË:
\Nova metodus pro maximis et minimis itemque tangentibus, quae nec frac-
tas nec irrationales quantitates moratur, et singulare proillis calculus gemes"
(îÏ×ÙÊ ÍÅÔÏÄ ÐÒÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÙ É ÍÉÎÉÍÕÍÙ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ,
ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÀÝÉÊ × ÓÌÕÞÁÅ ÄÒÏÂÎÙÈ ÉÌÉ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ É ÓÐÅÃÉ-
ÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Ë ÎÅÍÕ; ×ÙÄÅÒÖËÉ ÉÚ ÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ ×
ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÊ × ÐÅÒ×ÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ËÎÉÇÅ ÷ÉÌÅÊÔÎÅÒÁ ÎÁ Ó. 272). ÷ ÚÁÇÌÁ×ÉÉ
×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÌÏ×Ï \calculus" | ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. ó ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÐÏÚÄÎÅÊ ÐÏÒÙ
ÔÁË É ÐÏ×ÅÌÏÓØ: \di�erential and integral calculus" | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ É
ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ. îÁÚ×ÁÎÉÅ ÚÁÍÅÔËÉ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ Ï ÓÔÉÍÕÌÁÈ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÒÕËÏ×ÏÄÉÌÉ ÅÅ Á×ÔÏÒÏÍ ÐÒÉ ÓÏÚÄÁÎÉÉ ÁÎÁÌÉÚÁ: ÜÔÏ | ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ
ÜËÓÔÒÅÍÕÍ (Ô. Å. ÎÁ ÍÁËÓÉÍÕÍ É ÍÉÎÉÍÕÍ) É ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ.

îÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ä×ÕÍÑ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÑÍÉ ÒÁÎÅÅ Ë ÏÓÎÏ×ÎÙÍ
ËÏÎÃÅÐÃÉÑÍ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÏ×ÓÅÍ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ
ÐÒÉÛÅÌ îØÀÔÏÎ. ÷ 1671 ÇÏÄÕ ÏÎ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÌ ÒÕËÏÐÉÓØ ÒÁÂÏÔÙ \The Method
of Fluctions and in�nite Series with its Applications to the Geometry of
Curves-Lines" (íÅÔÏÄ ÆÌÀËÓÉÊ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÒÑÄÏ× Ó ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅÍ Ë
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ËÒÉ×ÙÈ | ÓÍ. é. îØÀÔÏÎ, �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÂÏÔÙ�, í.-ì.,
ïîôé, 1937), ÓÏÈÒÁÎÉ×ÛÅÊ Ó×ÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ É × ÎÁÛÅ ×ÒÅÍÑ.

îÅ ÕËÁÚÙ×ÁÀ ÎÉ ÉÍÅÎ, ÎÉ ÌÅÔ ÖÉÚÎÉ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ×ÅÌÉËÉÈ ÕÞÅÎÙÈ | ÜÔÏ
ÄÏÌÖÅÎ ÚÎÁÔØ ËÁÖÄÙÊ, ÎÅ ÐÉÛÕ ÏÂ ÉÈ ÎÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ, ÉÂÏ
ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ×ÓÅÍÕ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓÔ×Õ.

îØÀÔÏÎ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÏÉÌ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÅ
ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ, ËÁË ÁÐÐÁÒÁÔ ÅÓÔÅÓÔ×ÏÚÎÁÎÉÑ. (ï ÔÏÍ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎ ÎØÀÔÏÎÏ×
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ÍÉÒ, ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÕÚÎÁÔØ ÉÚ ÅÇÏ \Principia" | �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁ-
ÞÁÌÁÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÊ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ� (1687) (ÓÍ. óÏÂÒÁÎÉÅ ÓÏÞÉÎÅÎÉÊ ÔÒÕÄÏ×
á. î. ëÒÙÌÏ×Á, ÔÏÍ VII, ÇÄÅ ÐÏÍÅÝÅÎ ÐÅÒÅ×ÏÄ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÞÁÌ�;
ìÁÇÒÁÎÖ ÎÁÚ×ÁÌ ÜÔÏ ÓÏÞÉÎÅÎÉÅ îØÀÔÏÎÁ �×ÅÌÉÞÁÊÛÉÍ ÉÚ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ
ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÇÏ ÕÍÁ�).

�äÌÑ ÐÏÑÓÎÅÎÉÑ ÉÓËÕÓÓÔ×Á ÁÎÁÌÉÚÁ, | ÐÉÓÁÌ îØÀÔÏÎ, | ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉ-
×ÅÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÚÁÄÁÞ [. . . ]. 1) ðÕÓÔØ ÄÌÉÎÁ ÐÕÔÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ. îÕÖ-
ÎÏ ÕÚÎÁÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ. 2) ðÕÓÔØ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÓËÏÒÏÓÔØ
Ä×ÉÖÅÎÉÑ. îÁÄÏ ÕÚÎÁÔØ ÄÌÉÎÕ ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ ÐÕÔÉ.� (óÍ. é. îØÀÔÏÎ, �íÁ-
ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÂÏÔÙ�, í.-ì., ïîôé, Ó. 45.)

é ×ÅÄØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÏÓÍÙÓÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ �ÓËÏÒÏ-
ÓÔÉ × ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ� ÏÂßÅËÔÁ, Ä×ÉÖÕÝÅÇÏÓÑ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ, ÔÏ ÎÅÉÚÂÅÖ-
ÎÏ ÐÒÉÈÏÄÉÛØ Ë ÉÄÅÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÓÒÅÄÎÅÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÚÁ ÍÁÌÙÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË
×ÒÅÍÅÎÉ ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ Ë ÎÕÌÀ. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÅÓ-
ÌÉ ÏÂßÅËÔ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÄÏÒÏÇÅ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ, É x(t) |
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÅÇÏ ÏÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t, ÔÏ ÓËÏ-
ÒÏÓÔØ v(t) × ÍÏÍÅÎÔ t ÜÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÒÅÄÎÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÚÁ ÍÁ-
ÌÙÊ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ Ë ÎÕÌÀ, Ô. Å.
lim x(t+ �t)− x(t)

�t ÐÒÉ �t ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë ÎÕÌÀ. üÔÕ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÓÔÁÌÉ ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÔØ x′(t) (Á îØÀÔÏÎ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌ _x(t)).

(é ÓÁÍÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ îØÀÔÏÎ ÏÓÏÚÎÁ×ÁÌ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÏÔÞÅÔÌÉ×Ï. ÷ÏÔ
ÅÇÏ ÓÌÏ×Á: �ëÏÌÉÞÅÓÔ×Á [. . . ], ËÏÔÏÒÙÅ × ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ
×ÒÅÍÅÎÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ É ÒÁÎÅÅ ËÏÎÃÁ ÜÔÏÇÏ ×ÒÅÍÅÎÉ
ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ ÂÌÉÖÅ, ÎÅÖÅÌÉ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉ-
ÎÕ, ÂÕÄÕÔ × ÐÒÅÄÅÌÅ ÒÁ×ÎÙ.� üÔÏ ÐÏÞÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏ ëÏÛÉ,
ËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÁÓ ÕÞÁÔ ÎÁ ÐÅÒ×ÏÍ ËÕÒÓÅ.)

âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÆÁËÔÏ× ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÍÅ-
ÀÔ ÆÉÚÉÞÅÓËÕÀ ÉÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ.

óËÁÖÅÍ, ×ÏÔ ×Ù ÉÄÅÔÅ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v ÐÏ ×ÁÇÏÎÕ ÐÏÅÚÄÁ, Ä×ÉÖÕÝÅÇÏÓÑ
ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ V . ôÏÇÄÁ ×ÁÛÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ úÅÍÌÉ ÒÁ×ÎÁ V + v.
ôÁË ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ: ÐÒÏÉÚ×ÏÄ-
ÎÁÑ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ .

�ëÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÌÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ×
ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÏÎÁ ÎÅ ÔÅÞÅÔ ÎÉ ×ÐÅÒÅÄ, ÎÉ ÎÁÚÁÄ� (ÓÍ. �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁ-
ÂÏÔÙ�, Ó. 73). üÔÏ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ ÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÔÏ, ÞÔÏ
× ËÕÒÓÁÈ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ æÅÒÍÁ: × ÔÏÞËÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ (Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓËÁÚÁÎÏ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏ×ÏÄÕ ÓÁÍÉÍ æÅÒÍÁ
ÓÍ. × ËÎÉÇÅ ÷ÉÌÅÊÔÎÅÒÁ ÎÁ Ó. 256). åÓÌÉ ×Ù ËÕÄÁ-ÔÏ ÅÚÄÉÌÉ ÐÏ ÐÒÑÍÏÌÉ-
ÎÅÊÎÏÊ ÄÏÒÏÇÅ É ×ÅÒÎÕÌÉÓØ ÏÂÒÁÔÎÏ, ÔÏ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ×Ù ÏËÁÚÁÌÉÓØ ×
ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ. ôÁÍ ×Ù �ÎÅ ÔÅËÌÉ ÎÉ ÎÁÚÁÄ, ÎÉ ×ÐÅ-
ÒÅÄ�, ×ÁÛÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ ÎÕÌÀ. üÔÏ | ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ
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ÔÅÏÒÅÍÙ òÏÌÌÑ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ
×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ É ÎÁ ËÏÎÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ ×
ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

îÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ. óËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ×
ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ | ËÁË ÎÁÊÔÉ ÐÕÔØ ÐÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ. é ÓÎÏ×Á, ÅÓÌÉ ÚÁ-
ÄÕÍÁÔØÓÑ ÏÂ ÜÔÏÍ, ÔÏ ÎÉËÁËÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ, ËÁË
ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ×ÒÅÍÑ ÎÁ ÍÅÌËÉÅ ËÕÓÏÞËÉ É ÓÞÉÔÁÔØ ÓËÏÒÏÓÔØ ÎÁ ÜÔÉÈ
ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÕÞÁÓÔËÁÈ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÒÁ×ÎÏÊ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÅÅ × ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÒÏÍÅ-
ÖÕÔÏÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ, Á ÐÏÔÏÍ ÕÍÅÎØÛÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ É ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ:

∫ t1
t0 v(t)dt (t0 | ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, t1 |

ËÏÎÅÞÎÁÑ, v(t) | ÓËÏÒÏÓÔØ × ÍÏÍÅÎÔ t) É ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ ÉÎÔÅ-
ÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÓËÏÒÏÓÔÉ v(·) × ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÔ t0 ÄÏ t1.

ðÏÄ×ÅÄÅÍ ÉÔÏÇ: ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÕÔÉ ÐÏ ×ÒÅÍÅÎÉ x′(t) | ÜÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ
v(t), Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÊ ÐÒÏÊÄÅÎÎÙÊ ÐÕÔØ x(t)
ÐÏ ÓËÏÒÏÓÔÉ | ÜÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÓËÏÒÏÓÔÉ. é ÅÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÓÏÐÏ-
ÓÔÁ×ÉÔØ ×ÓÅ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ, ÔÏ ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ:

x(t1)− x(t0) =
∫ t1

t0
v(t)dt =

∫ t1

t0
x′(t)dt:

üÔÏ ÎÅ ÞÔÏ ÉÎÏÅ, ËÁË ÚÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ { ìÅÊÂÎÉÃÁ, ËÏ-
ÔÏÒÕÀ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.
ïÎÁ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ Ä×Á ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ.

á ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÀ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ÁÎÁÌÉ-
ÚÁ | ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ. úÄÅÓØ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÐÏ×ÔÏÒÉÔØ
(É ÄÁÖÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ) ÔÏ, ÞÔÏ ÕÖÅ Ä×ÁÖÄÙ ÄÅÌÁÌÉ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ
ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÚÁÔÅÍ × ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ, É
ÎÁËÏÎÅÃ, × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Á ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ×ÓÅ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ
ÂÕÄÅÍ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, É ÞÉÔÁÔÅÌØ ÕÂÅÄÉÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ-
ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ
ÚÎÁÔØ Ï �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ� ÎÅÞÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÏÅ, ÎÏ ÆÕÎÄÁ-
ÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ.

ðÕÓÔØ X = Y = R, ÉÌÉ X = Rn; Y = Rm; m 6 n, ÉÌÉ (X; ‖ · ‖X) É
(Y; ‖ · ‖Y ) | ÂÁÎÁÈÏ×Ù ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ × X,
F : U → Y , F (0X) = 0Y .

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ F ÓÔÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏ-
ÏÒÄÉÎÁÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á X (É ÐÉÛÕÔ F ∈ SD1(0)) ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ
F ′(0) (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ | ÍÁÔÒÉÃÁ F ′(0) ÉÌÉ × ÓÁÍÏÍ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ |
ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ F ′(0) : X → Y ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
" > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ � > 0, ÞÔÏ ‖F (x′) − F (x) − F ′(0)(x′ − x)‖Y <
< "‖x′ − x‖X , ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ‖x‖X < �, ‖x′‖X < �, ÇÄÅ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ‖x‖X = |x| É ‖y‖Y = |y|.
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ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ × x̂ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉ-
ÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x̂ É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x̂. îÅ ×ÓÑËÁÑ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, ÜÔÏ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ
ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ F (x) = x2D(x), ÇÄÅ D(x) | ÆÕÎËÃÉÑ äÉÒÉÈÌÅ, ÒÁ×-
ÎÁÑ ÎÕÌÀ × ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÅÄÉÎÉÃÅ × ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ. (æÕÎË-
ÃÉÑ F ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÎÕÌÅ É ÒÁÚÒÙ×ÎÁ ×ÓÀÄÕ, ËÒÏÍÅ
ÎÕÌÑ.)

3.1. ôÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ôÅÏÒÅÍÁ 3 a) ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÕÓÔØ U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ

× R, F : U → R | ÓÔÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ × ÎÕÌÅ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ
F ′(0) 6= 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ " > 0, � > 0 É K > 0 ÞÔÏ ÄÌÑ
ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ |y| < � ÎÁÊÄÅÔÓÑ (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ x = x(y), |x| < "
ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ F (x) = y É |x| 6 K|y|.

ôÅÏÒÅÍÁ 3 Á) ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë îØÀÔÏÎÕ. ïÎ ÉÚÌÏÖÉÌ (ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÒÅÛÅÎÉÑ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ y3−2y−5 = 0) ÍÅÔÏÄ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ËÏÒÎÑ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÎÙÎÅ
×ÓÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ËÁË ÍÅÔÏÄ îØÀÔÏÎÁ, × Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �áÎÁÌÉÚ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. . . � (�íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÂÏÔÙ�, Ó. 9).

îØÀÔÏÎ ÂÙÌ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌÅÍ. ÷ ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÓÅÍÉÄÅÓÑÔÙÈ
ÇÏÄÏ× ÓÅÍÎÁÄÃÁÔÏÇÏ ×ÅËÁ ÎÁÞÁÌ ÔÌÅÔØ ÐÒÉÏÒÉÔÅÔÎÙÊ ÓÐÏÒ ÍÅÖÄÕ îØÀÔÏ-
ÎÏÍ É ìÅÊÂÎÉÃÅÍ ÏÂ ÏÔËÒÙÔÉÉ ÁÎÁÌÉÚÁ. ó ÚÁÐÒÏÓÏÍ ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
ÉÚ×ÅÓÔÎÏ îØÀÔÏÎÕ Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ, ÏÂÒÁÔÉÌÓÑ Ë ÎÅÍÕ ÕÞÅÎÙÊ
ÓÅËÒÅÔÁÒØ ëÏÒÏÌÅ×ÓËÏÇÏ ÏÂÝÅÓÔ×Á ïÌØÄÅÎÂÕÒÇ. îØÀÔÏÎ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÏÔ-
×ÅÞÁÌ Ó×ÏÅÍÕ ÒÅÓÐÏÎÄÅÎÔÕ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÐÉÓØÍÅ ïÌØÄÅÎÂÕÒÇÕ, ÏÔÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÍ
\24 ÏËÔÑÂÒÑ 1676 Ç. ÏÔ òÏÖÄÅÓÔ×Á èÒÉÓÔÏ×Á" (É ÐÏÄÌÅÖÁÝÅÍ, ËÁË ÕËÁÚÙ-
×ÁÅÔ îØÀÔÏÎ, ÂÙÔØ ÓÏÏÂÝÅÎÎÙÍ ìÅÊÂÎÉÃÕ, Ï ÎÅÍ ÍÙ ÅÝÅ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ
ÐÏ×ÏÄ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ), îØÀÔÏÎ ÐÉÛÅÔ, ÞÔÏ �ÍÎÅ ÐÒÑÍÏ ÓÔÙÄÎÏ ÐÒÉÚÎÁÔØÓÑ,
ÄÏ ËÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÎÁËÏ× Ñ ÄÏ×ÅÌ ÎÁ ÄÏÓÕÇÅ ÜÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ� (ÒÅÞØ ÛÌÁ Ï
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× | ÓÍ. �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÁÂÏÔÙ�, Ó. 237).

îÉÖÅ ÍÙ ÉÚÌÁÇÁÅÍ ÍÅÎÅÅ ÂÙÓÔÒÙÊ, ÞÅÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÅÔÏÄ îØÀÔÏÎÁ,
ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

îÁÍ ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ F (x) = y. âÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÅÇÏ ÉÔÅÒÁ-
ÔÉ×ÎÏ xn = xn−1 + 1

F ′(0)(y − F (xn−1)), n ∈ N, x0 = 0. üÔÁ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ (ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ îØÀÔÏÎÁ), ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 3.
(÷ ÍÅÔÏÄÅ îØÀÔÏÎÁ xn = xn−1 + 1

F ′(xn−1)(y − F (xn−1)), n ∈ N, x0 = 0).
ïÓÔÁ×ÉÍ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ îØÀÔÏÎÁ Ë
x(y) ÄÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, ÇÄÅ ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ
× ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ, ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÑÈ.
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Y
y

X

F

x0 = 0 x1 x2

òÉÓ. 3.

3.2. íÎÏÇÏÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÁÓÔÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ n = m.

ðÕÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ n ÎÅÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
f1(x1; : : : ; xn) = y1; : : : ; fn(x1; : : : ; xn) = yn:

÷×ÅÄÅÍ, ËÁË ÍÙ ÎÅ ÒÁÚ ÕÖÅ ÄÅÌÁÌÉ, ÓÏËÒÁÝÅÎÎÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:

F (x) =



f1(x)

...
fn(x)


 ; x =



x1
...
xn


 ; y =



y1
...
yn


 :

ôÏÇÄÁ ÎÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÉÍÅÔ ÔÁËÏÊ ×ÉÄ: ÒÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ F (x) = y.
òÅÛÅÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÔÏÞÎÏ ÔÁËÖÅ | ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÍÅÔÏÄÏÍ îØÀ-
ÔÏÎÁ: xn = xn−1 +(F ′(0))−1(y−F (xn−1)), n ∈ N, x0 = 0, ÇÄÅ (F ′(0))−1 ÏÚÎÁ-
ÞÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÅÄÅÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.

3.3. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ (ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ,
ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÊ;

ÐÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ)
ðÕÓÔØ X = Rn, a Y = Rm É A : X → Y | ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÓÀÒßÅËÔÉ×-

ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ R : Y → X
ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ARy = y É |R(y)| 6 C|y| (ÇÄÅ C | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ).
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÎÁÄÏ ×ÚÑÔØ ÂÁÚÉÓ {ei}mi=1 × Y , ÜÌÅÍÅÎÔÙ f i, 1 6 i 6 m, ÉÚ
ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ A−1ei É ÄÌÑ y = ∑m

i=1 yiei ÐÏÌÏÖÉÔØ R(y) = ∑m
i=1 yif i. (ôÏÇÄÁ

|R(y)| 6 ∑m
i=1 |yi|max16i6m |f i| 6

√mmax16i6m |f i||y|).
åÓÌÉ ÖÅ (X; ‖ · ‖X), (Y; ‖ · ‖Y ) | ÂÁÎÁÈÏ×Ù ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É A : X →

Y | ÌÉÎÅÊÎÙÊ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÊ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ
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ÐÒÁ×ÏÇÏ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ ×ÙÛÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÅÓÔØ
ÆÁËÔ, ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐÕ ÏÔËÒÙÔÏÓÔÉ âÁÎÁÈÁ (ÓÍ. Ó. 29 É ÐÒÉÌÏ-
ÖÅÎÉÅ).

ôÅÏÒÅÍÁ 3 b) (ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ). ðÕÓÔØ X = Y = R, ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ X = Rn, Y = Rm, m 6 n, ÉÌÉ × ÓÁÍÏÍ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ
(X; ‖ · ‖X) É (Y; ‖ · ‖Y ) | ÂÁÎÁÈÏ×Ù ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕ-
ÌÑ × X, F : U → Y , F ∈ SD1(0), F (0X) = 0Y É ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ F ′(0)X = Y
(× ÓÌÕÞÁÅ X = Y = R ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ F ′(0) 6= 0, × ÓÌÕÞÁÅ X = Y = Rn,
ÞÔÏ detF ′(0) 6= 0 (ÓÍ. 1.2)). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ " > 0, � > 0 É
K > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ |y| < � (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÅËÔÏÒÁ |y| < �
× ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ‖y‖Y < � × ÂÁÎÁÈÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ) ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ x = x(y), |x| < " (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ | ×ÅËÔÏÒ x = x(y),
|x| < " ÉÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ x = x(y) ∈ X, ‖x‖X < ") ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ F (x) = y É
|x| 6 K|y| × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ É ‖x‖X 6 K‖y‖Y × ÂÁÎÁÈÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ × ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ R | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ 1
F ′(0) ,

× ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ m = n, | ÍÁÔÒÉÃÁ (F ′(0))−1, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ
ÓÌÕÞÁÑÈ | ÐÒÁ×ÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÄÌÑ F ′(0) ÏÐÅÒÁÔÏÒ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÊ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ×ÌÅÞÅÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ � > 0, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ ‖x‖X < �, ‖x′‖X < �, ÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

‖F (x′)− F (x)− F ′(0)(x′ − x)‖Y < 1
2C ‖x

′ − x‖X ; (i)

ÇÄÅ C | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÁ×ÏÍ ÏÂÒÁÔÎÏÍ (ÓÍ. Ó. 29). ðÕÓÔØ ÐÒÉ
ÜÔÏÍ UX(0; �) = {x ∈ X | ‖x‖X < �} ⊂ U É F ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × UX(0; �). ÷Ù-
ÂÒÁ× " < �

8C , ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ
ÍÅÔÏÄÁ îØÀÔÏÎÁ:

xn+1 = xn +R(y − F (xn)); n > 0; x0 = 0; (ii)
ÇÄÅ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ‖ · ‖ = | · |. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ xj , j ∈ N, ÌÅÖÁÔ
× UX(0; �). ðÒÉÍÅÎÉÍ ÍÅÔÏÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ. éÍÅÅÍ: ‖x1‖X 6
6 C‖y‖Y < �, ÚÎÁÞÉÔ, x1 ∈ UX(0; �). ðÕÓÔØ xk ∈ UX(0; �), 1 6 k 6 n. ôÏÇÄÁ
ÐÏÌÕÞÉÍ

−y + F (xk−1)− F ′(0)(xk − xk−1)(ii)= 0; 1 6 k 6 n (iii)
É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

‖xn+1 − xn‖X
def R
6 C‖y − F (xn)‖Y (iii)=

= C‖y − F (xn)− y + F (xn−1) + F ′(0)(xn − xn−1)‖Y
(i)
61=2‖xn − xn−1‖X 6

6 1=4‖xn−1 − xn−2‖X 6 : : : 6 1=2n−1‖x1‖X : (iv)
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éÚ (iv) É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
‖xn+1‖X < 2‖x1| < �; (v)

Ô. Å. ÜÌÅÍÅÎÔÙ xn ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ n, a ‖xn − xn+m‖X 6 1=2n−1‖x1‖X ,
ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ {xn}n∈N | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.
ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ × (ii) (ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÚ-ÚÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ F ×
U(0X ; �)) ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ F (x(y)) = y, Á ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ × (v),
ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ‖x1‖X 6 C‖y‖Y , ÏÂÅÓÐÅÞÉ×ÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ‖x(y)‖X 6
6 K‖y‖Y c K = 2C. ¤

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÐÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏ-
ÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

ðÕÓÔØ X É Y ÜÔÏ R2 É R ÉÌÉ Rn É Rm, m < n, ÉÌÉ ÂÁÎÁÈÏ×Ù ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á (X; ‖ · ‖X) É (Y; ‖ · ‖Y ), U | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x̂ × X, f0 : U → R,
F : U → Y . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÔÏÞÅË ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ (Ô. Å.
ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ f0 ÐÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ ÔÉÐÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
F = 0):

f0(x) → extr; F (x) = 0: (P )
çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ x̂ ÄÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ (ÍÁËÓÉÍÕÍ) ÚÁÄÁ-
ÞÅ (P ) (É ÐÉÛÕÔ x̂ ∈ locmin (locmax)), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ
V ÔÏÞËÉ x̂, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ x ∈ V , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ F (x) = 0, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Ï f0(x) > f0(x̂), (f0(x) 6 f0(x̂)).

åÓÌÉ X = R2, Y = R, ÐÏÌÏÖÉÍ F (x) = f1(x) É L(x; �) = f0(x) + �f1(x)
(ÚÄÅÓØ � |ÞÉÓÌÏ); ÅÓÌÉ X = Rn, Y = Rm ÐÏÌÏÖÉÍ F (x) = (f1(x); : : : ;
fm(x))T É L(x; �) = f0(x) + ∑m

i=1 �ifi(x) (ÚÄÅÓØ � = (�1; : : : ; �m) | ×ÅË-
ÔÏÒ); ÅÓÌÉ (X; ‖ · ‖X) É (Y; ‖ · ‖Y ) | ÂÁÎÁÈÏ×Ù ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÏÌÏÖÉÍ
L(x; �) = f0(x) + 〈�; F (x)〉, ÇÄÅ � | ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á
Y ∗, Á 〈·; ·〉 | ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÎÁ Y ∗×Y (〈�; x〉 | ÜÔÏ ÚÎÁ-
ÞÅÎÉÅ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÅ x ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ �). îÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÚÁÄÁÞÉ (P ).

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ (ÐÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÕÓÔØ × (P ) f0,
F ∈ SD1(0), F ′(0)X = Y . åÓÌÉ x̂ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ (P ), ÔÏÇÄÁ ÎÁÊ-
ÄÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ìÁÇÒÁÎÖÁ � (ÞÉÓÌÏ, ×ÅËÔÏÒ ÉÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á Y ∗, ÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ Ó Y ), ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

Lx(x̂; �) = 0: (3.1)
òÁÓÛÉÆÒÕÅÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ × ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. åÓÌÉ X = R2, Y =

= R, ÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3.1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ f ′0(x̂) + �f1(x̂), Ô. Å., ÞÔÏ ÇÒÁÄÉ-
ÅÎÔÙ f ′0(x̂) É f ′1(x̂) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ (É ÅÓÌÉ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ
ÓÍÙÓÌ ÇÒÁÄÉÅÎÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔ-
ÓÑ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ), Á ÅÓÌÉ X = Rn; Y = Rm, ÔÏ (3.1) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
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f ′0(x̂) + ∑m
i=1 f ′i(x̂) = 0, Ô. Å., ÞÔÏ ÇÒÁÄÉÅÎÔ f ′0(x̂) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉ-

ÎÁÃÉÅÊ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÈÏÄÎÙ

É ÐÒÏÓÔÙ. åÓÌÉ ÂÙ × ÓÌÕÞÁÅ X = R2, Y = R ÇÒÁÄÉÅÎÔÙ ÎÅ ÂÙÌÉ ÂÙ ÐÒÏ-
ÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ �(x) = (f0(x); f1(x)) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ
ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ É ÎÁÊÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔ x� ÔÁËÏÊ,
ÞÔÏ �(x) = (�; 0), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f0(x�) = �, f1(x�) = 0 É |x�| 6 K|�|, Á ÜÔÏ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ x̂ ∈ locextr. óÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÉÈÏÄÉÍ
Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÄÉÅÎÔ f ′0(x̂) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ-
ÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÇÒÁÄÉÅÎÔÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ (É ÇÒÁÄÉÅÎÔÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ
ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ). á × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÉÂÏ �′(x̂)X = Y ×R,
ÌÉÂÏ ÎÅÔ. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ
É ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÎÁÄÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅÔÒÉ×É-
ÁÌØÎÏÓÔØÀ ÁÎÎÕÌÑÔÏÒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �′(x̂)X ⊂ Y . ¤

÷ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÂÙÌÏ ÄÏ-
ËÁÚÁÎÏ ì. á. ìÀÓÔÅÒÎÉËÏÍ.

* * * * * *
îÁÛÅ ÔÒÅÔØÅ ÐÕÔÅÛÅÓÔ×ÉÅ ÄÌÉÌÏÓØ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Ä×Á Ó ÐÏÌÏ×ÉÎÏÊ ÓÔÏÌÅÔÉÑ

Ó 1671 ÇÏÄÁ, ËÏÇÄÁ îØÀÔÏÎ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÌ �íÅÔÏÄ ÆÌÀËÓÉÊ� ÐÏ 1934 Ç., ËÏÇÄÁ
ì. á. ìÀÓÔÅÒÎÉË ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÒÁ×ÉÌÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ
× ÂÁÎÁÈÏ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. îÏ ÎÁÛ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÕÔØ ÂÕÄÅÔ ËÏÒÏÞÅ, ÈÏÔÑ ÏÎ ÂÕÄÅÔ
ÍÅÎÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÅÎ.

4. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
4.0. ï ÐÏÌØÚÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

÷ 17 ×ÅËÅ ÂÙÌÏ ÐÒÉÎÑÔÏ ÚÁÛÉÆÒÏ×Ù×ÁÔØ Ó×ÏÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÍÙÓÌÉ × ÁÎÁ-
ÇÒÁÍÍÁÈ. ÷ ÔÏÍ ÓÁÍÏÍ ×ÔÏÒÏÍ ÐÉÓØÍÅ ïÌØÄÅÎÂÕÒÇÕ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÕÐÏ-
ÍÉÎÁÌÉ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, îØÀÔÏÎ ÐÉÛÅÔ:

�óÕÝÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ [. . . ] Ñ ÌÕÞÛÅ ÐÅÒÅÄÁÍ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ
ÓËÒÙÔÏÍ ×ÉÄÅ: 6accdae13e�7i3l9n4o4qrr4s9t12vx�.

ôÅËÓÔ ÁÎÁÇÒÁÍÍÙ, ÒÁÓËÒÙÔÙÊ ÉÍ ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ, ÔÁËÏ×: Data aequatione
quotcunque 
uentes quantitates involvente 
uxiones invenire et vice versa.
÷ÏÔ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÜÔÏÊ ÆÒÁÚÙ: ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ ÆÌÀÅÎ-
ÔÙ, ÎÁÊÔÉ ÆÌÀËÓÉÉ É ÏÂÒÁÔÎÏ. ôÅÒÍÉÎÙ �ÆÌÀÅÎÔÁ� É �ÆÌÀËÓÉÑ� ÂÙÌÉ
××ÅÄÅÎÙ ÓÁÍÉÍ îØÀÔÏÎÏÍ. æÌÀÅÎÔÁ ÐÏ îØÀÔÏÎÕ | ÉÚÍÅÎÑÀÝÁÑÓÑ ×ÅÌÉ-
ÞÉÎÁ, ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÍÁÑ ÓÌÏ×ÏÍ �ÆÕÎËÃÉÑ�. æÌÀËÓÉÑ |
ÜÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÆÌÀÅÎÔÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÓÕÔÉ ÄÅÌÁ × Ó×ÏÅÊ ÁÎÁÇÒÁÍÍÅ
îØÀÔÏÎ ÐÏ×ÔÏÒÑÅÔ ÔÏ, Ï ÞÅÍ ÍÙ ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ: ÓÕÔØ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ
ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÏ ÐÕÔÉ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.
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ïÄÉÎ ÉÚ ËÒÕÐÎÅÊÛÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ× ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÓÔÉ | ÷. é. áÒÎÏÌØÄ
| ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÔÁËÏÊ ×ÏÌØÎÙÊ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÁÎÁÇÒÁÍÍÙ îØÀÔÏÎÁ: �ðÏÌÅÚÎÏ ÒÅ-
ÛÁÔØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ� (÷. é. áÒÎÏÌØÄ, �éÚÂÒÁÎÎÏÅ{60�. í.:
æÁÚÉÓ, 1997, Ó. 319.). ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÜÔÉÍ �ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÓÏ×ÅÔÏÍ� îØÀÔÏÎÁ {
áÒÎÏÌØÄÁ, ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÞÔÏ ÇÌÁ×ÎÕÀ ËÏÎÃÅÐÃÉÀ �òrincipia� ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ
ÓÌÏ×ÁÍÉ: �íÉÒ ÕÐÒÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ�.

ðÕÓÔØ f = f(t; x) : Rn+1 → Rn (t ∈ R; x ∈ Rn). äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-
×ÁÀÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ _x = f(t; x). úÁÄÁÞÁ: ÒÅÛÉÔØ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ _x = f(t; x) Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ x(t0) = x0
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ ëÏÛÉ.

4.1. ìÉÎÅÊÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

îÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ðÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ _x = v, x(t0) = x0 ÏÂÓÕÖÄÁÌÏÓØ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ
ÒÁÚÄÅÌÅ. åÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ x(t) = x0 +

∫ t
t0 v(s)ds. úÄÅÓØ ÍÙ

ÎÁÞÎÅÍ Ó ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ: _x = x. äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁ-
ÄÁÞÉ ëÏÛÉ _x = x, x(0) = 1 ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
F : C([−a; a]) → C([−a; a]), F (x(·))(t) = 1 +

∫ t
0 x(s)ds. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ Fn ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ a) Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÅÊ, É ÚÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÐÏÌÎÏÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C([−a; a]), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x̂(·) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ F (x̂(·))(t) = x̂(t), ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÊ ÉÔÅÒÁÃÉÑÍÉ
xn+1(t) = F (xn(·))(t), n > 0, x0(·) | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

åÓÌÉ ÎÁÞÁÔØ ÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ Ó ÆÕÎËÃÉÉ x0(t) = 1, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ
x1(t) = 1+t, x2(t) = 1+t+ t2

2 , : : :, xn(t) = ∑n
k=0

tk
k! . üÔÉ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ

ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ t→ et.
òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ �x + x = 0, x(0) = 0, _x(0) = 1 ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÓÃÉÌÌÑÔÏÒÁ (×ÙÒÁÖÁÀÝÅÇÏ ×ÔÏÒÏÊ ÚÁËÏÎ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ
ÞÁÓÔÉÃÙ, ÐÒÉÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÊÓÑ Ë ÎÁÞÁÌÕ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁËÏÎÕ çÕËÁ) Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë
ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÀ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ F (x(·))(t) = t−∫ t

0 (t−s)x(s)ds.
óÔÁÒÔÕÑ ÏÔ x0(t) = t, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÒÑÄÕ ÄÌÑ ÓÉÎÕÓÁ (ÕÂÅÄÉÔÅÓØ × ÜÔÏÍ
ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ).

äÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ _x = A(t)x, ÇÄÅ A(·) | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÉÔÅ-
ÒÁÔÉ×ÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ x(t) = Ce

R t
t0
A(s)ds. äÌÑ ÎÅÏÄ-

ÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ _x = A(t)x + a(t) ×ÙÐÉÛÅÔÓÑ ÔÏÔ ÖÅ ÏÔ×ÅÔ, ÞÔÏ
É ÍÅÔÏÄÏÍ ìÁÇÒÁÎÖÁ ×ÁÒÉÁÃÉÉ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ. óÉÓÔÅÍÕ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:
_x1 = a11x1 + a12x2, _x2 = a21x1 + a22x2, x1(t0) = �1, x2(t0) = �2 Ó ÐÏ-
ÓÔÏÑÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ×ÔÏÒÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ: �x + p _x + q = 0. åÓÌÉ ËÏÒÎÉ �i, i = 1; 2, ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÏÂÝÅÅ
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ÒÅÛÅÎÉÅ x(t; C1; C2) = C1e�1t + C2e�2t, Á ÅÓÌÉ ËÏÒÎÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù É ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÅ ÎÅ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ, ÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÁËÏ×Ï: x(t; C1; C2) = e�t(C1 +C2t).

üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, üÊÌÅÒÕ.

4.2. ïÂÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ

_x = A(t)x+ y(t); x(t0) = x0; (4.1)
ÇÄÅ A(·) | ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÁ n × n ÍÁÔÒÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, Á y(·) |
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ n-ÍÅÒÎÁÑ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÎÏ×Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ
F : C([−a; a];Rn) → C([−a; a];Rn), F (x(·))(t) = x0 +

∫ t
0 (A(s)x(s) + y(s)) ds.

ðÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅÍ. éÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ
ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÇÌÏÂÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ
ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏ-
ÔÏÒÏÊ ÎÁ ×ÓÅÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (−a; a) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁ-
ÞÉ (4.1).

4.3. ïÂÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
(ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ

ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÊ)
ôÅÏÒÅÍÁ 4 a) (ÌÏËÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ).

ðÕÓÔØ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å G ⊂ R × Rn ÆÕÎËÃÉÑ f : G → Rn,
f = f(t; x), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ìÉÐÛÉÃÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x: |f(t; x)−
− f(t; x′)| 6 M |x − x′| ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; x′ ∈ G, É ÐÕÓÔØ ËÏÍÐÁËÔ K ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÉÔ G. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ (t̂; x̂) ∈ K ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÏ
� > 0 É ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ V ÔÏÞËÉ x̂, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ (t0; x0), ÕÄÏ×ÌÅ-
Ô×ÏÒÑÀÝÅÊ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ |t0 − t̂| < � É x0 ∈ V , ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ t 7→ x(t; t0; x0) ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ:

_x = f(t; x); x(t0) = x0; (4.3)
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [t0 − �; t0 + �] É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÐÏ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

b) (Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×). ðÕÓÔØ
G ⊂ R × Rn | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, A | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Ï, f : G×A → Rn | ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (t; x; �); t ∈ R; x ∈ Rn; � ∈
A, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÐÏ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÓÔÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ
ÐÏ x ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ � × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ [t0; t1] ÎÁ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ W ÔÏÞËÉ
(x̂; �̂) (ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÍ × G×A). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ
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A0 ⊂ A, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ
_x = f(t; x; �); x(t0) = x0

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [t0; t1] É ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ �.
óÔÒÏÇÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔØ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁÑ ÐÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÕ �, ÏÚÎÁÞÁ-

ÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ W0 ⊂ W ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
|f(t; x; �) − f(t; x′; �′) − fx(t; x̂(t); �̂)(x − x′)| < "|x − x′|, ÅÓÌÉ t ∈ [t0; t1],
(x; �) É (x′; �) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ W0.

Ó) (Ï ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× É ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ).
ðÕÓÔØ U ⊂ Rm | ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ × Rm É f : [t0; t1] → G×U | ÆÕÎËÃÉÑ,
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÐÏ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. åÓÌÉ x̂(·) |
ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ � > 0 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ |u| < � |
ÒÅÛÅÎÉÅ x(·; u; w) ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ _x = f(t; x; u), x(t0) = w, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ-
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ w É ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ u.

äÁÄÉÍ ÎÁÂÒÏÓÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÔÅÏÒÅÍ a) É b).

a) òÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F (x(·))(t) = x(t) − x0 −
∫ t
t0 f(s; x(s))ds,

ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÍÁÌÏÍ d ÏÎÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÓÖÉÍÁÅÍÏÓÔÉ
× C([t0 − d; t0 + d];Rn), É ÔÅÏÒÅÍÁ Á) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (É ÐÏÌÎÏÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C([t0 − d; t0 + d];Rn).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ b) ÎÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÍÅÔÏÄ îØÀÔÏÎÁ Ë
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ F ((x(·); �))(t) = x̂(t) + x(t) − x0 −

∫ t
t0 f(s; x̂(s) + x(s); �)ds

ÉÚ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á C([t0; t1];Rn) × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C1([t0; t1];Rn) ÄÌÑ ÒÅÛÅ-
ÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ F = 0, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÆÕÎËÃÉÉ x0(t) ≡ 0. ïÓÎÏ×ÎÏÅ ÕÓÌÏ-
×ÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏÓÔÉ ÍÅÔÏÄÁ îØÀÔÏÎÁ Ï ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÉÂÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ′(0; �̂))(t) = x(t) −
− ∫ t

t0 fx(s; x̂(s); �̂)x(s)ds ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C([t0; t1];Rn) ÎÁ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C1([t0; t1];Rn) × ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÓÉÓÔÅÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ Ó) ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÍÅÔÏÄÁ
îØÀÔÏÎÁ.

* * * * * *
ïÓÔÁÎÏ×ÉÍÓÑ ÚÄÅÓØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÄ×ÅÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÔÏÇÉ. ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ

ÞÅÔÙÒÅ ÎÁÛÉ ÔÅÏÒÅÍÙ Ó ÏËÒÕÖÁÀÝÉÍ ÎÁÓ ÍÉÒÏÍ?
îØÀÔÏÎ ÎÁÕÞÉÌ ÎÁÓ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ Ü×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ É Ñ×ÌÅÎÉÑ ÏÐÉ-

ÓÙ×ÁÀÔÓÑ (ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÍÉ) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ. ÷ÔÏÒÏÊ
ÚÁËÏÎ îØÀÔÏÎÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÁÓÔÉÃ. ôÅÏÒÅ-
ÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ëÏÛÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 4)
×ÙÒÁÖÁÅÔ ÉÄÅÀ ÌÁÐÌÁÓÏ×ÓËÏÇÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÚÍÁ: ÅÓÌÉ ÂÙ îÅËÔÏ ÍÏÇ × ÏÄÎÏ
ÍÇÎÏ×ÅÎÉÅ ÕÚÎÁÔØ ×ÓÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ É ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉÃ íÉÒÁ, ÏÎ ÚÎÁÌ ÂÙ Ï
ÔÏÍ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ × ÐÒÏÛÌÏÍ É ÕÚÎÁÌ ÂÙ, ×ÓÅ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ × ÂÕÄÕÝÅÍ. üÔÏ
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×ÏÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÓËÁÚ ÔÏÇÏ, Ï ÞÅÍ ÎÅ ÒÁÚ ÇÏ×ÏÒÉÌ ìÁÐÌÁÓ. ä×Á ÓÔÏÌÅÔÉÑ ÉÄÅÑ
ÐÒÅÄÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÂÙÌÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÈ ÄÏÍÉÎÁÎÔ (ÓÏ×ÓÅÍ ÎÅ-
ÄÁ×ÎÏ, ËÁËÉÈ-ÔÏ ÐÏÌÓÔÏÌÅÔÉÑ ÔÏÍÕ ÎÁÚÁÄ, ×ÓÅ ÄÏÒÏÇÉ ×ÅÌÉ Ë ËÏÍÍÕÎÉÚÍÕ).
é ÌÉÛØ ÎÅÄÁ×ÎÏ × ÐÅÒÉÏÄ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÏÓØ, ÞÔÏ
ÞÁÝÅ ×ÓÅÇÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÐÒÏÃÅÓÓÙ × ÉÔÏÇÅ ÚÁÐÕÔÙ×ÁÀÔÓÑ É ÓËÏÒÅÅ
ÎÁÐÏÍÉÎÁÀÔ ÈÁÏÔÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ. îÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ÄÒÕÇÁÑ ÉÓÔÏÒÉÑ.

üÊÌÅÒ ÐÉÓÁÌ ËÁË-ÔÏ, ÞÔÏ × ÍÉÒÅ ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÉÞÅÇÏ, × ÞÅÍ ÎÅ ÂÙÌ
ÂÙ ×ÉÄÅÎ ÓÍÙÓÌ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ. óÒÅÄÉ ÐÒÏÞÅÇÏ
ÉÍÅÌÉÓØ × ×ÉÄÕ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÙÅ ÐÒÉÎÃÉÐÙ × ÅÓÔÅÓÔ×ÏÚÎÁÎÉÉ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-
ÝÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ
(ÓÍ. ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3). é ÍÙ ÜÔÉÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÐÏÄÏÛÌÉ ÓÏ×ÓÅÍ ÂÌÉÚ-
ËÏ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÏÈ×ÁÔÉÔØ ÏÓÎÏ×Ù ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ É ÅÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ
Ë ÅÓÔÅÓÔ×ÏÚÎÁÎÉÀ.

ôÑÖÅÌÙÊ ÕÄÁÒ �ÐÒÅÄÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ� ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÓÔÏÌÅÔÉÅ ÔÏÍÕ ÎÁÚÁÄ
ÂÙÌ ÎÁÎÅÓÅÎ ÚÁÒÏÖÄÁ×ÛÅÊÓÑ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÏÊ. ÷ Ä×ÁÄÃÁÔÙÅ ÇÏÄÙ ÒÏ-
ÄÉÌÉÓØ Ä×Å ÔÅÏÒÉÉ | çÅÊÚÅÎÂÅÒÇÁ É ûÒ£ÄÉÎÇÅÒÁ, ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÐÏÈÏÖÉÅ
ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ. é ×ÏÔ ×ÅÄØ ËÁËÁÑ ÓÌÕÞÉÌÁÓØ ÕÄÁÞÁ: ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÏÌÏÄÙÈ ÌÀ-
ÄÅÊ, ËÔÏ ÉÍÅÌ ËÏÎÔÁËÔÙ Ó Ô×ÏÒÃÁÍÉ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ íÁËÓ
âÏÒÎ, ËÏÇÄÁ-ÔÏ × çÅÔÔÉÎÇÅÎÅ ÓÌÕÛÁÌ çÉÌØÂÅÒÔÁ É ûÍÉÄÔÁ ÐÒÏ ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. ïÎ-ÔÏ É ÐÏÎÑÌ, ÞÔÏ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑÈ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÔÏ-
ÒÏ× × ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å É ÌÅÖÉÔ ÒÏÄÓÔ×Ï Ä×ÕÈ ×ÅÔ×ÅÊ ÔÅÏÒÉÉ.
ôÁËÕÀ ÒÏÌØ (ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÇÉÈ ÉÎÙÈ) ÓÙÇÒÁÌÁ ÎÁÛÁ ÔÅÏÒÅÍÁ 2. á ÅÝÅ Ó ÅÅ
ÐÏÍÏÝØÀ ÒÅÛÁÀÔÓÑ ÓÍÅÛÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ
(ÓÍ. ï. á. ïÌÅÊÎÉË, �ìÅËÃÉÉ ÏÂ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÈ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ�,
í.: âéîïí, 2005), ËÒÁÅ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÔÅÏÒÉÉ ÐÁÒÁÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

ðÏÍÉÍÏ ÞÁÓÔÉÃ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÅÌÁ | ÓÔÒÕÎÙ, ÂÁÌËÉ, ÍÅÍÂÒÁÎÙ É ×ÓÅ
ÔÁËÏÅ ÐÒÏÞÅÅ. é ÞÁÓÔÏ ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÒÅÛÅÎÉÅ
ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×Á-
ÎÉÀ, ÔÁË ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÉÎ-
ÔÅÇÒÁÌØÎÙÍÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ (ÓÍ. ÕÐÏÍÉÎÁ×ÛÕÀÓÑ ËÎÉÇÕ ðÅÔÒÏ×ÓËÏÇÏ ÐÏ
ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ). é ÚÄÅÓØ ×ÁÖÎÅÊÛÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 1.
é ×ÓÅ ÜÔÏ ÌÉÛØ ÄÏÌÑ ÔÏÊ ÐÏÌØÚÙ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÅÓÔÉ ÜÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ.
ôÁË ÞÔÏ ÍÙ ÉÈ ÄÏËÁÚÙ×ÁÌÉ ÎÅ ÚÒÑ.

ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ. ðÒÉÎÃÉÐÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ
ðÒÉÎÃÉÐ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ { ìÅÂÅÇÁ { âÜÒÁ. æÕÎË-

ÃÉÑ, ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÓÎÉÚÕ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÅ, ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ Ó×ÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Un := X \Ln(f), n ∈ Z. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ
· · · ⊂ Un ⊂ Un−1 ⊂ · · · . éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÓÎÉÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ,
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ÞÔÏ Un ÏÔËÒÙÔÙ, Ô. Å. {Un}n∈Z | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X. ôÏÇÄÁ ÉÚ ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ m ∈ Z, ÞÔÏ
X = Um, Ô. Å. f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ. ðÕÓÔØ � = inf f ÎÁ X. åÓÌÉ f(x) 6= �,
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Vn := X \ L�+(1=n)(f), n ∈ N: éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÐÏÌÕÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ-
ÓÔÉ ÓÎÉÚÕ É ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ {Vn}n∈N | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ X.
úÎÁÞÉÔ, × ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ s ∈ N, ÞÔÏ X = Vs,
Ô. Å. f > �+ 1=s. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ � = inf f . ¤

ðÒÉÎÃÉÐ ÓÖÉÍÁÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ðÉËÁÒÁ { ëÁÞÞÉÏÐÏÌÌÉ
{ âÁÎÁÈÁ. óÖÉÍÁÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á × ÓÅÂÑ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÚÑ× ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ x0 ∈ X, ÐÏÌÏÖÉÍ xn =
= F (xn−1), n ∈ N. ôÏÇÄÁ

d(xn+m; xm) 6 d(xn+m; xn+m−1)+d(xn+m−1; xn+m−2)+: : :+d(xm+1; xm) =
= d(F (xn+m−1); F (xn+m−2)) + : : :+ d(F (xm); F (xm−1)) 6

6 d(x1; x0)(�n+m−1 + : : :+ �m−1):
úÄÅÓØ ÐÅÒ×ÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ×ÔÏ-

ÒÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÖÉÍÁÅÍÏÓÔÉ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ,
ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn}n∈N ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ É ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ
x̂ ∈ X. éÍÅÅÍ: d(F (x̂); xn+1) = d(F (x̂); F (xn)) 6 �d(x̂; xn) → 0, ÚÎÁÞÉÔ,
d(F (x̂); x̂) = 0, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ x̂ = F (x̂). åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÉÚ ÓÖÉÍÁÅÍÏÓÔÉ. ¤

* * * * * *
é × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× Ï ÔÏÍ, ËÁË, ÐÏ ÍÏÅÍÕ ÍÎÅÎÉÀ, É ÞÅ-

ÍÕ ÎÁÄÏ ÕÞÉÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. ñ ÂÙ ×ÙÄÅÌÉÌ ÐÑÔØ ÓÔÁÄÉÊ | ÞÅÔÙÒÅ, ËÁË
× ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÍÏÉÈ ÌÅËÃÉÊ, É ÅÝÅ ÐÑÔÕÀ. äÏ ÛËÏÌÙ É × ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÛËÏ-
ÌÅ ÒÁÚÕÍÎÏ ÎÁÕÞÉÔØ ÄÉÔÑ ÓÞÉÔÁÔØ É ÄÁÔØ ÉÍÐÕÌØÓ Ë ÒÁÚÍÙÛÌÅÎÉÀ. íÏÉ
ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÌÅËÃÉÊ ÐÒÉÚ×ÁÎÙ ÄÁÔØ ÔÁËÉÅ ÉÍÐÕÌØÓÙ Ë ÒÁÚÍÙÛ-
ÌÅÎÉÑÍ.

ëÏÍÐØÀÔÅÒÁÍ ÄÅÔÉ ÎÁÕÞÁÀÔÓÑ ÓÁÍÉ, ÎÏ ÌÏÇÉËÕ, ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ
ÅÓÔØ ÎÁÕÞÎÁÑ ÉÓÔÉÎÁ, ÞÅÌÏ×ÅË (ÐÏËÁ ÅÝÅ) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÚ×ÌÅÞØ ÉÚ ÍÁÛÉÎÙ,
ÅÇÏ ÎÁÄÏ ÜÔÏÍÕ ÕÞÉÔØ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÓÏ ÛËÏÌÙ.

îÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÕÒÏ×ÎÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ×ÙÂÏÒ Ó×ÏÅÊ ÖÉÚÎÅÎÎÏÊ
ÄÏÒÏÇÉ | ÇÕÍÁÎÉÔÁÒÎÏÊ ÉÌÉ ÎÁÕÞÎÏ-ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ-
ÚÕÍÎÏ ÐÒÉÓÔÕÐÉÔØ Ë ÉÚÕÞÅÎÉÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. ÷ÔÏÒÙÅ ÆÒÁÇ-
ÍÅÎÔÙ ÍÏÉÈ ÌÅËÃÉÊ ÏÂÒÁÝÅÎÙ Ë ÔÅÍ, ËÔÏ ÈÏÞÅÔ ÕÚÎÁÔØ Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, ËÁË
Ï ÐÒÅÄÍÅÔÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ×ÙÂÏÒÕ ÉÈ ÖÉÚÎÅÎÎÏÇÏ ÐÕÔÉ.

îÁ ÐÅÒ×ÙÈ ËÕÒÓÁÈ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ, ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÉÈ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ-ÎÁÕÞ-
ÎÙÈ ÉÎÓÔÉÔÕÔÏ× É ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÏ× ÎÁÄÏ ÏÓ×ÏÉÔØ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÅ ÏÓÎÏ×Ù ÎÁÛÅÊ
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ÎÁÕËÉ (ÎÁÞÁÌÁ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ËÏÍÐÌÅÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ É ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ). ÷ ÔÒÅÔØÉÈ ÒÁÚ-
ÄÅÌÁÈ ÍÏÉÈ ÌÅËÃÉÊ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï ÎÁÞÁÌÁÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÁÎÁÌÉÚÁ
É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

á ÐÏÔÏÍ, × ÉÎÓÔÉÔÕÔÁÈ Ó ÈÏÒÏÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ É × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ
Ñ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÂÙ ÞÉÔÁÔØ ÎÅËÉÊ Ó×ÏÄÎÙÊ ËÕÒÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÇÄÅ ×ÓÅ ×Ù-
ÓÔÒÁÉ×ÁÌÏÓØ ÂÙ × ÅÄÉÎÕÀ ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÕÀ ËÁÒÔÉÎÕ. éÚ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ÔÁËÏ-
ÇÏ ËÕÒÓÁ ÓÏÓÔÏÑÔ ÞÅÔ×ÅÒÔÙÅ ÞÁÓÔÉ ÍÏÉÈ ÌÅËÃÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ Ñ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ
ÐÏÄÞÅÒËÉ×ÁÌ, ÞÔÏ ÄÉÓÔÁÎÃÉÑ ÍÅÖÄÕ ÉÓÔÏËÏÍ É ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ �ÕÓÔØÅÍ� ×
ËÁÖÄÏÊ ÎÁÛÅÊ ÔÅÍÅ ÂÙÌÁ ÎÅ×ÅÌÉËÁ. ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÐÏÔÏËÉ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ
ÍÙÓÌÉ ÓÌÉÛËÏÍ ÐÒÉÞÕÄÌÉ×Ù É ÐÏÔÏÍÕ ÔÁË ÄÏÌÇÏ ÔÅËÌÉ ÏÔ Ó×ÏÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ
Ë ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ËÏÎÃÕ.

÷ÏÔ ×ÁÍ ÞÅÔÙÒÅ ÓÔÁÄÉÉ: ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÛËÏÌÁ, ÓÒÅÄÎÑÑ É ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÁÑ ÛËÏÌÁ, ÐÒÏÐÅÄÅ×ÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÎÓÔÉÔÕÔÓËÏÅ ÉÌÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ-
×ÁÎÉÅ É Ó×ÏÄÎÙÊ ËÕÒÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

á ÐÑÔÁÑ | ÏÂÅÝÁÎÎÁÑ | ÞÁÓÔØ? ðÑÔÁÑ ÞÁÓÔØ | ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉËÁ. ëÁË ÕÞÉÔØ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÞÅÍÕ? ÷ÏÔ ×ÏÐÒÏÓ. äÁ×ÁÊÔÅ
ÐÏÒÁÚÍÙÛÌÑÅÍ. îÏ × ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÚ.
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