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òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ
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íÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÆÁËÔÏ× Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ËÌÅÔÞÁÔÙÈ ÆÉÇÕÒ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ É
ÄÁÄÉÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÆÁËÔÏ×. âÏÌØÛÅ ×ÓÅÇÏ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕ-
ÀÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× É ÁÃÔÅËÓËÉÈ ÄÉÁÍÁÎÔÏ×.
áÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n | ÜÔÏ �ËÌÅÔÞÁÔÙÊ ÒÏÍÂÉË� ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ n. îÁ ÒÉ-
ÓÕÎËÅ ÎÉÖÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÁÃÔÅËÓËÉÅ ÄÉÁÍÁÎÔÙ ÒÁÎÇÁ 1, 2 É 3. áÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ
ÒÁÎÇÁ 4 ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÎÁ ÒÉÓ. 6Á, Ó. 140.

ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÄÁÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÐÉËÔÏÇÒÁÍ-
ÍÏÊ ÄÁÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ, Ó ÓÉÍ×ÏÌÏÍ �#� ÐÅÒÅÄ ÎÅÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ, # = 2.

óÔÁÔØÑ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ XVI ìÅÔÎÅÊ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ ÔÕÒÎÉÒÁ
ÇÏÒÏÄÏ×, ÇÄÅ Á×ÔÏÒ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ ËÌÅÔÞÁÔÙÈ ÆÉÇÕÒ ÎÁ ÄÏ-
ÍÉÎÏ ×ÍÅÓÔÅ Ó ó. âÅÒÌÏ×ÙÍ, é. âÏÇÄÁÎÏ×ÙÍ É ë. ëÕÀÍÖÉÑÎ, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÎ ÏÞÅÎØ
ÂÌÁÇÏÄÁÒÅÎ ÚÁ ÄÒÕÖÅÓËÉÅ ÓÏ×ÅÔÙ É ÃÅÎÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ.

1. ôÅÏÒÉÑ ÄÅÔÁÌÅÊ
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ n-ÄÅÔÁÌØÀ Ë×ÁÄÒÁÔ n×n, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ×ÏÚ-

ÍÏÖÎÏ, ×ÙÒÅÚÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÌÅÔËÉ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÉÌÉ ÐÒÁ×ÏÇÏ ËÒÁÑ. ðÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ
ÓÔÒÏËÉ n-ÄÅÔÁÌÉ ÞÉÓÌÁÍÉ 1, 2, . . . , n ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ, Á ÓÔÏÌÂÃÙ | ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï.
ëÌÅÔËÕ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÁÒÏÊ ÎÏÍÅÒÏ× ÅÅ ÓÔÒÏËÉ É ÓÔÏÌÂÃÁ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ
n-ÄÅÔÁÌØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÐÁÒÙ ËÌÅÔÏË (n; i) É (i; n) ÐÒÉ i < n ×ÙÒÅÚÁÎÁ ÒÏ×ÎÏ
ÏÄÎÁ, Á ÔÁËÖÅ ×ÙÒÅÚÁÎÁ ËÌÅÔËÁ (n; n).

îÁ ÒÉÓÕÎËÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÒÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ 9-ÄÅÔÁÌØ É ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÁÑ 8-ÄÅÔÁÌØ.

∗ðÏÄÄÅÒÖÁÎÏ ÇÒÁÎÔÏÍ îû-2251.2003.1
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ëÌÅÔËÉ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ n × n ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÁÅÍËÏÊ.
÷ÓÅ ËÌÅÔËÉ ËÁÅÍËÉ, ËÒÏÍÅ ÐÒÁ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÇÏ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÏÊ),
ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÐÁÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ n-ÄÅÔÁÌÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÎÅÞÅÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É
ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÅÔÁÌØ | ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ n. âÁÚÁ n = 2 ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. äÏËÁÖÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÁ×ÉÌØÎÕÀ (n+ 1)-ÄÅÔÁÌØ D. ÷ÙÒÅÖÅÍ ÉÚ ÎÅÅ ÄÏÍÉÎÏ-

ÛËÉ, ÐÏËÒÙ×ÁÀÝÉÅ ËÌÅÔËÉ ËÁÅÍËÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ n-ÄÅÔÁÌØ, ËÏÔÏÒÁÑ
ÂÕÄÅÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ×ÙÒÅÚÁÎÎÙÈ ÄÏÍÉÎÏ-
ÛÅË ÓÏÄÅÒÖÁÌÁ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ËÁÅÍËÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏËÒÙÔØ
ËÌÅÔËÉ ËÁÅÍËÉ ÄÅÔÁÌÉ D ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÅÎ. éÔÁË, ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÓÐÏÓÏ-
ÂÏ× ÐÏËÒÙÔÉÑ ËÁÅÍËÉ ÄÅÔÁÌÉ D ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ
(ÐÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÄÏÍÉÎÏÛÅË) Ë ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ n-ÄÅÔÁÌÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÐÏÓÏ-
ÂÙ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÙÍ n-ÄÅÔÁÌÑÍ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ,
ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÂÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÕÀ (n + 1)-ÄÅÔÁÌØ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ
ÎÅÞÅÔÎÏ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ D | ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ (n + 1)-ÄÅÔÁÌØ. éÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-
ÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ (n+ 1)-ÄÅÔÁÌÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÎÅÞÅÔÎÏ ÔÏÇÄÁ
É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÅÍËÉ, ÉÚ ÎÅÅ
ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ (n + 1)-ÄÅÔÁÌÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÅÍËÉ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÄÅÔÁÌÉ
D. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅ ÉÈ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÉÚ ÄÅÔÁÌÉ D ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ. ôÏÇÄÁ, ÔÁË ËÁË
ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÄÅÔÁÌØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ËÌÅÔÏË, ÓÉÍÍÅ-
ÔÒÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ËÁÅÍËÁ ÄÅÔÁÌÉ D ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÌÅÔËÉ,
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ×ÓÅÍ ×ÙÒÅÚÁÎÎÙÍ ÉÚ ÎÅÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÅ-
ÚÁÔØ ÉÚ ËÁÅÍËÉ D ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ×ÙÒÅÚÁÎÎÙÍ × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÐÏÓÏÂÅ,
É ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÒÕÇÁÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÄÅÔÁÌØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÒÅÚÁÑ ÉÚ ËÁÅÍËÉ ÎÅ-
ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÄÅÔÁÌÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÞÅÔÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ
ÄÅÔÁÌÅÊ. úÎÁÞÉÔ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÅÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ (n + 1)-ÄÅÔÁÌÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ
ÞÅÔÎÏ. éÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÄÏËÁÚÁÎ. ¤

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÔÁÌÉ É ËÒÉÔÅÒÉÊ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÄÅÔÁÌÉ ÎÁ ÄÏÍÉ-
ÎÏ ÉÚÏÂÒÅÌ ä. ÷. ëÁÒÐÏ× × 1997 Ç. × ÎÅÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ [2] (ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÅÅ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÙ × [1]). åÍÕ ÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÒÉÔÅ-
ÒÉÑ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ÎÉÖÅ) Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÄÅÔÁÌÅÊ. óÁÍ ÜÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ, ×ÉÄÉÍÏ, ÓÔÁÌ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÎÅÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ ÒÁ-
ÂÏÔÙ ä. ÷. ëÁÒÐÏ×Á, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÏÎ ÕÐÏÍÉÎÁÅÔÓÑ × [10], ËÁË ÐÒÏÂÌÅÍÁ, ÏÖÉÄÁÀÝÁÑ
ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ m×n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÎÅÞÅÔ-
ÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÁ m+ 1 É n+ 1 ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÎÄÕËÃÉÑ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ. ðÕÓÔØ m >
> n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÉÀ ÓÅÔËÉ | �ÏÓØ�, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÓÅËÁÅÔ ÏÔ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ
Ë×ÁÄÒÁÔ n×n. õÄÁÌÉÍ ×ÓÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ. ôÏÇÄÁ ÏÓÔÁ×ÛÁ-
ÑÓÑ ÞÁÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÁ n × n, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÔÁÌØÀ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØ
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ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ ÄÅÔÁÌØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÁÑ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓØ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÒÏ×ÎÏ n ÄÏ-
ÍÉÎÏÛÅË, ÎÁÛÁ ÄÅÔÁÌØ | ÜÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË n× (n− 1), Á ×ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ | ÜÔÏ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË (m− n− 1)× n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÏÅ ÐÒÅÄÐÏ-
ÌÏÖÅÎÉÅ. ¤

2. ôÅÏÒÉÑ �ÆÌÉÐÏ×�
íÙ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÎÅÓÌÏÖÎÏÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 1 (Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ). ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÉÇÕÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÒÁÇ-
ÍÅÎÔ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ× ËÌÅÔÏË, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ,
ÐÒÉÞÅÍ ËÌÅÔËÉ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÒÅÓÔÉËÁÍÉ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÆÉÇÕÒÅ.

×

××

×

. . .
. . .

ôÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÔÁËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÞÅÔÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÒÅÄÎÉÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ×. äÏËÁ-
ÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔ 2 × 2, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ÚÁÍÏÝÅÎÉÑ É
ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ Ä×Å ËÌÅÔËÉ ÜÔÏÇÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ×
ÔÁËÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ, ÍÙ ÌÅÇËÏ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÐÁÒÙ). äÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ, ÔÏ, ÐÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ËÌÅÔÏË,
ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ÄÏÍÉÎÏÛ-
ËÁ, ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ËÌÅÔËÕ, ÄÏÌÖÎÁ ÎÁËÒÙ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ ÌÉÂÏ ËÌÅÔËÕ
ÓÐÒÁ×Á, ÌÉÂÏ ËÌÅÔËÕ ÓÎÉÚÕ. äÏÊÄÑ ÄÏ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ ÕÇÌÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉ×Ï-
ÒÅÞÉÅ. ¤

÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏËÁÖÅÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Ë×Á-
ÄÒÁÔÁ 2n × 2n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÍÅÔÉÍ × ËÁÖÄÏÍ ÒÁÚ-
ÂÉÅÎÉÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÓÁÍÙÊ ÎÉÖÎÉÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ 2 × 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ
×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÓÏÄÅÒ-
ÖÁÝÉÈ ËÁË ÒÁÚ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ 2×2, ÞÅÔÎÏ |
ÏÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ×Ó£ ÔÏÊ ÖÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁ-
ËÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÐÁÒÙ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÂÉÒÁÔØ, ËÁËÉÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÐÏÓÏÂÏ×
ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ
ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4.

äÏËÁÖÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÐÏÌÅÚÎÕÀ ÌÅÍÍÕ.

ìÅÍÍÁ 2 (Ï ÐÏÌÕÄÉÁÇÏÎÁÌÉ). ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÉÇÕÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÆÒÁÇÍÅÎÔ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ× ËÌÅÔÏË, ÐÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉ-
ÓÕÎËÅ, ÐÒÉÞÅÍ ËÌÅÔËÉ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÒÅÓÔÉËÁÍÉ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÆÉÇÕÒÅ.
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••
åÓÌÉ ÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÄÏÍÉÎÏÛËÕ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÕÀ ÖÉÒÎÙÍÉ ËÒÕÖÏÞËÁÍÉ,
ÔÏ Õ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÆÉÇÕÒÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÕ ÖÅ
ÞÅÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É Õ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÒÅÄÎÉÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÏ×. òÁÓ-
ÓÕÖÄÁÑ ËÁË É × ÌÅÍÍÅ Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÍÙ ÌÉÂÏ ÎÁÊÄÅÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ 2× 2
(ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÔÁËÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ
ÎÁ ÐÁÒÙ), ÌÉÂÏ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÄÏÍÉÎÏÛËÁ × ÜÔÏÍ ÒÑÄÕ ËÁË ÒÁÚ ÎÁËÒÙ-
×ÁÅÔ Ä×Å ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ. ¤

ìÅÍÍÁ 2 ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Ó ×ÉÄÕ ÂÅÓÈÉÔÒÏÓÔÎÙÊ, ÎÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÍÏÝÎÙÊ
ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔ ÄÌÑ ÉÚÕÞÅÎÉÑ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ.

ìÅÍÍÁ 3 ([10]). ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÌÅÔÞÁÔÙÈ ÆÉÇÕÒ

H1 = , H2 = , H3 = , . . .

æÉÇÕÒÁ Hn ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ Hn−1 ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÓÌÅ×Á ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ 2×(2n−1). ôÏÇÄÁ ×ÓÅ ÆÉÇÕÒÙ Hn ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ
ÓÐÏÓÏÂÏ×.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, ÉÄÕÝÕÀ ÉÚ ÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ
ÆÉÇÕÒÙ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÁË × ÌÅÍÍÅ Ï ÐÏÌÕÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ
ÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ ÆÉÇÕÒÙ (ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ) ×ÓÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ.

· · · · · · · · ·
÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÚÁÍÏÝÅÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÓÔØ ÐÅÒÅ×ÅÒÎÕÔÁÑ ÆÉÇÕÒÁ Hn−1 É ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ¤

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ 2 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.
÷ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. éÎÄÕËÃÉÑ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ

å×ËÌÉÄÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ËÌÅÔÏË, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÕÇÌÁ. ðÏ ÌÅÍ-
ÍÅ Ï ÐÏÌÕÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÉÚÕÞÅÎÉÅÍ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á
ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÏÔÍÅÞÅÎÎÕÀ ÄÏÍÉÎÏÛËÕ.

××

×

· · · · · · · ••



òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ 147

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ËÌÅÔÏË ÓÎÉÚÕ ÏÔ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔ-
ÒÅÎÎÏÇÏ É, ÐÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÅÇÏ ÓÎÉÚÕ ××ÅÒÈ, ÓÎÏ×Á ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ Ï ÐÏÌÕÄÉÁÇÏ-
ÎÁÌÉ.

×

×

×

· · · · · ·

••

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÏÐÕÓËÁÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÑ ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÕÂÒÁÔØ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ
ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÌÅ×ÅÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÐÑÔØ ÍÏÖÎÏ
ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ Ï ÐÏÌÕÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.××

×

· · · · · · · ·

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÄÁÌØÛÅ, ÍÙ ÕÂÅÒÅÍ ËÌÅÔËÉ ×ÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ É ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ (ÌÅ-
ÖÁÝÉÅ ÌÅ×ÅÅ ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ). äÅÊÓÔ×ÕÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÕÂÅÒÅÍ ×
ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ× ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ m × n ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÁ
(n+1)×n. ïÓÔÁÌÁÓØ ÞÁÓÔØ (m−n−1)×n, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ
ÉÎÄÕËÃÉÉ. ¤

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÔÅÏÒÅÍÕ 1.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ Ä×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉÇÕÒÙ.

äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ËÌÅÔËÕ A ÜÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ, ÎÅ
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ãÅÐÏÞËÏÊ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ËÌÅÔËÅ A1 = A ÎÁÚÏ×ÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
ÄÏÍÉÎÏÛÅË D1 = {A1; A2}, E1 = {A2; A3}, D2 = {A3; A4}, E2 = {A4; A5}, . . . ,
ÇÄÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ D1, D2, : : : ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ, Á ÄÏÍÉÎÏÛËÉ E1,
E2, : : : | ×ÔÏÒÏÍÕ. üÔÁ ÃÅÐÏÞËÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÔÅÈ
ÐÏÒ, ÐÏËÁ × ÎÅÊ ÓÎÏ×Á ÎÅ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ËÌÅÔËÁ A1.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÃÅÐÏÞËÉ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÐÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ
Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÆÉÇÕÒ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÃÅÐÏÞËÁ ÍÏÖÅÔ ÏÂÏÒ×ÁÔØÓÑ, ËÏÇÄÁ
ÍÙ ×ÙÊÄÅÍ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÉÇÕÒ.

äÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÑÍÕÀ Ó ÕÇÌÏ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÃÅÎÔÒÙ ËÌÅÔÏË.

ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÆÉÇÕÒÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÌÅÖÉÔ 2n ËÌÅÔÏË
ÆÉÇÕÒÙ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÔÁËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2n.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÆÉÇÕÒÙ ÌÅÖÉÔ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË,
ÔÏ É ×ÓÑ ÆÉÇÕÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÌÅÔÏË É ÅÅ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ
ÄÏÍÉÎÏ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÉÁÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÆÉÇÕÒÙ ÂÕÄÅÍ × ÄÁÌØÎÅÊ-
ÛÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÏÓØÀ, Á ÏÓÅ×ÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ | ÐÒÏÓÔÏ
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ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ. òÁÓËÒÁÓÉÍ ËÌÅÔËÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÏÐÅÒÅÍÅÎÎÏ × ÞÅÒÎÙÊ É ÂÅÌÙÊ Ã×ÅÔÁ.
ðÕÓÔØ A | ÏÄÎÁ ÉÚ ÞÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ. îÁÊÄÅÍ
× Î£Í �ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ� ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ËÌÅÔËÕ A É ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÅÍÕ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ, É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÜÔÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÃÅÐÏÞËÕ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ËÌÅÔËÅ A.
îÅÔÒÕÄÎÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ÞÔÏ, ËÒÏÍÅ ËÌÅÔËÉ A, ÜÔÁ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÍÅÅÔ ÅÝÅ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ
ËÌÅÔËÕ, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÏÓÉ, ÐÒÉÞÅÍ ÜÔÁ ËÌÅÔËÁ ÂÅÌÁÑ (× ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÎÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ, ÒÁÚÂÉÔÕÀ ÎÁ ÄÏ-
ÍÉÎÏÛËÉ, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×
ËÁÞÅÓÔ×Å A ×ÚÑÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÞÅÒÎÕÀ ËÌÅÔËÕ ÏÓÉ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÂÕÄÅÔ
ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ n ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁ-
ÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÁÌÅÅ ÔÁË É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÉÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ. äÏÍÉÎÏÛËÉ,
ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÍÉ.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÉÚ n ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔÒÁÚÉÔØ ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÅ ÔÒÏÇÁÔØ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÏ×ÏÅ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÂÉÔØ ×Ó£ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏ-
ÍÉÎÏ ÎÁ ÂÌÏËÉ ÐÏ 2n ÛÔÕË | ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ×ÏÚØÍÅÍ ×ÓÅ ÅÇÏ ÓÔÁÂÉÌØÎÙÅ
ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, Á ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ ÆÉÇÕÒÙ ÚÁÍÏÓÔÉÍ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ n
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÙÂÏÒÏÍ | ÏÔÒÁÖÁÔØ ÅÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ ÉÌÉ ÏÓÔÁ-
×ÉÔØ ËÁË ÅÓÔØ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ 2n ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ Ó×ÏÅ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ | ×ÓÅÇÏ 2n ÛÔÕË. ¤

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÕÔÏÞÎÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÐÒÉ×ÎÏÓÑ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ. äÌÑ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁ-
ÍÁÎÔÁ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ × [13] (ÎÅËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ), Á ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ
ÆÉÇÕÒÙ | × [5] (ÍÙ ÐÒÉ×ÏÄÉÍ ÚÄÅÓØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï).

ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÆÉÇÕÒÁ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, É ÐÕÓÔØ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÌÅÖÉÔ 2n ËÌÅÔÏË ÆÉ-
ÇÕÒÙ. ïÔÍÅÔÉÍ n ÉÚ ÜÔÉÈ ËÌÅÔÏË ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ É ÐÏÍÅÓÔÉÍ × ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÞÉÓÌÁ 0 É 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÄÏ-
ÍÉÎÏ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ ÓÏ ÓÄÅÌÁÎÎÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÏÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: × ÎÉÈ
ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÊ ËÌÅÔËÕ Ó ÃÉÆÒÏÊ, ×ÔÏÒÁÑ ËÌÅÔËÁ ÄÏÍÉ-
ÎÏÛËÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÐÒÁ×ÅÅ ÉÌÉ ÎÉÖÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÃÉÆÒÁ | 0, É ÌÅ×ÅÅ ÉÌÉ ×ÙÛÅ |
ÅÓÌÉ 1. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó ÎÅÊ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ
(Ô. Å. ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÓÀ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÕÀ ÒÁÂÏÔÕ ÍÙ ÕÖÅ ÐÒÏÄÅÌÁÌÉ × ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Å ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÌÅÔËÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÐÏÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÏ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × ÞÅÒÎÙÊ É ÂÅÌÙÊ Ã×ÅÔÁ É ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ 0 É 1 ÒÁÓÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁ
ÞÅÒÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÕÀ ÞÅÒÎÕÀ ËÌÅÔËÕ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÎÅÊ ÓÔÏÉÔ, ÎÁ-
ÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÏ 0. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ
Ó ÒÁÚÍÅÔËÏÊ. îÁÛÁ ÞÅÒÎÁÑ ËÌÅÔËÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ-
ÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ. åÓÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,
ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÏ×ÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÅ Ó ÎÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÔËÏÊ | ÔÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ
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× ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÏÊ ÞÅÒÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 1, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÞÅÒÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ | ÔÏ
ÖÅ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÄÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÁËÉÍÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÐÏ-
ÓÔÒÏÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ
ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ. ¤

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁ ÄÏ-
ÍÉÎÏ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÎÁÞÁÌÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÅËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ (Ó ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (1) ÎÁ Ó. 129) (ÓÍ. [8]). ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï,
ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÎÉÖÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ì. ðÁÞÔÅÒÕ [10].

ôÅÏÒÅÍÁ 3. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 2n × 2n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ | ÞÉÓÌÏ
×ÉÄÁ 2n(2k + 1)2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÒÁÚÍÅÔËÏÊ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 5.
ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÐÏÄÓÞÅÔÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ,
ÚÁËÒÙ×ÁÀÝÉÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ, ÚÁËÒÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ËÌÅÔËÕ ÌÉÂÏ ÓÐÒÁ×Á, ÌÉÂÏ
ÓÎÉÚÕ ÏÔ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ, | ÔÁËÉÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÅÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ. ÷ÏÔ ÐÒÉÍÅÒ
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÉÈ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ × ÒÅÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ.

××××××××××××××××××××××××××××××××

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ × 2n ÒÁÚ
ÍÅÎØÛÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ.

åÓÌÉ × ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÒÎÙÈ
ËÌÅÔÏË, ÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁÄ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÌÙÈ ËÌÅÔÏË ÎÁ n ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ
ÞÅÒÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ËÌÅÔËÉ
ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÁËÒÙÔÙ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÊ ÞÁÓÔÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÌÅ ÒÁÚ-
ÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ×ÅÓØ Ë×ÁÄÒÁÔ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ | ËÌÅÔËÉ ÏÄÎÏÊ
ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ËÒÅÓÔÉËÁÍÉ, ËÌÅÔËÉ ÄÒÕÇÏÊ | ÎÅ ÐÏÍÅÞÅÎÙ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ
ÞÁÓÔÅÊ ÅÓÔØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒÁ Hn ÉÚ ÌÅÍÍÙ 3. é ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÄÕÃÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ×ÓÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁ×ÎÏ (#Hn)2, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
×ÓÅÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ | 2n(#Hn)2. ïÓÔÁÌÏÓØ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ ÌÅÍÍÙ 3
ÞÉÓÌÏ #Hn ÎÅÞÅÔÎÏ. ¤

3. áÃÔÅËÓËÉÅ ÄÉÁÍÁÎÔÙ
íÙ ÎÁÞÎÅÍ ÜÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2.1

ÉÚ [9]), ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏÊ ÐÒÉÔÑÇÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ É ÎÁÐÒÁ×ÌÑÅÔ ÍÙÓÌÉ
× ÎÕÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ.

ìÅÍÍÁ 6. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2n× 2m É ÆÉ-
ÇÕÒ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÉÚ ÎÅÇÏ Ä×ÕÈ ÉÌÉ ÞÅÔÙÒÅÈ ÕÇÌÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË, Ó×ÑÚÁ-
ÎÙ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ
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# · # = # · # + # · # :

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ×ÓÅÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ-
ËÁ É ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÅÚ ÕÇÌÏ×. ÷ÏÚØÍÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ
ÕÇÌÏ×ÙÈ ËÌÅÔÏË É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × ÜÔÏÊ ËÌÅÔËÅ. üÔÁ ÃÅÐÏÞËÁ ËÌÅÔÏË
ÍÏÖÅÔ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÏÊ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ, ÐÒÉÌÅÇÁÀÝÅÊ Ë ÎÁÞÁÌØ-
ÎÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÉÚ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ
ÕÇÌÁ, ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ × ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÅ É ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ Ó ÐÅÒ×ÏÊ
ÃÅÐÏÞËÏÊ. óÄ×ÉÎÕ× ÄÏÍÉÎÏÛËÉ × ÐÅÒ×ÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ (× ÏÂÏÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ), ÍÙ ÐÏ-
ÌÕÞÉÍ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÁÒÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÐÁÒÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÉÐÏ× × ÐÒÁ×ÏÊ
ÞÁÓÔÉ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ×ÓÅÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÅÚ Ä×ÕÈ ×ÅÒÈÎÉÈ ÕÇÌÏ× É ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ
ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÅÚ Ä×ÕÈ ÎÉÖÎÉÈ ÕÇÌÏ×. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÃÅÐÏÞËÕ ÄÏÍÉÎÏ-
ÛÅË, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ × ÎÉÖÎÅÊ ÌÅ×ÏÊ ÕÇÌÏ×ÕÀ ËÌÅÔËÅ (ÐÕÓÔØ ÜÔÁ ËÌÅÔËÁ ÞÅÒÎÏÇÏ
Ã×ÅÔÁ). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÃÅÐÏÞËÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÐÒÁ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ
ÕÇÌÕ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ × ÐÒÁ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ, ÐÏÓËÏÌØ-
ËÕ ÔÏÇÄÁ ÄÒÕÇÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ (ÉÚ ÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ) ×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÎÉÇÄÅ ÚÁ-
ËÏÎÞÉÔØÓÑ | ÃÅÐÏÞËÉ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ, Á ÐÕÔØ Ë ÐÒÁ×ÏÍÕ ÎÉÖÎÅÍÕ ÕÇÌÕ
�ÏÔÒÅÚÁÎ� ÐÅÒ×ÏÊ ÃÅÐÏÞËÏÊ. ôÁËÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁÛÁ ÃÅÐÏÞËÁ ËÌÅÔÏË ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ
× ÌÅ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ, ÔÏ ÌÅ×ÙÊ ×ÅÒÈÎÉÊ
ÕÇÏÌ (ÂÅÌÁÑ ËÌÅÔËÁ) ÂÙÌ ÂÙ ×ÔÏÒÏÊ ËÌÅÔËÏÊ × ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÅ ÃÅÐÏÞËÉ. îÏ
× ÎÁÛÅÊ ÃÅÐÏÞËÅ ÔÏÌØËÏ Õ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �×ÔÏÒÁÑ� ËÌÅÔËÁ |
ÂÅÌÁÑ (Á Õ ÄÏÍÉÎÏÛÅË ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �×ÔÏÒÁÑ� ËÌÅÔËÁ | ÞÅÒÎÁÑ). îÏ ÌÅ×ÁÑ
×ÅÒÈÎÑÑ ÕÇÌÏ×ÁÑ ËÌÅÔËÁ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ.

éÔÁË, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÃÅÐÏÞËÁ ËÌÅÔÏË ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÁ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÃÅÐÏÞËÁ ËÌÅÔÏË, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÉÚ ×ÅÒÈÎÅÊ ÌÅ×ÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÉ, ÚÁ-
ËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ × ÐÒÁ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ. ðÏÍÅÎÑ× × ÐÅÒ×ÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÐÅÒ×ÏÍÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÀ, É ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ×ÔÏÒÏÍÕ, ÐÏÌÕ-
ÞÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÅÚ ÞÅÔÙ-
ÒÅÈ ÕÇÌÏ×. üÔÏ É ÅÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÓÔÒÏ-
ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ. ¤

ìÅÍÍÁ 7. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ Ó×ÑÚÎÁÑ (ÈÏÄÏÍ ÌÁÄØÉ) ËÌÅÔÞÁÔÁÑ ÆÉ-
ÇÕÒÁ D. é ÐÕÓÔØ ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ ÅÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÒÑÄ)
ËÌÅÔËÉ a, b, c, d, ÐÒÉÞÅÍ × ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ËÌÅÔËÉ a É c ÞÅÒÎÙÅ, Á ËÌÅÔËÉ
b É d | ÂÅÌÙÅ. ôÏÇÄÁ

#(D)#(D \ {a; b; c; d}) =
= #(D \ {a; b})#(D \ {c; d}) + #(D \ {a; d})#(D \ {b; c}): (1)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Tn ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n ÎÁ
ÄÏÍÉÎÏ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 4. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Tn ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÀ

Tn+1Tn−1 = 2T 2
n : (2)

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
Tn = 2n(n+1)=2:

ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÐÏÌÕÞÅÎÏ × [6]
ÎÅÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ. íÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4, ÏÐÉÒÁ-
ÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ÌÅÍÍÕ 7. üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ é. âÏÇÄÁÎÏ×Õ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ
ÍÙ ÄÁÄÉÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÑ [9], É ÅÝÅ ÏÄÎÏ ËÏÍÂÉÎÁ-
ÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÎÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 2 ÎÅ ÉÓÐÏÌØ-
ÚÕÀÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ �ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ� ×ÅÒÓÉÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 2:

# · # =

= # · # + # · # (3)

a

b

d

c

ðÕÓÔØ ÆÉÇÕÒÁ D ÉÚ ÌÅÍÍÙ 7 | ÜÔÏ ÁÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ
ÒÁÎÇÁ n+ 1. ïÔÍÅÔÉÍ × Î£Í ×ÂÌÉÚÉ �×ÅÒÛÉÎ� ËÌÅÔËÉ a,
b, c, d (ÓÍ. ÒÉÓ. ÓÐÒÁ×Á). ôÁËÏÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÌÅÔÏË a, b,
c, d ÄÏÐÕÓÔÉÍÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 7 ÏÔ
ÜÔÉÈ ËÌÅÔÏË (ËÒÏÍÅ Ã×ÅÔÁ) ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ-
ÓÔÉ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ: ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÃÅÐÏÞËÉ ÄÏÍÉÎÏ-
ÛÅË, ×ÅÄÕÝÅÊ ÉÚ a × c, ÐÒÅÐÑÔÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ
ÃÅÐÏÞËÉ, ×ÅÄÕÝÅÊ ÉÚ b × d. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÄÁ-
ÌÅÎÉÅ ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÂÏÌØ-
ÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ,

#D \ {a; b} = #
a

b

= #Tn :
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áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ #D \ {a; b; c; d} = #Tn−1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (3), ËÏÔÏÒÏÅ
ÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÅÓÔØ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (1) ÉÚ ÌÅÍÍÙ 7. ¤

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÒÉ×ÏÄÉÔØ ×ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4, ÍÙ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÄ-
ÇÏÔÏ×ËÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ �ÏÄÎÏÍÅÒÎÕÀ� ×ÅÒÓÉÀ, Á ÚÁÏÄÎÏ ÕÚÎÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏ-
ÄÒÏÂÎÏÓÔÉ Ï ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÒÏÐÐÁ [11]
a c e g : : :

b d f : : :
h k : : :

` : : :
: : :

(4)

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÊ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ �ÒÏÍÂÉË�, ×Ù-
ÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

w
x y
z wz = xy + 1 : (5)

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ ÐÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃ, Á
×ÔÏÒÁÑ | ÉÚ Ä×ÏÅË. ôÏÇÄÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ n ÞÉÓÌÁ × n-Ê ÓÔÒÏËÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù,
ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ f2n−2, É ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

f2n+2f2n−2 = f2
2n + 1 : (6)

ïÔÓÀÄÁ f0 = 1, f2 = 2, f4 = 5, f6 = 13, . . . õÚÎÁÅÔÅ? üÔÏ ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ.
ìÅÍÍÁ 8. þÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (6).
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï 1. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÉÓÌÏ æÉÂÏÎÁÞÞÉ fn | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï

ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2× n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÜÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÐÏÄÞÉ-
ÎÅÎÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÍÕ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

# = # + # :
á ÔÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (6) ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏ-
ÖÄÅÓÔ×Á (1): ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ × ÌÅÍÍÅ 7 × ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÉÇÕÒÙ D ×ÚÑÔØ ÄÏÓËÕ 2× (2n+ 2)
É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÌÅÔËÉ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.

a
b

d
c ¤

íÙ ÄÁÄÉÍ ÄÒÕÇÏÅ, ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÄÏÍÉÎÏÛÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ (ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ) ÐÁÒÙ ÒÁÚ-

ÂÉÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2×2n ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ, Á ÔÁËÖÅ ÐÁÒÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2 × (2n + 2) É ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2 × (2n − 2). ðÒÉÍÅÒ
ÔÁËÉÈ ÐÁÒ É ÕÄÏÂÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ×ÚÁÉÍÏÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÁÒÙ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ
ÒÉÓÕÎËÅ.

ïÐÉÛÅÍ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÐÁÒ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏÂÁ×ÉÔØ × ÐÅÒ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÄÉÎ ÌÉÛÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.
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óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÏÞÅÎØ ÐÒÏÓÔÏ. åÓÌÉ × ÎÉÖÎÅÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ ÐÅÒ-
×ÏÊ ÐÁÒÙ ÅÓÔØ �ÛÏ×�, ÏÔÒÅÚÁÀÝÉÊ ÐÒÁ×ÙÊ ÂÌÏË 2 × 2 (Ô. Å. ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÂÌÏË ÚÁÍÏ-
ÝÅÎ Ä×ÕÍÑ ÃÅÌÙÍÉ ÄÏÍÉÎÏÛËÁÍÉ), ÍÙ ÐÅÒÅÄ×ÉÎÅÍ ÜÔÏÔ ÂÌÏË ××ÅÒÈ, �ÐÒÉËÌÅÉ×�
Ë ×ÅÒÈÎÅÍÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ. üÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ×ÙÛÅ.

åÓÌÉ ÖÅ Û×Á ÎÅÔ, Ô. Å. ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ×ÎÉÚ ÐÒÁ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÐÒÑÍÏ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÒÅÚÁÅÔ × Î£Í ËÁËÕÀ-ÔÏ ÄÏÍÉÎÏÛËÕ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÓÅ
×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï × ×ÅÒÈÎÅÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏ-
ËÁ ÎÅ ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÊ ÛÏ×, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÎÉÚ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÛÏ× É × ÎÉÖ-
ÎÅÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÛÏ× ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ
(× ËÒÁÊÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÐÏ ÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ). îÁÊÄÑ ÛÏ×, ÍÙ ÏÔÒÅÚÁÅÍ ÐÏ ÎÅÍÕ ÞÁÓÔÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ
ÐÒÁ×ÅÅ, É ÍÅÎÑÅÍ ÉÈ ÍÅÓÔÁÍÉ.

l

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÒÁÚÎÙÍ ÐÁÒÁÍ ÚÁÍÏÝÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ-
ËÏ× 2 × 2n ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÁÚÎÙÅ ÐÁÒÙ ÚÁÍÏÝÅÎÉÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× 2 × (2n + 2)
É 2 × (2n − 2), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ: ÍÙ
ÐÒÏÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË 2× (2n−2), ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÒÁ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ É
Ä×ÉÇÁÑÓØ ×ÌÅ×Ï, × ÐÏÉÓËÁÈ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÖÅ Û×Á, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚÒÅÚÁÅÔ ÏÂÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ÏÔÒÅÚÁÎÎÙÅ ÞÁÓÔÉ. üÔÏÇÏ Û×Á ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÌÉÛØ × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÏËÁÚÁÎÎÏÍ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ × ÐÅÒ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÌÉÛÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ¤
÷ÏÔ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÚ [11]. óÎÏ×Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË

ðÒÏÐÐÁ (4). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏË | ÜÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏË | ÜÔÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ
ÎÉÈ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5). îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔ ` × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ (4) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

` = hk + 1
d =

bd+ 1
c · df + 1

e + 1
d =

= bc−1de−1f + c−1e−1f + c−1d−1e−1 + bc−1e−1 + d−1 : (7)
ôÅÐÅÒØ ×ÙÐÉÛÅÍ ×ÓÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2× 4 ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ É ÐÒÏÄÅÌÁÅÍ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ:
1) ÄÏÂÁ×ÉÍ Ë ËÁÖÄÏÊ ËÏÒÏÔËÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÏÔ-

ÒÅÚÏË;
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2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÚÌÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÊ ÌÉÎÉÉ ÐÒÑ-
ÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁÐÉÛÅÍ ÅÇÏ ÒÅÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ: ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ
ÏÔÒÅÚËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ÜÔÏÍ ÕÚÌÅ, ÍÉÎÕÓ 3;

3) ×ÏÚØÍÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ 5 ÞÉÓÅÌ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏËÁÚÁ-
ÔÅÌÅÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ Õ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ b, c, d, e, f × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ b∗c∗d∗e∗f∗.

1 −1 1 −1 1 0 −1 0 −1 1 0 −1−1−1 0 1 −1 0 −1 0 0 0 −1 0 0

bc−1de−1f c−1e−1f c−1d−1e−1 bc−1e−1 d−1

óÒÁ×ÎÉÔÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ, Ó ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔØÀ (7).
ìÅÍÍÁ 9. îÁÂÌÀÄÅÎÉÑ, ÐÒÏÄÅÌÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÆÁËÔÏÍ, Á

ÉÍÅÎÎÏ:
1) ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (4) ÓÕÔØ ÓÕÍÍÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×, ËÁÖ-

ÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ | ÜÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÓÔÅÐÅÎÉ ±1 ÉÌÉ 0.
÷ÓÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ ×ÈÏÄÑÔ × ÓÕÍÍÕ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1.

2) ïÄÎÏÞÌÅÎÙ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ (n + 2)-Ê ÓÔÒÏËÉ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï
×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2 × 2n ÎÁ
ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÐÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ.

üÔÏ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ÆÁËÔ. çÌÑÄÑ ÎÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (5), Õ ÎÁÓ ÎÅÔ
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ
ÄÒÏÂÅÊ, Á ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÐÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ×ÏÏÂÝÅ
×ÙÇÌÑÄÉÔ ËÁË ÍÉÓÔÉËÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË,
� b d f : : :

a c e g : : :
h k ` : : :

p q : : :
r : : :

ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a, b, c, d, e, f , g, . . . , ÚÁ-
ÄÁÎÎÙÈ ÎÅ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5), Á Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ËÏÍÂÉ-
ÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ n = 4.
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �ÒÏÍÂÉËÁ� kr = pq+1. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓÐÏÌØ-
ÚÕÅÍÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 8.
ëÁÖÄÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ × ÜÔÏÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ | ÓÕÍÍÁ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÉÚ-
×ÅÄÅÎÉÅ kr, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÂÒÁÔØ ×ÓÅ ÐÁÒÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×
2×4, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ, Á ÐÏÔÏÍ
ÓÌÏÖÉÔØ ×ÓÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ pq. ïÔ-
ÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÒÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ
ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ, × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØ-
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ÎÉËÅ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÎÉÚÕ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÁÒ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, Á ÓÎÉÚÕ ÐÏÄÐÉÓÁÎÙ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, �ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÅ� ÚÁ ËÁÖÄÕÀ ×ÅÒÔÉËÁÌØ.

a b c d e f g a b c d e f g

úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 8 ÓÏÐÏÓÔÁ-
×ÌÑÅÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÐÁÒÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ. üÔÏ ÏÞÅ-
×ÉÄÎÏ: ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ ÍÙ ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÍÅÎÑÅÍ ÍÅÓÔÁÍÉ ÐÏ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ (!) ËÕÓËÉ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÙ ÒÅÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÅÍÙÈ ÕÚ-
ÌÏ× ÎÁ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, ÎÁ Û×Å), Á ÔÏÌØËÏ ÜÔÉÍ É
ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÏÄÎÏÞÌÅÎÅ.

ðÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ
ÏÂÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔ ÉÎÄÕËÃÉÏÎÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ. ¤

4. äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÁÃÔÅËÓËÏÍ
ÄÉÁÍÁÎÔÅ

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÄÁÄÉÍ ×ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4, ÏÐÑÔØ ÐÒÏ×ÅÒÑÑ ÓÏÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÅ (3).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n + 1. õÄÁÌÑÑ Ä×Á
ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÒÑÄÁ ËÌÅÔÏË, ÉÄÕÝÉÈ ×ÄÏÌØ ÅÇÏ ÐÒÁ×ÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ
ÓÔÏÒÏÎ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÎÅÇÏ ÁÃÔÅËÓËÉÊ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n.

îÁÚÏ×ÅÍ ÜÔÏÔ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n ÎÉÖÎÉÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ×ÅÒÈ-
ÎÉÊ, ÌÅ×ÙÊ É ÐÒÁ×ÙÊ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÙ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔ ÒÁÎÇÁ n− 1.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÁÒ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÁÃÔÅË-
ÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n É ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n − 2. òÁÓÓÍÏ-
ÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÁÒÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÂÉ-
ÅÎÉÊ ×ÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏ× ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n, Á ÔÁËÖÅ
ÐÁÒÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÌÅ×ÏÇÏ É ÐÒÁ×ÏÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏ×. õÔ-
×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 10. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×ÁÍÉ A É B.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B.
÷ÏÚØÍÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, Ô. Å. ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n É
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ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n− 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕ-
ÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Ë ÌÅ×ÏÊ ÉÌÉ ÐÒÁ×ÏÊ �×ÅÒÛÉÎÅ� ÄÉÁÍÁÎÔÁ (ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ | Ë
ÌÅ×ÏÊ) ÐÒÉÌÅÇÁÅÔ ÂÌÏË ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ×ÉÄÁ . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÐÒÉÌÅ-
ÇÁÀÝÉÅ Ë ÌÅ×ÏÍÕ ËÒÁÀ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÔÒÏÉÍ
ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÁÒÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÌÅ×ÏÇÏ É ÐÒÁ×ÏÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏ×. ïÔÏÄ×ÉÎÅÍ × ÓÔÏ-
ÒÏÎÕ ×ÓÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÐÒÉÌÅÇÁÀÝÉÅ Ë ÌÅ×ÏÍÕ ËÒÁÀ, Á ÓÁÍÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ É ÓÁÍÕÀ
ÎÉÖÎÀÀ ÉÚ ÎÉÈ ×ÏÏÂÝÅ ÕÄÁÌÉÍ. õ ÎÁÓ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÐÒÁ×ÏÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ
ÒÁÎÇÁ n−1. á ÏÔÏÄ×ÉÎÕÔÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÏÂßÅÄÉÎÉÍ Ó ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏÍ
ÒÁÎÇÁ n− 2, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÌÅ×ÏÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n− 1.

+ = + (8)

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Ë ×ÅÒÈÎÅÊ ÉÌÉ ÎÉÖÎÅÊ ×ÅÒ-
ÛÉÎÅ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÐÒÉÌÅÇÁÅÔ ÂÌÏË .

÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÔÁÌØÎÏ ÏÐÉÓÁÎ ÎÉÖÅ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË:
ÕÄÁÌÉÍ Ä×Å ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÐÒÉÌÅÇÁÀÝÉÅ Ë Ä×ÕÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÂÏÌØ-
ÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ (ÓËÁÖÅÍ, Ë ÌÅ×ÏÊ É ÐÒÁ×ÏÊ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÂÏÒ ÍÅÖÄÕ ÌÅ×ÏÊ{ÐÒÁ×ÏÊ
É ×ÅÒÈÎÅÊ{ÎÉÖÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ), ÎÁÌÏÖÉÍ ÄÉÁ-
ÍÁÎÔ É ÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ É ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÏÂÁ ÄÉÁÍÁÎÔÁ
ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ (ÕÓÌÏ×ÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ) ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÒÅÚ
ÐÒÏÈÏÄÉÌ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÄÏÍÉÎÏÛÅË × ÏÂÏÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏÂßÅÄÉ-
ÎÉÍ ÎÉÖÎÀÀ ÞÁÓÔØ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ Ó ×ÅÒÈÎÅÊ ÞÁÓÔØÀ ÍÁÌÅÎØËÏÇÏ (ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ) É ×ÅÒÈÎÀÀ ÞÁÓÔØ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ Ó ÎÉÖÎÅÊ
ÞÁÓÔØÀ ÍÁÌÅÎØËÏÇÏ (ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ).

×

× ×

×

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÄÅÔÁÌÑÍ, ÎÕ ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ Ë ÄÅÔÁÌÑÍ, ËÏÎÅÞÎÏ, Á Ë ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÑÍ.
äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÏ-
ÍÕ ÔÉÐÕ, Ô. Å. Ó×ÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ, Á ÓÌÅ×Á É ÓÐÒÁ×Á |

×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏ-
ÎÅ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÕÀ ËÌÅÔËÕ, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ
ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÎÅÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ ÇÏÒÉÚÏÎ-
ÔÁÌØÎÏ, Á ÐÏ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ | ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ. îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÜÔÉ
ËÌÅÔËÉ ÐÏÍÅÞÅÎÙ ËÒÅÓÔÉËÁÍÉ.

ðÕÓÔØ K1 | ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÈ ËÌÅÔÏË. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÃÅ-
ÐÏÞËÕ ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ Ó ËÌÅÔËÉ K1. üÔÁ ÃÅÐÏÞËÁ

ËÌÅÔÏË ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ, ËÏÇÄÁ × ÎÅÊ ×ÓÔÒÅÔÉÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÁÑ ËÌÅÔËÁ, ÓËÁ-
ÖÅÍ, Km. ëÌÅÔËÉ K1 É Km ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏ-
ÎÁÈ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓ-
ËÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÃÅÐÏÞËÕ ËÌÅÔÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÉÅ
ËÌÅÔËÉ ÎÁ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏ-
ÓÔÉ ÜÔÏ ÌÅ×ÁÑ É ÐÒÁ×ÁÑ ÎÉÖÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. ôÏÇÄÁ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎÉÃÁ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÌÅÔÏË ÅÓÔØ ÌÏÍÁÎÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÒÁÓÓÅËÁÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÊ
ÄÏÍÉÎÏÛËÉ × ÏÂÏÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÌÉÔ ÍÁÌÙÊ ÄÉÁÍÁÎÔ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ.
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òÁÚÒÅÚÏÍ ÍÁÌÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÌÅÖÁÝÕÀ ×ÎÕÔÒÉ ÍÁÌÏÇÏ
ÄÉÁÍÁÎÔÁ.

K1

K2 K3

K4 K5

K6

K7 K8

K9

K10K11

K12
•

•

K1

K2 K3

K4 K5

K6

K7 K8

K9

K10K11

K12
•

•

õÂÅÒÅÍ ÉÚ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÓÁÍÕÀ ÌÅ×ÕÀ É ÓÁÍÕÀ ÐÒÁ×ÕÀ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ. äÏÐÏÌ-
ÎÉÍ ÒÁÚÒÅÚ ÍÁÌÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÇÒÁÎÉÃÙ ÍÁÌÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎ-
ÔÁ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÒÁÚÒÅÚ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï.

• • • •

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÜÔÉÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÒÁÚÒÅÚÁ
ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ÉÄÕÝÅÇÏ Ó×ÅÒÈÕ ×ÎÉÚ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÏÊ ÒÁÚÒÅÚ ÐÅÒÅÓÅËÁÌ ÂÙ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ËÌÅÔÏË Ki É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÒÅÚÁÌ ÂÙ ÄÏÍÉÎÏÛËÕ × ÏÄ-
ÎÏÍ ÉÚ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÚÒÅÚÏ×, ÉÄÕÝÉÈ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï, ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ. äÌÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ×ÙÂÅÒÅÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÓÁÍÙÊ ÎÉÚ-
ËÉÊ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÏÂÁ ÄÉÁÍÁÎÔÁ É ÐÏÍÅÎÑÔØ ÏÔÒÅÚÁÎÎÙÅ ÎÉÖÎÉÅ
ÞÁÓÔÉ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ×ÅÒÈÎÅÇÏ É ÎÉÖÎÅÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÏ×.

+ = +

éÔÁË, ÍÙ ÏÐÉÓÁÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B. ïÞÅ×ÉÄ-
ÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÒÁÚÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÒÁÚÎÙÅ
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ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B. ïÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅÔÒÕÄÎÏ
ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ, ËÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ïÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË. äÌÑ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÏÊ ÐÁÒÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ, ÓËÁÖÅÍ, ÌÅ×ÏÇÏ É ÐÒÁ×ÏÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏ× ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÍÁÌÙÊ ÄÉÁÍÁÎÔ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ.

åÓÌÉ Ë ÎÉÖÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÁ ÐÒÉÌÅÇÁÅÔ ÂÌÏË , ÍÙ ÉÍÅ-
ÅÍ ÄÅÌÏ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ, ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë ÓÌÕÞÁÀ (8). åÓÌÉ ÖÅ ÔÁËÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÎÅÔ, ÎÁÞÎÅÍ
ÓÔÒÏÉÔØ ÃÅÐÏÞËÕ ËÌÅÔÏË, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÃÅÐÏÞËÅ Ki. ðÅÒ×ÙÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÂÕÄÅÍ
ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÉÖÎÅÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ, ×ÔÏÒÙÍ | ×ÅÒÈÎÅÇÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚ-
ÄÅÌÑÀÝÉÅ ËÌÅÔËÉ, ÐÒÉÌÅÇÁÀÝÉÅ Ë ÎÉÖÎÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÎÉÖÎÅÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ (ÅÓÌÉ
×ÓÅ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ, ÐÒÉÌÅÇÁÀÝÉÅ Ë ÎÉÖÎÅÍÕ ËÒÁÀ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏ,
ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÊ ÎÁÚÎÁÞÉÍ ×ÅÒÈÎÀÀ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÌÅÔÏË × ÓÁÍÏÍ ÌÅ×ÏÍ É × ÓÁÍÏÍ ÐÒÁ-
×ÏÍ ÒÑÄÕ), ÐÕÓÔØ K1 | ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÁÑ ËÌÅÔËÁ ÎÁ ÌÅ×ÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ, É ÐÕÓÔØ
ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÞÅÒÎÏÇÏ Ã×ÅÔÁ (ÐÒÉ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ). ãÅÐÏÞËÁ ËÌÅÔÏË Ó ÎÁÞÁÌÏÍ
K1 ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÍÙ ÏËÁÖÅÍÓÑ ×ÎÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ
É ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÏ×, ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ËÌÅÔËÁ × ÜÔÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ ÂÕÄÅÔ �×ÔÏÒÏÊ�
ËÌÅÔËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ. åÓÌÉ ÜÔÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÁ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÔÏ
ÅÅ ×ÔÏÒÁÑ ËÌÅÔËÁ ÞÅÒÎÁÑ, É ÚÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏ-
ÎÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÄÉÁÍÁÎÔÏ×. üÔÏÇÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÌÁÓÔØ ÓÎÉÚÕ ÏÔ
ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÃÅÐÏÞËÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË, ÈÏÔÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÂÉ-
ÔÁ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ ÐÅÒ×ÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÜÔÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÁ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ É ÐÒÉ×ÅÌÁ ÏÎÁ ÎÁÓ ÎÁ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÕÀ ËÌÅÔËÕ ÐÒÁ×ÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
ÞÔÏ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. äÁÌØÛÅ ÒÅÖÅÍ, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÍ É ÇÏÔÏ×Ï. ìÅÍÍÁ
ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ 10 ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÓÔÏÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÏÂÏÂÝÁÀÝÅÇÏ ÌÅÍÍÕ 9, Ï ÐÉÒÁÍÉÄÅ ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ
ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÏËÔÁÜÄÒÁ, É Ó×ÑÚÉ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÁÃÔÅË-
ÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ (ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÜÆÆÅËÔ ÌÏÒÁÎÏ×ÏÓÔÉ, ÓÍ. [11], [7]). åÝÅ ÏÄÎÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÁÃÔÅËÓËÏÍ ÄÉÁÍÁÎÔÅ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ
ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÓÕÍÍ É ÏÓÔÒÏÕÍÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ × [12].

5. ðÏÄÓÞÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ
ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ËÏÌÉÞÅ-

ÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ [3]. îÁÍ ×ÓÅ-ÔÁËÉ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÐÅÒÅÊ-
ÔÉ ÎÁ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÑÚÙË ÇÒÁÆÏ× É ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÙÈ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ. ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÇÒÁÆ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÁ ÒÉÓ. 6Â, Ó. 140 (ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ
ÒÁÓËÒÁÓËÁ ×ÅÒÛÉÎ É ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÒÅÂÅÒ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÐÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁ ÜÔÏÍ ÒÉÓÕÎ-
ËÅ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÐÏÄÓÞÅÔÅ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÓÕÍÍ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÄÌÑ
ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ðÕÓÔØ × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÄÌÑ
ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ | �×ÅÓ�. ÷Å-
ÓÏÍ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÇÏ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÅÓÏ× ×ÓÅÈ ×ÈÏÄÑÝÉÈ ×
ÎÅÇÏ ÒÅÂÅÒ. óÕÍÍÕ ×ÅÓÏ× ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ
ÒÁÎÇÁ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Wn É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÐÁÒÏÓÏÞÅ-
ÔÁÎÉÊ.
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îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ×ÅÓÁ ÒÁ×ÎÙ 1, ÔÏ Wn = Tn. á ÅÓÌÉ ×ÅÓ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÒÅÂÒÁ
ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÜÔÏ ËÁË ÚÁÐÒÅÔ ÎÁ ÕÞÁÓÔÉÅ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ
× ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÈ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 É ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (3) ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ÏÂÏÂÝÁ-
ÀÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ×Ú×ÅÛÅÎÎÙÈ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ ÄÁÎ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÒÁÎÇÁ n.
áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 3 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÈÎÉÊ, ÎÉÖÎÉÊ, ÌÅ×ÙÊ, ÐÒÁ×ÙÊ É ÃÅÎ-
ÔÒÁÌØÎÙÊ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ Wu, Wd, W`, Wr, Wc
×Ú×ÅÛÅÎÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÐÏÄÄÉÁÍÁÎÔÏ×. ðÕÓÔØ u, d, `, r |
×ÅÓÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÁÍÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ, ÓÁÍÏÇÏ ÎÉÖÎÅÇÏ, ÓÁÍÏÇÏ ÌÅ×ÏÇÏ, ÓÁÍÏÇÏ
ÐÒÁ×ÏÇÏ ÒÅÂÒÁ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÇÒÁÆÅ. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ.

WnWc = ` · r ·Wu ·Wd + u · d ·W` ·Wr : (9)
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-

ÓÔ×Õ ÔÅÏÒÅÍÙ 4, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÐÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÞÁÓÔÅÊ × ÂÉÅËÃÉÉ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 10
ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅÓÏ× ÄÏÍÉÎÏÛÅË, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÜÔÉ ÞÁÓÔÉ.

âÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÓÁ ÒÅÂÅÒ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1.
ôÏÇÄÁ ÐÏÄÓÞÅÔ ×Ú×ÅÛÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÁÃÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÍÏÖÎÏ
ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÚÁËÒÁÛÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ËÌÅÔËÉ
ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ×ÅÓÏ× ÅÅ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ ÒÅÂÅÒ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ
ÒÅÂÅÒ.

ðÏ×ÅÒÎÅÍ ÄÉÁÍÁÎÔ ÎÁ 45◦ É ÚÁÐÉÛÅÍ ×ÓÅ ÐÏÄÓÞÉÔÁÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ ÍÁÔÒÉÃÙ
n × n, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ A(n). ÷×ÅÄÅÍ ÔÁËÖÅ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ A(n+1), Õ
ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁ×ÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ. äÁÌØÛÅ ×ÙÞÉÓÌÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÍÁÔ-
ÒÉÃÙ A(n−1), . . . , A(1) ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ. íÁÔÒÉÃÁ A(k) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ k×k
É ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÍÁÔÒÉÃÁÍ A(k+1) É A(k+2) ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ

A(k)
ij =

A(k+1)
i j A(k+1)

i+1 j+1 +A(k+1)
i+1 j A

(k+1)
i j+1

A(k+2)
i+1 j+1

:

ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ A(1) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÁÑ ×Ú×Å-
ÛÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÐÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÑ (9) ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÄÏÓËÕ. ðÏÍÅÓÔÉÍ ÅÅ × ÁÃÔÅËÓËÉÊ ÄÉÁÍÁÎÔ,
ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÄÏÓËÉ ÄÏ ×ÓÅÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÚÁÍÏÓÔÉÔØ
ÄÏÍÉÎÏ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÚÁÍÏÝÅÎÉÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÆÉÇÕÒÙ. ÷ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÁÃ-
ÔÅËÓËÏÇÏ ÄÉÁÍÁÎÔÁ Ò£ÂÒÁÍ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÇÒÁÆÕ ÄÏÓËÉ, ÓÏÐÏ-
ÓÔÁ×ÉÍ ×ÅÓ 1. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÅÓ 1 Ò£ÂÒÁÍ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÉÍ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ
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ÉÚ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÏÓËÉ. ÷ÓÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ Ò£ÂÒÁÍ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ×ÅÓ 0. ÷ÙÐÏÌÎÉ× ÏÐÉ-
ÓÁÎÎÕÀ ×ÙÛÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÄÏÓËÉ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏÛËÉ.
åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, | ÜÔÏ
ÞÔÏÂÙ �×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ� ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A(n) ÂÙÌÉ ÎÅ ÒÁ×ÎÙ 0. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 4× 5 ÐÏÌÕÞÁÅÍ

→ → →

→




0 1 1 0
1 2 2 1
2 2 2 1
1 2 1 0


 →




1 4 1
6 8 4
6 6 1


 →

(
16 12
42 16

)
→ 95 :

6. åÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÁÃÔÅËÓËÏÍ
ÄÉÁÍÁÎÔÅ

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÍÙ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÄÉÁÍÁÎÔÅ1),
ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ÏÓÔÒÏÕÍÎÏÊ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁÄÅÖÄÕ ÎÁÊ-
ÔÉ �ÓÏ×ÓÅÍ ÕÖ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ� ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ [14] ÐÏÈÏÖÁÑ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ
ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ ÄÏÓËÁÍ.

éÚ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ (n+ 1)× (n+ 1) ×ÙÒÅÚÁÎÁ ËÌÅÔËÁ a1. îÁ ×ÓÅÈ
ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ a ÓÔÏÑÔ �ÈÒÏÍÙÅ� ÛÁÈÍÁÔÎÙÅ ËÏÒÏ-
ÌÉ. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÈÒÏÍÏÊ ËÏÒÏÌØ ÍÏÖÅÔ ÓÄ×ÉÎÕÔØÓÑ ×ÐÒÁ×Ï, ×ÎÉÚ ÉÌÉ
×ÐÒÁ×Ï-×ÎÉÚ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ 2n(n+1)=2 ÎÅÐÅÒÅÓÅ-
ËÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁÂÏÒÏ× ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, Ä×ÉÇÁÑÓØ ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ, ×ÓÅ n ËÏÒÏÌÅÊ
ÍÏÇÕÔ ÐÅÒÅÊÔÉ ÎÁ ËÌÅÔËÉ ÎÉÖÎÅÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ (ÐÏÒÑÄÏË ÈÏÄÏ× ÎÅÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÅÎÅÎ, ×ÁÖÅÎ ÔÏÌØËÏ ×ÉÄ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ).

îÁÍÅË ÎÁ ÔÏ, ËÁË ÜÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÄÉÁÍÁÎÔÁÍ, ÐÒÉ×ÅÄ£Î ÎÁ ËÁÒÔÉÎËÅ.

äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÍÁÒÛÒÕÔÏ× ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÁÒÌÉÎÁ { íÁË-çÒÅÇÏÒÁ { ìÉÎÄÓÔÒÏÍÁ (ÓÍ. [4]).

1)ðÏËÁ ÓÔÁÔØÑ ÇÏÔÏ×ÉÌÁÓØ Ë ÐÅÞÁÔÉ, × ÓÅÔÉ ÐÏÑ×ÉÌÏÓØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÓÍ. Sen-
Peng Eu, Tung Shan Fu. A simple proof of Aztec diamond theorem.
http://www.arxiv.org/math.CO/0412041.
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ôÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÉÍÅÀÝÉÊ n ×ÈÏ-
ÄÏ× É n ×ÙÈÏÄÏ×, ÐÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n, ÐÒÉÞÅÍ × ÌÀÂÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÉÚ
n ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, ×ÅÄÕÝÉÈ ÏÔ ×ÈÏÄÏ× Ë ×ÙÈÏÄÁÍ, ËÁÖÄÙÊ ÍÁÒÛ-
ÒÕÔ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔ ×ÈÏÄ É ×ÙÈÏÄ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÎÏÍÅÒÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Akm
ÞÉÓÌÏ ÐÕÔÅÊ, ×ÅÄÕÝÉÈ ÏÔ k-ÇÏ ×ÈÏÄÁ Ë m-ÍÕ ×ÙÈÏÄÕ. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ n
ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, ×ÅÄÕÝÉÈ ÏÔ ×ÈÏÄÏ× Ë ×ÙÈÏÄÁÍ, ÒÁ×ÎÏ detA.

÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÕÀ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ËÏÒÏÌÅÊ. çÒÁÆ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅ-
ÍÅÝÅÎÉÊ ËÏÒÏÌÅÊ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎ ÎÉÖÅ. íÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ
ËÌÅÔËÅ ÄÏÓËÉ ÔÁËÖÅ ÓÔÏÉÔ ËÏÒÏÌØ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ ÎÕÖÎÏ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ. ôÏÇÄÁ
ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃÙ A(n) = (Akm) (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÃÁ (n+ 1)× (n+ 1))
ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ, ÓÈÏÄÎÏÍÕ Ó ÐÒÁ×ÉÌÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ
ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ:

Akm = Ak−1m +Akm−1 +Ak−1m−1 :
ôÁË, ÄÌÑ ÄÏÓËÉ 5× 5 ÉÍÅÅÍ

A(5) =




1 1 1 1 1
1 3 5 7 9
1 5 13 25 41
1 7 25 63 129
1 9 41 129 321




úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÍÁÒÛÒÕÔÏ× ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÐÑÔØ ÕÂÅ-
ÒÅÍ ÕÇÌÏ×ÏÇÏ ËÏÒÏÌÑ É ÚÁÐÒÅÔÉÍ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ËÏÒÏÌÅÊ ×ÄÏÌØ ÐÅÒ×ÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ É
×ÄÏÌØ ÐÅÒ×ÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ B(n), ÏÐÉÓÙ×ÁÀÝÕÀ Ä×ÉÖÅÎÉÅ
ËÏÒÏÌÅÊ × ÜÔÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ.

B(5) =




2 2 2 2
2 6 10 14
2 10 26 50
2 14 50 126




ëÁË ×ÉÄÉÍ, B(5) = 2A(4).
ìÅÍÍÁ 11. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ bpq | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÐÏÓÏÂÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÈÒÏÍÏÊ ËÏ-

ÒÏÌØ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÊÔÉ Ó ËÌÅÔËÉ (1; p) ÎÁ ËÌÅÔËÕ (q; 1), ÎÅ ÚÁÈÏÄÑ ÐÏ ÐÕÔÉ ÎÁ ÎÉÖ-
ÎÉÅ p− 1 ËÌÅÔÏË ÐÅÒ×ÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ

(
Ô. Å. ÎÁ ËÌÅÔËÉ (1; 1), (1; 2), . . . , (1; p− 1)

)
É ÎÁ ÌÅ×ÙÅ q − 1 ËÌÅÔÏË ÐÅÒ×ÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ; Á ÞÅÒÅÚ apq | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ
ÓÐÏÓÏÂÏ×, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÈÒÏÍÏÊ ËÏÒÏÌØ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÊÔÉ Ó ËÌÅÔËÉ (1; p) ÎÁ ËÌÅÔËÕ
(q; 1). ôÏÇÄÁ

bpq = 2ap−1 q−1 :
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÒÛÒÕÔÙ ËÏÒÏÌÑ ÎÁ ÄÏÓËÅ p × q ÉÚ ÌÅ×ÏÇÏ

×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ × ÐÒÁ×ÙÊ ÎÉÖÎÉÊ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÎÅ ÚÁÈÏÄÉÔ ÎÁ ÐÅÒ×ÕÀ ×ÅÒÔÉËÁÌØ
É ÐÅÒ×ÕÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ. åÓÌÉ ÐÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ ËÏÒÏÌÑ | ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ, ÔÏ ËÏÒÏÌØ
ÍÏÖÅÔ ap−1 q−1 ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ Ë ËÌÅÔËÅ ÎÁÄ ÐÒÁ×ÙÍ ÎÉÖÎÉÍ ÕÇÌÏÍ É ÄÁÌÅÅ
ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ ×ÎÉÚ. åÓÌÉ ÖÅ ÐÅÒ×ÙÊ ÈÏÄ | ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ, ÔÏ É ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ËÏÒÏÌØ
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ÉÍÅÅÔ ap−1 q−1 ×ÁÒÉÁÎÔÏ× Ä×ÉÖÅÎÉÑ Ë ÐÒÁ×ÏÍÕ ÎÉÖÎÅÍÕ ÕÇÌÕ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ,
ÐÒÁ×ÄÁ, ÐÒÉ×ÏÄÑÔ ÅÇÏ ÎÁ ÐÅÒ×ÕÀ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ (É Õ ÜÔÉÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ× ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÈÏÄ
ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ) | ÔÁË ÉÚÍÅÎÉÍ ÜÔÉ ÍÁÒÛÒÕÔÙ, ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕ× ×ÓÀ ÉÈ ÓÒÅÄÎÀÀ
ÞÁÓÔØ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ ××ÅÒÈ É ÚÁÍÅÎÉ× ÓÁÍÙÊ ÐÅÒ×ÙÊ (ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ) ÈÏÄ ÎÁ
ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ, Á ÓÁÍÙÊ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ (ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ) ÈÏÄ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ.
îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÉÅËÃÉÑ. ¤

þÉÓÌÁ apq, bpq | ÜÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃ A(n), B(n). éÚ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕ-
ÅÔ, ÞÔÏ B(n) = 2A(n−1). á ÔÁË ËÁË ×ÅÌÉÞÉÎÙ detB(n) É detA(n) ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÏÄÎÏ É
ÔÏ ÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÍÁÒÛÒÕÔÏ×, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

detA(n) = 2n · detA(n−1) ;
ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÄÉÁÍÁÎÔÅ.

óÐÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ
[1] âÅÒÌÏ× ó. ì., é×ÁÎÏ× ó. ÷., ëÏÈÁÓØ ë. ð. ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ

ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ. óðÂ: ìÁÎØ, 2003. úÁÄÁÞÁ 97.109.
[2] ëÁÒÐÏ× ä. ÷. ï ÞÅÔÎÏÓÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ 1× 2.

îÅ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ. 1997.
[3] Bass T., Charles K.

http://www.math.wisc.edu/~propp/reach/charles/octagon.pdf
[4] Benjamin A. T., Cameron N. T. Counting on determinants.

www.math.hmc.edu/ benjamin/papers/determinants.pdf
[5] Ciucu M. Enumeration of perfect matchings in graphs with re
ective symmetry //

J. Combin. Theory Ser. A. V. 77. 1997. No. 1. P. 67{97.
[6] Elkies N., Kuperbeg G., Larsen M., Propp J. Alternating sign matrices and domi-

no tilings // J. of Comb. 1992. V. 1. P. 111-132.
[7] Fomin S., Zelevinsky A. The Laurent Phenomenon.

http://www.arxiv.org/math.CO/0104241
[8] John P., Sachs P., Zarnitz H. Domino covers in square chessboards // Zastosowa-

nia Matematyki (Applicationes Mathematicae) XIX, 3{4, 1987. P. 635{641.
[9] Kuo E. Application of graphical condensation for enumerating matchings // Teo-

ret. Comp. Sci. V. 319. 2004. P. 29{57.
http://www.arxiv.org/math.CO/0304090.

[10] Pachter L. Combinatorial approaches and conjectures for 2-disibility problems
concerning domino tilings of polyminoes // Electron. J. Combin. V. 4. 1997.
R29.

[11] Propp J. Frieze-ing and condensation.
http://www.math.wisc.edu/~propp/bilinear/domino



òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÄÏÍÉÎÏ 163

[12] Propp J. Generalized domino shu�ing .
http://www.arxiv.org/math.CO/0111034

[13] Propp J., Stanley R. Domino tilings with barriers // J. Combin. Theory Ser. A.
V. 87, No.2 347{356 (1999).
http://www.arxiv.org/math.CO/9801067

[14] Strehl V. Counting domino tilings of rectangles via Resultants // Advances in
Appl. Math. 2001. Vol. 27. No. 2{3. P. 597{626.

ë. ð. ëÏÈÁÓØ, ÍÁÔÍÅÈ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÁ


