
104

ôÏÖÄÅÓÔ×Á òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ
÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×

÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ Ï Ä×ÕÈ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÈ òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ
(1887{1920)
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ðÒÉ ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÙ × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÓÌÅÄÕÅÍ ÓÔÁÔØÅ [1]. ëÌÀÞÅ×ÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×
ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å | ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÕÞÁÓÔ×ÕÀÝÉÅ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÁÈ òÁÍÁÎÕÄÖÁ-
ÎÁ ËÏÓÉÎÕÓÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. üÔÏÔ ÆÁËÔ
ÔÅÓÎÏ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ þÅÂÙÛ£×Á.

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛ£×Á ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ,
ÞÔÏ cosn' ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ cos', Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎ Tn(x), ÞÔÏ Tn(x) = cosn' ÐÒÉ x = cos'. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÆÏÒÍÕÌÁ

cos(n+ 1)'+ cos(n− 1)' = 2 cos' cosn'
ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x):
íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Tn(x), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÜÔÉÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ É ÎÁÞÁÌØ-
ÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ T0(x) = 1 É T1(x) = x, ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÕÖÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. üÔÉ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÙ Tn(x) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ þÅÂÙÛ£×Á.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ þÅÂÙÛ£×Á Tn(x) ÐÒÉ n 6 5. îÅÓÌÏÖÎÙÅ ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ T1(x) = x, T2(x) = 2x2 − 1, T3(x) = 4x3 − 3x,
T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1, T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x. îÁÛ ÉÎÔÅÒÅÓ Ë ÎÉÍ ×ÙÚ×ÁÎ
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. Á) ðÕÓÔØ n = 2k + 1. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ cos (2l�=n) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ
ÃÅÌÏÇÏ l Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Tk+1(x)− Tk(x).

Â) ðÕÓÔØ n = 2k. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ cos (2l�=n) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ l Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒ-
ÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Tk+1(x)− Tk−1(x).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) ðÕÓÔØ n = 2k + 1 É ' = 2l�=n. ôÏÇÄÁ
Tk+1(cos')− Tk(cos') = cos(k + 1)'− cos k':

ðÒÉ ÜÔÏÍ (k + 1)'+ k' = (2k + 1)' = 2l�. úÎÁÞÉÔ, cos(k + 1)' = cos k'.
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Â) ðÕÓÔØ n = 2k É ' = 2l�=n. ôÏÇÄÁ
Tk+1(cos')− Tk−1(cos') = cos(k + 1)'− cos(k − 1)':

ðÒÉ ÜÔÏÍ (k + 1)'+ (k − 1)' = 2k' = 2l�. úÎÁÞÉÔ, cos(k + 1)' = cos(k − 1)'.
÷ÙÞÉÓÌÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Tk+1(x) − Tk(x) ÐÒÉ k 6 4. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ

T2−T1 = 2x2−x−1, T3−T2 = 4x3−2x2−3x+1, T4−T3 = 8x4−4x3−8x2 +3x+1,
T5 − T4 = 16x5 − 8x4 − 20x3 + 8x2 + 5x − 1. ïÓÎÏ×Ù×ÁÑÓØ ÎÁ ÜÔÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑÈ,
ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. Á) þÉÓÌÁ cos 2�
5 É cos 4�

5 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
4x2 + 2x− 1.

Â) þÉÓÌÁ cos 2�
7 , cos 4�

7 É cos 6�
7 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 8x3 + 4x2 −

− 4x− 1.
×) þÉÓÌÁ cos 2�

9 , cos 4�
9 É cos 8�

9 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 8x3 − 6x+ 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. Á) óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 1 ÞÉÓÌÁ cos 0 = 1, cos 2�
5 É

cos 4�
5 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T3 − T2. ðÏÄÅÌÉ× ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ x− 1,

ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.
Â) þÉÓÌÁ 1, cos 2�

7 , cos 4�
7 É cos 6�

7 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ T4 − T3.
ðÏÄÅÌÉ× ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ x− 1, ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

×) þÉÓÌÁ 1, cos 2�
9 , cos 4�

9 , cos 6�
9 = −1

2 É cos 8�
9 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÁ T5 − T4. ðÏÄÅÌÉ× ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁ (2x+ 1)(x− 1) = 2x2 − x− 1, ÐÏÌÕÞÉÍ
ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×, ÏÔÎÏÓÑÝÉ-
ÅÓÑ Ë ÓÕÍÍÅ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÎÕÌÅÊ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ x1, x2 É x3 | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3 + a1x2 + a2x+
+ a3 = 0. ôÏÇÄÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÌÑ y = ( 3

√x1 + 3
√x2 + 3

√x3)3 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

y3 + 3(a1 + 6 3
√a3)y2 + 3(a2

1 + 3a1 3
√a3 + 9 3

√
a2

3 − 9a2)y + (a1 − 3 3
√a3)3 = 0:

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÕÂÉ-
ÞÅÓËÉÈ ËÏÒÎÅÊ 3

√x1, 3
√x2, 3

√x3 É, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 3
√x1x2 = 3

√x1 · 3
√x2 ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÆÉË-

ÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÒÑÄÕ Ó y ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ
z = 3

√x1x2 + 3
√x1x3 + 3

√x2x3 . ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ
(b1 + b2 + b3)3 = b31 + b32 + b33 + 3(b1 + b2 + b3)(b1b2 + b1b3 + b2b3)− 3b1b2b3;

ÞÔÏÂÙ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ y É z:
y = x1 + x2 + x3 + 3 3

√yz − 3 3
√x1x2x3 = −a1 + 3 3

√yz − 3 3
√a3 ;

z = x1x2 + x1x3 + x2x3 + 3 3
√yz 3

√x1x2x3 − 3 3
√

(x1x2x3)2 =
= a2 − 3 3

√yz 3
√a3 − 3 3

√
a2

3 :
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äÏÍÎÏÖÉÍ ÐÅÒ×ÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÁ 3
√a3 É ÓÌÏÖÉÍ ÅÇÏ ÓÏ ×ÔÏÒÙÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ. ÷

ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ z = a2 − (y + a1) 3
√a3 . ðÏÄÓÔÁ×É× ÜÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÐÅÒ×ÏÅ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï, ÐÏÌÕÞÉÍ

y + a1 − 3 3
√a3 = 3 3

√
y
(
a2 − (y + a1) 3

√a3
)
:

÷ÏÚ×ÏÄÑ ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ËÕÂ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ 3
√a3. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ 9 ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ y = ( 3

√x1 +
+ 3
√x2 + 3

√x3)3, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ x1, x2 É x3.
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. åÓÌÉ a2

1 = a2, ÔÏ ËÏÒÎÉ ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
x3 + 3a1x2 + 3a2x+ a3 = 0

×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ x = 3
√
a3

1 − a3 − a1.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÄÅÌÁÅÍ ÚÁÍÅÎÕ x = y − a1. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ
y3 + 3(a2 − a2

1)y + 2a2
1 − 3a1a2 + a3 = 0:

ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ a2
1 = a2 ÐÏÌÕÞÁÅÍ y3 = a3

1 − a3, Ô. Å. y = 3
√
a3

1 − a3 . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
x = 3

√
a3

1 − a3 − a1. úÄÅÓØ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ
ÔÒÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ
ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. Á) ðÕÓÔØ x1, x2 É x3 | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3+1
2x

2−1
2x−

1
8 .

ôÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ y = ( 3
√x1 + 3

√x2 + 3
√x3)3 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 4.
Â) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3−3

4x+1
8 .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ x1, x2 É x3 | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3+A1x2+A2x+A3,
ÔÏ ÄÌÑ y = ( 3

√x1 + 3
√x2 + 3

√x3)3 ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ y3 + 3a1y2 + 3a2y + a3 = 0,
ÇÄÅ a1 = A1 + 6 3√A3, a2 = A2

1 + 3A1
3√A3 + 9 3

√
A2

3 − 9A2 É a3 = (A1 − 3 3√A3)3

(ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3). óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 4 ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ a2
1 = a2, Ô. Å. 3 3

√
A2

3+
+A1

3√A3 +A2 = 0. äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÜÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ.
ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ
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îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ cos 2�
7 , cos 4�

7 É cos 8�
7 | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3 + 1

2x
2− 1

2x−
1
8 ,

Á cos 2�
9 , cos 4�

9 É cos 8�
9 | ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x3 − 3

4x + 1
8 (ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2).

ðÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÈ ËÕÂÉÞÅÓËÉÈ ËÏÒÎÅÊ ÒÁ×ÎÙ ËÕÂÉÞÅÓËÉÍ
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ËÏÒÎÑÍ ÉÚ 3
√
a3

1 − a3−a1. äÌÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ a1 = A1 +6 3√A3 = 1
2 +

+ 6 3

√
−1

8 = −5
2 É a3 = (A1 − 3 3√A3)3 =

(
1
2 − 3 3

√
−1

8

)3
= 8, ÐÏÜÔÏÍÕ 3

√
a3

1 − a3 −

− a1 = − 3√189 + 5
2 = 5− 3 3√7

2 . äÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ a1 = 3 É a3 =
(
−3

2
)3

=

= −27
8 , ÐÏÜÔÏÍÕ 3

√
a3

1 − a3 − a1 = 3

√
27 + 27

8 − 3 = 3 3√9− 6
2 .
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