
86

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ
Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍÉ

ì. ä. ðÕÓÔÙÌØÎÉËÏ×∗

÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (ÏÂÏÂÝÁÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÕ
çÅÒÏÎÁ) É ÄÁÀÔÓÑ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Ë ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍ.

1. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ çÅÒÏÎÁ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ Ó ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y) É

ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÉ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁ ÐÏÌÕ-
ÏÓÉ:

f(z) =
√

(x1 − z)2 + y2
1 +

√
(x2 − z)2 + y2

2 + kz → min; z > 0; (k > 0): (1)

ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ yi > 0. úÁÄÁÞÁ (1) ÎÁ ×ÓÅÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÉ k = 0 ÉÚ×ÅÓÔÎÁ, ËÁË
ÚÁÄÁÞÁ çÅÒÏÎÁ.

òÅÛÅÎÉÅ ẑ ÚÁÄÁÞÉ (1) ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÉÂÏ f(z) → ∞ ÐÒÉ
z →∞) É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ (× ÓÉÌÕ ÓÔÒÏÇÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ f). éÚ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ
ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ẑ = 0, ÔÏ f ′(0) >
> 0, Á ÅÓÌÉ ẑ > 0, ÔÏ f ′(0) = 0. ÷ ÓÉÌÕ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ, ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ

k > x1q
x2

1 + y2
1

+ x2q
x2

2 + y2
2

= cos'1 + cos'2; (2)

ÔÏ ẑ = 0, ÅÓÌÉ ÖÅ
k < x1q

x2
1 + y2

1
+ x2q

x2
2 + y2

2
= cos'1 + cos'2; (3)

ÔÏ ẑ > 0, É ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

k = x1 − zq
(z − x1)2 + y2

1
+ x2 − zq

(z − x2)2 + y2
2

= cos 2(z)− cos 1(z): (4)

÷ (2) É (3) 'i ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÌÑÒÎÙÊ ÕÇÏÌ ÔÏÞËÉ (xi; yi) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÄÅËÁÒ-
ÔÏ×ÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ xi; yi; ÕÇÌÙ  i ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 4, Ó. 90.
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òÉÓ. 1.

åÓÌÉ k > 2, ÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) É ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ẑ = 0.

ðÕÓÔØ 0 < k < 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÓÅËÔÏÒ Q Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÔÏÞËÅ O,
ÉÍÅÀÝÉÊ ÕÇÏÌ 
, cos 
 = k=2, ÏÄÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ ÐÏÌÕÏÓØ
x > 0, y = 0, Á ÄÒÕÇÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÎÔÁ x > 0, y > 0 (ÒÉÓ. 1).

÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞÅË (x1; y1) É (x2; y2) ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÓÅËÔÏÒÁ Q.

1. ôÏÞËÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ×ÎÕÔÒÉ ÉÌÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÓÅËÔÏÒÁ Q, ÐÒÉÞÅÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ
ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅËÔÏÒÁ. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3), ÔÁË ËÁË cos'i > k=2,
ÐÒÉÞÅÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | ÓÔÒÏÇÏÅ.

2. ôÏÞËÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ×ÎÅ ÉÌÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÓÅËÔÏÒÁ Q. ôÏÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ.

3. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅËÔÏÒÁ, Á ÄÒÕÇÁÑ | ×ÎÅ ÓÅËÔÏÒÁ, ÔÏ ÍÏÖÅÔ
×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (2), (3).

2. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ çÅÒÏÎÁ
îÁÐÏÍÎÉÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÒÅËÕ. îÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÓÔ

ÞÅÒÅÚ ÒÅËÕ Ó ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÂÅÒÅÇÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÕÔØ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A É B,
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÒÅËÉ, ÂÙÌ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ. íÏÓÔ ÎÕÖÎÏ ÒÁÓ-
ÐÏÌÏÖÉÔØ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÂÅÒÅÇÁÍ. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÒÅËÕ ÐÏ-
ÌÕÞÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 2.

A

B

òÉÓ. 2.
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òÉÓ. 3.

ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÒÅËÕ Ó ÎÅÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÂÅÒÅÇÁÍÉ ÐÏ-
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ çÅÒÏÎÁ.

ðÕÓÔØ ÒÅËÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÌÏÓËÉÊ ÕÇÏÌ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ �, Á ÍÏÓÔ ÎÕÖÎÏ
ÓÔÒÏÉÔØ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ m ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ (ÒÉÓ. 3). ÷×ÅÄÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁ-
ÔÙ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 3: ÏÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ ÎÁÐÒÁ×ÉÍ ×ÄÏÌØ ÏÄÎÏÇÏ ÂÅÒÅÇÁ ÒÅËÉ, ÒÅËÁ
ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÌÅÖÉÔ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ y 6 0. ôÏÞËÉ (x1; y1) É (x3; y3), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ
ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÕÔÅÍ, ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÒÅËÉ. ôÏÞËÁ (x2; y2) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ
ÔÏÞËÅ (x3; y3) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÁ �.

åÓÌÉ ËÏÎÅÃ ÍÏÓÔÁ ÎÁ ÂÅÒÅÇÕ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÍ ÐÏ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ, ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ
(z; 0), ÔÏ ÄÌÉÎÁ ÍÏÓÔÁ ÒÁ×ÎÁ 2z sin(�=2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ k = 2 sin(�=2). ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
ÏÔ×ÅÔ × ÚÁÄÁÞÅ Ï ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÞÅÒÅÚ ÒÅËÕ ÉÚ ÔÏÞËÉ (x1; y1) × ÔÏÞËÕ (x3; y3) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ
ÉÚ ÏÔ×ÅÔÁ × ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ çÅÒÏÎÁ ÄÌÑ ÔÏÞÅË (x1; y1) É (x2; y2) (ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,
ÞÔÏ ÐÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × (1) | ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ (x1; y1) É (z; 0), (z; 0)
É (x3; y3) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÔÒÅÔØÅ ÒÁ×ÎÏ ÄÌÉÎÅ ÍÏÓÔÁ Ó ËÏÎÃÏÍ (z; 0)).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ × ÏÂÝÅÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÎÉ ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ çÅÒÏÎÁ, ÎÉ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÐÅÒÅÈÏÄÅ
ÞÅÒÅÚ ÒÅËÕ Ó ÎÅÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÂÅÒÅÇÁÍÉ. ïÄÎÁËÏ, ÄÌÑ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÁÒ
ÔÏÞÅË (x1; y1) É (x2; y2) ×ÎÕÔÒÉ ÓÅËÔÏÒÁ Q ÍÏÖÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ
ÎÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ (z; 0) ÎÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ, ÞÔÏ z ÅÓÔØ ÍÉÎÉ-
ÍÕÍ × ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ çÅÒÏÎÁ. úÄÅÓØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ ÖÅ, ËÁË × ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ
ÚÁÄÁÞÅ Ï ÔÒÉÓÅËÃÉÉ ÕÇÌÁ: ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÄÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ Ó ÐÏÍÏ-
ÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ×ÏÚÍÖÎÏ, ÎÏ ÄÌÑ
ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÇÌÏ× ÔÁËÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÍÏ.

3. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ
ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ | ÜÔÏ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÍÁÓÓÉ×ÎÁÑ

ÔÏÞËÁ Ä×ÉÇÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ×ÎÕÔÒÉ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ B Ó ËÕÓÏÞ-
ÎÏ-ÇÌÁÄËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ �, Á × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÇÒÁÎÉÃÙ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ
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ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ, Á ÔÁÎ-
ÇÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ [6].

ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ × ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ, ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ ×
ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ × [1], Á × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÅÓÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ | × [2]. ó ÆÉ-
ÚÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÍÎÏÇÉÈ ÞÁÓÔÉÃ,
ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÇÁÚ × ÓÏÓÕÄÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÎÁÇÒÅ×ÁÔØÓÑ ÉÌÉ ÏÈÌÁÖÄÁÔØÓÑ ÏÔ ÓÔÅ-
ÎÏË ÓÏÓÕÄÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÔÅÎËÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ �ÄÒÏÖÁÔ�, ÞÔÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ
ÆÕÎËÃÉÅÊ g(
; t), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÐÒÑÍÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ � × R1, (R1 | ÐÒÑÍÁÑ
ÌÉÎÉÑ, 
 ∈ � | ÔÏÞËÁ ÇÒÁÎÉÃÙ �, Á ×ÅÌÉÞÉÎÁ t ∈ R1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÒÅÍÑ). ïÔ-
ÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ ÔÁËÏÊ ÄÒÏÖÁÝÅÊ ÓÔÅÎËÉ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÚÁËÏÎÕ.
ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÔÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v, ÐÅÒÅÓÅ-
ËÁÅÔ � × ÔÏÞËÅ 
 ∈ � × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t∗. ôÏÇÄÁ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t∗ ÔÏÞËÁ
ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÔÁËÕÀ ÓËÏÒÏÓÔØ v∗, ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÁ ÐÏÄ×ÅÒÇÌÁÓØ ÕÐÒÕÇÏÍÕ ÕÄÁÒÕ Ó
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÔÑÖÅÌÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ �∗, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ � × ÔÏÞËÅ 
, ËÏÔÏÒÁÑ Ä×ÉÇÁÅÔÓÑ
× ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t∗ ×ÄÏÌØ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë � × ÔÏÞËÅ 
 ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ (@g=@t)(
; t∗).
úÄÅÓØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �∗ ×ÙÂÉÒÁ-
ÅÔÓÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÎÕÔÒØ ÏÂÌÁÓÔÉ B.

åÓÌÉ ÓËÏÒÏÓÔØ v∗, ËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÁ ÐÒÉÏÂÒÅÌÁ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ
ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ×ÎÕÔÒØ ÏÂÌÁÓÔÉ B, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ t∗ ÔÏÞËÁ
ÏÓÔÁ×ÉÔ � É ÂÕÄÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ×ÎÕÔÒÉ B ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó �.
åÓÌÉ ÖÅ ÓËÏÒÏÓÔØ v∗ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÁ ×Ï ×ÎÅ ÏÂÌÁÓÔÉ B, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ ×ÒÅÍÅÎÉ t∗
ÔÏÞËÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÏÊ ÎÁ � ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ
~t > t∗ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ �∗ ÎÅ ÚÁÓÔÁ×ÉÔ ÔÏÞËÕ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÎÁÐÒÁ×ÌÅ-
ÎÉÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÊ ÅÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ×ÏÚÍÏÖÅÎ, ÅÓÌÉ
ÆÕÎËÃÉÑ (@g=@t)(
; t) ÐÒÉ t = ~t Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÓËÁÞËÏÍ:

@g
@t (
; t)

∣∣∣∣~t+0
− @g
@t (
; t)

∣∣∣∣~t−0
> 0:

÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÓËÏÒÏÓÔØ (@g=@t)(
; t∗) Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �∗ ÒÁ×-
ÎÁ 0, ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍÕ ÂÉÌÌÉÁÒÄÕ, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t = t∗ ÔÏÌØËÏ ÍÅ-
ÎÑÅÔ Ó×ÏÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ, ÎÏ ÅÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÄÏ ÕÄÁÒÁ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË É ÐÏÓÌÅ
ÕÄÁÒÁ.

÷ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× ÕÐÒÕÇÉÊ ÕÄÁÒ ÔÏÞËÉ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �∗
ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË × ÒÁÍËÁÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ (ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÏÊ) ÍÅÈÁÎÉËÉ,
ÔÁË É × ÒÁÍËÁÈ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ (ÔÅÏÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ). ÷ ÐÅÒ×ÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ | ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÉÍÉ, Á ×Ï ×ÔÏ-
ÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÉÍÉ. äÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× âÉÒËÇÏÆÁ ÎÅÔ
ÎÉËÁËÏÊ ÒÁÚÎÉÃÙ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ Ä×ÕÍÑ ÓÌÕÞÁÑÍÉ: ÜÔÏ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ
ÓÉÓÔÅÍÁ. äÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÖÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÇÒÏÍÎÁÑ É ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØ-
ÎÁÑ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ: ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ | ÜÔÏ
ËÏÎÓÅÒ×ÁÔÉ×ÎÁÑ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÅÒÁ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÁÑ ÆÁÚÏ×ÏÍÕ ÏÂßÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÎÁÍÉËÉ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ
(ÓÍ. [2]), × ÔÏ ×ÒÅÍÑ, ËÁË ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÉÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄ | ÜÔÏ ÄÉÓÓÉÐÁ-
ÔÉ×ÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.
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 1(z)  2(z)
xO

y

z

(x1; y1)
(x2; y2)

òÉÓ. 4.

üÔÁ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÎÉÃÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ × ÎØÀÔÏÎÏ×-
ÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÎÔÒÏÐÉÑ çÉÂÂÓÁ | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÔÏÇÄÁ ËÁË × ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÜÎÔÒÏÐÉÑ çÉÂÂÓÁ É ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÜÎÔÒÏÐÉÑ, ÐÏÓÔÒÏÅÎ-
ÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÆÁÚÏ×ÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ) ÐÒÉ ÏÂÝÉÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁÞÉÎÁÅÔ
×ÏÚÒÁÓÔÁÔØ ([2]). ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ ÂÙÌÉ ÉÚÕÞÅÎÙ × ÒÁÂÏ-
ÔÁÈ [1]{[5], Á ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÉÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄÙ | × ÒÁÂÏÔÁÈ [1] É [2].

4. ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÚÁËÏÎ É ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï
ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÈ ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÉÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×

ðÏËÁÖÅÍ Ó×ÑÚØ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ çÅÒÏÎÁ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ ÎØÀÔÏÎÏ×ÓËÉÍÉ
ÂÉÌÌÉÁÒÄÁÍÉ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ B, × ËÏÔÏÒÏÊ Ä×ÉÇÁÅÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ, ÅÓÔØ
ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ y > 0 ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x; y, É, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÇÒÁÎÉÃÁ � ÏÂÌÁÓÔÉ B ÅÓÔØ ÏÓØ y = 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÇÒÁÎÉÃÙ
� ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ g(z; t), ÇÄÅ z | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ (z; 0) ∈ �, t | ×ÒÅÍÑ
(ÓÍ. Ð. 3).

âÉÌÌÉÁÒÄÎÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍ
Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ËÕÓÏË ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÔÏÞËÉ (x1; y1) É (x2; y2)
É ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉÃÕ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ Ä×ÕÚ×ÅÎÎÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÓÏÅÄÉ-
ÎÑÀÝÅÊ ÔÏÞËÉ (x1; y1) É (x2; y2) É ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉÃÕ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎ-
ÎÙÈ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏ×.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÕÓÏË ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (c; 0),
ÎÁÞÁÌÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ (x1; y1), Á ËÏÎÅÃ | ÔÏÞËÁ (x2; y2) (ÒÉÓ. 4). ðÒÅÄÐÏ-
ÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ x1 < x2, (c; 0) | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÇÒÁÎÉÃÙ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÁÑ
ÎÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ (x1; y1) É (x2; y2), ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ × ÔÏÞËÅ (x1; y1)
ÅÓÔØ (u1; v1), Á ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ × ÔÏÞËÅ (x2; y2) ÅÓÔØ (u2; v2). ôÏÇÄÁ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÚÁ-
ËÏÎÁÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÂ ÕÐÒÕÇÏÓÔÉ ÕÄÁÒÁ ÔÏÞËÉ Ó ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏ ÔÑÖÅÌÏÊ ÓÔÅÎËÏÊ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ y = 0, É Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ
ÜÔÏÊ ÓÔÅÎËÉ ÎÁ ÔÏÞËÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÏ ×ÄÏÌØ ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÓÁÍÏÊ ÓÔÅÎËÅ, ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë
ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ:

u1 = u2; v2 = −v1 + 2@g@t (c; t); (5)
ÇÄÅ t | ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ (c; 0).
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÷ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ u1 = u2 = 1, ×ÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × (5) ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ:

tg 2(c)− tg 1(c) = H(c; t); (6)
ÇÄÅ

H(c; t) = 2@g@t (c; t); (7)

Á  1(c),  2(c) | ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÕÇÌÏ×, ÐÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓ. 4.
÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ G(z), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ:

dG
dz (z) = cos 2(z)− cos 1(z): (8)

éÚ (6) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ G(z):
dG
dz (z) = 1r

1 +
� y1
z − x1

+H(z; z − x1)
�2
− z − x1q

(x1 − z)2 + y2
1
; (9)

ÇÄÅ H(z; t) | ÆÕÎËÃÉÑ, ××ÅÄÅÎÎÁÑ × (7).
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �{(x1; y1); (x2; y2)} Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ

(x1; y1) É (x2; y2). ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ
f : R → R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÎÕÌÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ f ′. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ
ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ: ËÕÓÏË ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏ-
ÒÉÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÇÒÁÎÉÃÕ, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÎÉÃÕ × ÔÏÞËÅ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÒÁ-
ÝÁÅÔÓÑ × 0 ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ

F (z) = �{(x1; y1); (z; 0)}+ �{(x2; y2); (z; 0)}+G(z): (10)
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÆÕÎËÃÉÊ G(z) É F (z) × (10) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ

ÆÕÎËÃÉÉ G(z) = kz É F (z) = f(z), ÇÄÅ f(z) | ÆÕÎËÃÉÑ, ××ÅÄÅÎÎÁÑ × (1). ðÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ 0 6 k < 2, Á ÔÏÞËÉ (x1; y1) É (x2; y2) ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ×ÎÕÔÒÉ
ÉÌÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÓÅËÔÏÒÁ Q, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÉÓ. 1. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ,
ÞÔÏ (10) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ × ÔÏÞËÅ c, ÔÁËÏÊ ÞÔÏ ÌÏÍÁÎÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÔÏÞ-
ËÉ (x1; y1), (c; 0), (x2; y2), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÕÓËÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ.

æÕÎËÃÉÉ G É H Ó×ÑÚÁÎÙ ÓÌÏÖÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (9). ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ
ÐÏÄÕÍÁÔØ ÎÁÄ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ.

úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ G(z) = kz. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ H(z; t), ÞÔÏ ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅ (9) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË (x1; y1) ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ?

úÁÄÁÞÁ 2. äÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ H(z; t) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÁ
ÓËÏÒÏÓÔÉ ÄÒÏÖÁÎÉÑ ÓÔÅÎËÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÎÁ H(z; t) ÄÏÐÏÌÎÉ-
ÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ | ÆÕÎËÃÉÑ g(z; t), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËÁË

g(z; t) =
∫ t

0
H(z; t) dt;

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ H(z; t), ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÜÔÏÍÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ?
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