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ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÎÁ ÍÉÎÉÍÕÍ É ÍÁËÓÉÍÕÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÁÓ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔ-
ÓÑ × ÛËÏÌÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁÈ É ×ÓÔÕÐÉÔÅÌØÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÁÈ, ÇÄÅ ÏÎÉ, ÐÏÄ-
ÞÁÓ, ÐÏÍÉÍÏ ÏÞÅÎØ ÈÏÒÏÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÉ É ÓÏÏÂÒÁÚÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ,
ÔÒÅÂÕÀÔ ÐÏÉÓËÁ ÎÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÐÕÔÅÊ ÒÅÛÅÎÉÑ. úÄÅÓØ ÍÙ ×ÓÔÒÅÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ËÒÁÓÉ×ÙÈ ÚÁÄÁÞ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÉÚÏÂÒÅÔÁÔØ Ó×ÏÊ ÍÅÔÏÄ. úÁÔÅÍ, × ÉÎ-
ÓÔÉÔÕÔÅ, ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÚÎÁËÏÍÑÔ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÎÁ ÚÁÎÑÔÉÑÈ ÐÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ. á ÔÕÔ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ: ÅÓÔØ ÍÅÔÏÄÙ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ
ÒÅÛÅÎÉÑ, ÎÏ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏ ËÒÁÓÉ×ÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ,
ÒÕÔÉÎÎÙÅ. ëÁÖÄÙÊ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÚÎÁÅÔ, ËÁË ÔÒÕÄÎÏ ÂÙ×ÁÅÔ ÕÂÅÄÉÔØ ÓÔÕÄÅÎÔÁ
(ÏÓÏÂÅÎÎÏ | Õ×ÌÅÞÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÍÅÔÏÍ) ÐÅÒÅËÌÀÞÉÔØÓÑ ÎÁ ÎÏ×ÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÒÅÛÅÎÉÑ,
É ÎÅ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÒÅÛÁÔØ ÎÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ �ÐÏ-ÛËÏÌØÎÏÍÕ�.

÷ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ ÍÙ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÜËÓËÕÒÓ × ÔÅÏÒÉÀ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØ-
ÎÙÈ ÚÁÄÁÞ (ÉÍÅÎÎÏ Ó ÎÉÈ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ËÕÒÓÙ ÏÐÔÉÍÉÚÁÃÉÉ ×
ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ), ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ É ÚÁÄÁÞÁÈ, Ó ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ ÔÅÏ-
ÒÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÊ. ðÒÉÍÅÒÙ É ÚÁÄÁÞÉ ÓÏÂÉÒÁÌÉÓØ Á×ÔÏÒÁÍÉ × ÔÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏ-
ÇÉÈ ÌÅÔ, ÐÒÉ ÐÏÄÇÏÔÏ×ËÅ ËÕÒÓÏ× ÄÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ É ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÉÈ
ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ × ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁÈ íÏÓË×Ù (íçõ É îíõ) É îÉÄÅÒÌÁÎÄÏ× (ÕÎÉ×ÅÒ-
ÓÉÔÅÔÙ òÏÔÔÅÒÄÁÍÁ, äÅÌØÆÔÁ É õÔÒÅÈÔÁ). ðÏ ÎÁÛÅÍÕ ÕÂÅÖÄÅÎÉÀ, ËÁÖÄÙÊ ÕÎÉ-
×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÊ ËÕÒÓ ÄÏÌÖÅÎ ×ÙÐÏÌÎÑÔØ ÔÒÉ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ: ÎÁÕÞÉÔØ, ÕÂÅÄÉÔØ
É ÚÁÉÎÔÅÒÅÓÏ×ÁÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÍÅÒÙ É ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ, ×Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÉÎÔÅ-
ÒÅÓÎÙÍÉ, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ (É ÜÔÏ ÔÒÕÄÎÅÅ ×ÓÅÇÏ!) | ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÙÍÉ. ëÁÖÄÙÊ ÐÒÉÍÅÒ
ÄÏÌÖÅÎ ÐÏÄÞÅÒËÉ×ÁÔØ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ. á ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ | ÐÏËÁÚÙ×ÁÔØ,
ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ËÒÁÓÉ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ,
ÍÏÇÕÔ ÒÅÛÁÔØÓÑ × ÒÁÍËÁÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÐÒÏÝÅ, ËÒÁÓÉ×ÅÅ É ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÅÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÎÏ×ÙÅ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÔÁÒÙÈ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÅÍ.

îÁÞÎÅÍ Ó ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÛÁÀÔÓÑ �ÛËÏÌØÎÙÍÉ� ÍÅÔÏÄÁÍÉ: ÐÒÉÎÃÉÐ æÅÒ-
ÍÁ (ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × ÔÏÞËÅ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ) ÐÌÀÓ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ
(ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ Ï ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ
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ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å) | ÜÔÏ ÔÅÍÁ ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ 1. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÏÂÒÁ-
ÔÉÍÓÑ Ë ×ÙÐÕËÌÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ. ÷ ÔÒÅÔØÅÍ | Ë ÚÁÄÁÞÁÍ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ, ÒÅÛÁ-
ÅÍÙÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ. óÒÅÄÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅ-
ÒÏ× | ËÁË ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (ÏÓÎÏ×ÎÁÑ
ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ Ë ÇÌÁ×ÎÙÍ ÏÓÑÍ, ÔÅÏÒÅÍÁ
âÉÒËÇÏÆÁ É Ô. Ä., ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÚÁËÏÎ óÎÅÌÌÉÕÓÁ Ï ÐÒÅ-
ÌÏÍÌÅÎÉÉ Ó×ÅÔÁ, ÚÁÄÁÞÉ äÉÄÏÎÙ, æÁÎØÑÎÏ, ôÏÒÉÞÅÌÌÉ, ÓÅÔÉ ûÔÅÊÎÅÒÁ É Ô. Ä.),
ÔÁË É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÁÌÇÅÂÒÙ É ÁÎÁÌÉÚÁ, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÉ,
ÐÒÅÄÌÁÇÁ×ÛÉÅÓÑ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÉÈ É ÛËÏÌØÎÙÈ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁÈ. îÅÓËÏÌØ-
ËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÉÚ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÜËÏÎÏÍÉËÉ ÓÏÂÒÁÎÙ × ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ.
ëÁÖÄÙÊ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó ËÏÒÏÔËÏÇÏ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ××ÅÄÅÎÉÑ.

÷ ÓÔÁÔØÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ 50 ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÏËÏÌÏ ÔÒÅÔÉ
ÉÚ ÎÉÈ | ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÙÅ. îÁÄÅÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÓÔÁÔØÑ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÁ ÐÒÅÐÏÄÁ-
×ÁÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÓÔÕÄÅÎÔÁÍ ÍÌÁÄÛÉÈ ËÕÒÓÏ× É ÕÞÅÎÉËÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ
ÛËÏÌ.

1. ðÒÉÎÃÉÐ æÅÒÍÁ
æÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. íÅÔÏÄ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐÏÍ æÅÒÍÁ, ÏÂ-

ÝÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÅÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ
ÍÉÎÉÍÕÍÁ (ÍÁËÓÉÍÕÍÁ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ, Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f ′(x) = 0. ïÂ ÜÔÏÍ ÅÝÅ ÄÏ æÅÒÍÁ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ:

�ðÏ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÍÅÓÔÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÕÂÙ×ÁÎÉÅ ×ÎÁÞÁÌÅ ÎÅÞÕ×-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ� (éÏÇÁÎÎ ëÅÐÌÅÒ).

ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ: ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ
ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÆÕÎËÃÉÑ x3 × ÔÏÞËÅ x = 0.
þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÒÅÛÁÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f ′(x) = 0,
ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÓÅ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ �ÐÏÄÏÚÒÉÔÅÌØÎÙÍÉ� ÎÁ ÜËÓÔÒÅ-
ÍÕÍ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ: ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. âÕÄÅÍ
ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ, É ÐÒÉÍÅÍ ÅÇÏ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ
ÓÒÅÄÉ �ÐÏÄÏÚÒÉÔÅÌØÎÙÈ� | ÌÉÂÏ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ, ÌÉÂÏ ËÏÎÃÅ×ÙÈ. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÓÔÙÍ
ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ÎÁÈÏÄÉÍ ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ É ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

úÁÄÁÞÁ Ó Ä×ÕÍÑ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. ðÒÉÎÃÉÐ æÅÒÍÁ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑ-
ÅÔÓÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÂÅÚ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(x), ÇÄÅ x = (x1; : : : ; xn) ∈ Rn, ÎÁÈÏÄÉÍ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ
ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

f ′(x) = 0 ⇔ fxj (x1; : : : ; xn) = 0; 1 6 j 6 n:
õÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÚÄÅÓØ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ. äÁÌÅÅ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ
÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ (ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ), ÚÁÍÅÎÉ× × ÎÅÊ �ÏÔÒÅÚÏË [a; b]� ÎÁ �ËÏÍ-
ÐÁËÔ A × Rn� | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. �úÁÍËÎÕÔÏÅ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ Ó×ÏÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ.
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åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ: ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍ ÉÝÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å? îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ ×ÓÅÍ Rn? á ÅÓÌÉ | ÎÁ ÎÅÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÎÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b)? ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ
Ó×ÏÊÓÔ×Á ÆÕÎËÃÉÉ f ÍÏÇÕÔ ÐÏÍÏÞØ. þÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ Ä×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Á ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑÍÉ ÄÌÑ ÞÉÔÁÔÅÌÑ.

ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : Rn → R ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ f(x) → +∞ ÐÒÉ
|x| =

√
x2

1 + : : :+ x2
n →∞, ÔÏ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÁ Rn.

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f : (a; b) → R ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É f(x) → +∞ ÐÒÉ x → a
É ÐÒÉ x→ b, ÔÏ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b).
ôÁË ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÕÍ. îÁÞÎÅÍ Ó
ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1. úÁËÏÎ óÎÅÌÌÉÕÓÁ. ìÕÞ Ó×ÅÔÁ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ ÇÒÁÎÉÃÕ Ä×ÕÈ
ÓÒÅÄ, ×ÈÏÄÑ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ �, É ×ÙÈÏÄÑ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ � (ÏÂÁ ÕÇÌÁ ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÔ
ÎÏÒÍÁÌÉ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ). ôÏÇÄÁ sin�

va
= sin�

vb
, ÇÄÅ va É vb | ÓËÏÒÏÓÔÉ Ó×ÅÔÁ × ÜÔÉÈ

ÓÒÅÄÁÈ.
òÅÛÅÎÉÅ. óÞÉÔÁÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ, ÞÔÏ ÌÕÞ Ó×ÅÔÁ ÐÒÉ Ó×ÏÅÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ÏÔ ÏÄ-

ÎÏÊ ÔÏÞËÉ Ë ÄÒÕÇÏÊ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÐÕÔØ, ÄÌÑ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÌÀÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÐÕÔÅÍ. (üÔÏÔ
ÐÒÉÎÃÉÐ × ÏÐÔÉËÅ ÔÁËÖÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ æÅÒÍÁ.) åÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÎÁ ÌÕÞÅ ÔÏÞËÉ A É B ÐÏ
ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÇÒÁÎÉÃÙ, Á ÓÁÍÕ ÇÒÁÎÉÃÕ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ l, ÐÏÌÕÞÉÍ ÚÁÄÁÞÕ
ÎÁ ÍÉÎÉÍÕÍ: {

f(M) = AM
va

+ BM
vb

→ min;
M ∈ l:

(1)

ôÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÜÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÌÅÍÍÁ 1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ M0.
ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f . ëÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ? íÏÖÎÏ ×Ù-
ÒÁÚÉÔØ ÓÁÍÕ ÆÕÎËÃÉÀ f ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ðÉÆÁÇÏÒÁ, ÉÌÉ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ËÏÓÉÎÕÓÏ×, ÚÁÔÅÍ
ÎÁÊÔÉ ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ. õÄÏÂÎÅÅ, ÏÄÎÁËÏ, (É ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØ-
ÎÙÍ), ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ f ÎÅ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÌÉÎÉÉ, Á ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ×ÓÅÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f ′ (ÇÒÁÄÉÅÎÔ) ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ AM × ÔÏÞËÅ M Ñ×ÌÑÅÔ-
ÓÑ ×ÅËÔÏÒÏÍ ua ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÍ Ó ×ÅËÔÏÒÏÍ −−→AM . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ×ÅËÔÏÒ ub | ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÄÌÉÎÙ BM . éÔÁË, f ′ = ua=va+ub=vb. ðÒÏ-
ÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ×ÄÏÌØ ÐÒÑÍÏÊ l | ÜÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ f ′ ÎÁ ÜÔÕ ÐÒÑÍÕÀ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

f ′(M) = sin�
va

|ua| − sin�
vb

|ub|:
îÏ ÅÓÌÉ M0 | ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ÔÏ f ′(M0) = 0. á ÐÏÓËÏÌØËÕ |ua| = |ub| = 1,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ sin�

va
= sin�

vb
.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, É ÄÁÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÝÅ, ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ Ó×ÅÔÁ: ÕÇÏÌ ÐÁÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ. îÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ
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Ä×Å ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ A É B ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÐÒÑÍÏÊ l É ÒÅÛÉÔØ ÜËÓÔÒÅ-
ÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ (1) ÐÒÉ va = vb. ëÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÂÅÚ
×ÓÑËÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-
ÎÏ ÐÒÑÍÏÊ l. ïÄÎÁËÏ, Õ ÎÁÛÅÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÅÓÔØ, ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ, Ä×Á ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Á.
÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÏÎ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ va 6= vb (Á ÇÅÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÐÒÏÓÔÏ!). ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, É ÜÔÏ ÓÁÍÏÅ ÇÌÁ×ÎÏÅ, ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔ ÎÅ
ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ÎÏ É ×ÓÅ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÆÕÎËÃÉÉ f . ôÁË, ÍÙ ÄÏ-
ËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ (1) ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÕÀ ÔÏÞËÕ, É ÜÔÁ
ÔÏÞËÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ sin�=va = sin�=vb. ÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÜÔÉÍ × ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÉÚ ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

ðÒÉÍÅÒ 2. ôÅÏÒÅÍÁ âÉÒËÇÏÆÁ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÇÌÁÄËÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ËÒÉ-
×ÏÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÅÊ ×ÙÐÕËÌÕÀ ÆÉÇÕÒÕ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÉÌÌÉÁÒÄ Ó
n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (ÂÉÌÌÉÁÒÄÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ
ËÒÉ×ÏÊ, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ó ËÒÉ×ÏÊ ÒÁ×ÎÙÅ
ÕÇÌÙ).

òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ n-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ
ËÒÉ×ÏÊ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÍÙ ÐÏÚ×ÏÌÉÍ
ÓÏÓÅÄÎÉÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁÊ-
ÄÅÔÓÑ ÔÏÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÅÒÉÍÅÔÒ. ïÎ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÏÍ.
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÚÁÍÅÔÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÅÒ-
ÛÉÎ (× ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÂÁ×ÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÐÅÒÉÍÅÔÒ
ÏÔ ÜÔÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ). ÷ÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÔÒÉ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ A1; A2; A3 É ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ËÒÉ×ÏÊ × ÔÏÞËÅ A2. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, l = {A2 + tu,
t ∈ R}, ÇÄÅ u ∈ R2, |u| = 1 | ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÐÒÑÍÏÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÏÔ-
ÒÅÚËÉ A2A1 É A2A3 ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ó l ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÕÇÌÙ. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ
f(t) = f(M) = A1M + A2M , ÇÄÅ M = A2 + tu, ÎÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ × ÔÏÞËÅ t = 0
(ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1). ðÒÉ t→ 0 ÉÍÅÅÍ f(t) = f(0) + f ′(0)t+ o(t), ÇÄÅ o(t), ËÁË ÏÂÙÞÎÏ,
ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ×ÅÌÉÞÉÎÕ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÕÀ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó t. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
l | ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ N ËÒÉ×ÏÊ, ÂÌÉÚËÏÊ Ë A2, ÉÍÅ-
ÅÍ f(N) = f(t) + o(t), ÇÄÅ M = A2 + tu | ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ Ë N ÔÏÞËÁ ÐÒÑÍÏÊ l. éÔÁË,
f(N) = f(0) + f ′(0)t + o(t). îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ f ′(0) 6= 0, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÉ N , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(N) > f(0) = f(A2), Á ÜÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ ÎÁÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. ÷ ÔÅÏÒÅÍÅ âÉÒËÇÏÆÁ ÇÌÁÄËÏÓÔØ ËÒÉ×ÏÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÁ! ëÒÉ×ÁÑ
ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ, ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ, ÉÎÁÞÅ ÂÉÌÌÉ-
ÁÒÄÁ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ËÒÉ×ÁÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÁÑ ÔÕÐÏÕÇÏÌØ-
ÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ. ðÏÞÅÍÕ? åÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
ÉÍÅÅÔ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÉÚ ÔÒÅÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÔÏ ÜÔÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÅÖÁÔ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ ×ÙÓÏÔ
(ÐÒÉÍÅÒ 8), Á ÄÌÑ ÔÕÐÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ä×Á ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÉÚ ÔÒÅÈ ÌÅÖÁÔ ×ÎÅ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. âÉÌÌÉÁÒÄÙ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ × ÜÒÇÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ, ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÎÁ-
ÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, ÍÅÈÁÎÉËÅ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [11]). ïÎÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÚÁ-
ÍËÎÕÔÙÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ × ÆÁÚÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. íÙ
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×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÌÌÉ-
ÁÒÄÏÍ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÂÉÌÌÉÁÒÄ (ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ) ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ, Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÐÅÒÉÍÅÔÒÕ (ÚÁÄÁÞÁ æÁÎØÑÎÏ,
ÐÒÉÍÅÒ 8). üÔÏ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÁÚÁÔØÓÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅÍ. îÏ ÄÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁË × ÍÉ-
ÎÉÍÁÌØÎÏÍ, ÔÁË É × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÉÌÌÉÁÒÄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏ-
ÍÕ ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ×ÅÒÛÉÎ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ ÐÏ ×ÅÒÛÉÎÁÍ
ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. üÔÏ ÏÔÒÁÖÁÅÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÐÒÉÎÃÉÐÏ× ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉ-
ËÉ (ÐÒÉÎÃÉÐ çÁÍÉÌØÔÏÎÁ): Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ×ÄÏÌØ
ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÈ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ, ÇÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. ðÒÉ ÜÔÏÍ
ÓÁÍÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ËÁË ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ-
ÍÉ XVIII ×ÅËÁ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [10].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. æÏËÁÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÜÌÌÉÐÓÁ. ìÕÞ Ó×ÅÔÁ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÆÏËÕ-
ÓÁ ÜÌÌÉÐÓÁ, ÏÔÒÁÚÉ×ÛÉÓØ ÏÔ ÅÇÏ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÐÏÐÁÄÁÅÔ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÆÏËÕÓ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÌÀÂÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÄÁÎÎÏÇÏ
ÜÌÌÉÐÓÁ ËÁÓÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ. ëÁË Ó×ÑÚÁÎ ÜÔÏÔ ÜÌÌÉÐÓ Ó ÉÓ-
ÈÏÄÎÙÍ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÆÏËÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ É ÐÁ-
ÒÁÂÏÌÙ.

ðÒÉÍÅÒ 3. þÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ ÐÒÏ×ÅÄÉÔÅ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ
ÄÌÉÎÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÕÇÌÁ.

òÅÛÅÎÉÅ. ìÅÍÍÁ 1 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ. ïÂÏ-
ÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ AB, Á ÄÁÎÎÕÀ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ | ÞÅÒÅÚ M .
ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÞÅÒÅÚ M ÄÒÕÇÏÊ ÏÔÒÅÚÏË A′B′ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÕÇÌÁ. ðÕÓÔØ
� | ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ A′B′ É AB. æÕÎËÃÉÑ f(�) = A′B′ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ
Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ × ÔÏÞËÅ � = 0, ÐÏÜÔÏÍÕ f ′(0) = 0. ðÕÓÔØ � = ∠KAB, � = ∠KBA,
ÇÄÅ K | ×ÅÒÛÉÎÁ ÕÇÌÁ, ðÒÉÍÅÎÉ× ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÉÎÕÓÏ× Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ MBB′ É
MAA′, ÐÏÌÕÞÉÍ

MB′ = MB sin�
sin(� + �) ; MA′ = MA sin�

sin(�− �) ;

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ

�f = A′B′ −AB = MB′ +MA′ −MB −MA =

= MB
(

sin�
sin(� + �) − 1

)
+MA

(
sin�

sin(�− �) − 1
)

=

= −MB
2 sin �2 cos

�
� + �

2
�

sin(� + �) +MA
2 sin �2 cos

�
�− �

2
�

sin(�− �) :

éÔÁË,

�f
�� = −

2 sin �2
�


MB

cos
�
� + �

2
�

sin(� + �) −MA
cos
�
�− �

2
�

sin(�− �)


 :
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ðÏÓËÏÌØËÕ
2 sin �2
� → 1 ÐÒÉ � → 0, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ

cos
�
� + �

2
�

sin(� + �) → ctg �;
cos
�
�− �

2
�

sin(�− �) → ctg�;
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ

f ′(0) = −MB ctg � +MA ctg�:
îÏ ÔÁË ËÁË f ′(0) = 0, ÔÏ ÄÌÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ AB ÐÏÌÕÞÁÅÍ

MB ctg � = MA ctg�:
ëÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï? ïÐÕÓÔÉÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ

KH ÎÁ AB. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ HB=HA = ctg �= ctg�. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
MA=MB = ctg �= ctg�, ÐÏÜÔÏÍÕ MA = HB, MB = HA. éÔÁË,

ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ ÏÔÒÅÚÏË AB ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:
ÐÒÏÅËÃÉÑ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕÇÌÁ ÎÁ AB ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÔÏÞËÅ M ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-
ÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ AB.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 4. ðÏÞÅÍÕ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÌÉÓØ ÌÉÛØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÌÉ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ AB, Á ÎÅ ÄÁÌÉ ÓÐÏÓÏÂÁ ÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ? äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ
É ÌÉÎÅÊËÉ. éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÁ �ÐÒÏÓÔÁÑ� ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÌØ
ÇÒÏÍÏÚÄËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÙÍ ËÏÒÏÔËÉÍ ÉÚ ×ÓÅÈ,
ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Á×ÔÏÒÁÍ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [15]).

åÓÌÉ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÔÁËÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÈÏÄÉÌÏ ÂÙ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ
ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÕÇÌÁ, ÔÏ ÏÎÏ ÇÏÄÉÌÏÓØ ÂÙ É ÄÌÑ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ. åÓÌÉ ÕÇÏÌ K
ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ MA=MB = ctg �= ctg� = ctg(�2 −�)= ctg� = tg2 �. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ,
MA=MB = tg 
= tg�, ÇÄÅ 
 | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ KM É KA. éÔÁË, tg� = 3

√tg 
. ðÏ-
ÓÔÒÏÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË AB ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÊÔÉ ËÕÂÉÞÅÓËÉÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÞÉÓÌÁ tg 
. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ,
ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÉÍÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÃÉÒËÕÌÑ É ÌÉÎÅÊËÉ.

÷ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÔÁËÏÅ ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÞÁÓÔÏ, ËÏÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ
ÔÏÌØËÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ (ÍÁËÓÉÍÕÍÁ), Á ÎÅ ÎÁÊÔÉ
ÅÅ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÏ (ÚÁÄÁÞÉ 15{17 É 38{40).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. ðÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ, ÏÔÒÅÚÁÔØ
ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÐÌÏÝÁÄÉ. îÁÊÄÉÔÅ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅ-
ÎÉÅ, ÔÁË É ÒÅÛÅÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ. ëÁËÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÏÝÅ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. ôÏ ÖÅ, ÎÏ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ. îÁÊÄÉÔÅ ËÁË
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÔÁË É ÒÅÛÅÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. ëÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÄÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÌÅÖÁÝÅÊ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ, ÏÔÒÅ-
ÚÁÔØ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Á) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ; Â) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. þÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÒÑÍÕÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ
ÓÕÍÍÁ KA + KB ÂÙÌÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ (K | ×ÅÒÛÉÎÁ ÕÇÌÁ, A É B | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÒÑÍÏÊ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÕÇÌÁ.)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÁÎÁÌÉÚÁ.
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ðÒÉÍÅÒ 4. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ
ËÏÒÅÎØ.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(z), É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ
|p(z)| ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ Ä×ÕÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y, ÇÄÅ z = x + yi.
ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ
~z = (~x; ~y). îÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, Ó ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÓÄ×ÉÇÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÐÏÌÁ-
ÇÁÅÍ ~z = 0. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(z) ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×
ÎÏÌØ. ðÕÓÔØ k | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ
ÐÒÉ zk × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ p(z) ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ. ôÏÇÄÁ p(z) = a0 + akzk + : : :+ anzn, k > 1 É
ak 6= 0. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, a0 6= 0, ÐÏÓËÏÌØËÕ a0 = p(0) = p(~z) 6= 0. ôÅÐÅÒØ ×ÏÚØÍÅÍ ÏÄÎÏ
ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÊ u ∈ C ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ a0 + akzk = 0, Ô. Å. ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ
k-ÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÚ ÞÉÓÌÁ −a0a−1

k . ðÏÌÕÞÁÅÍ
|p(tu)| = |a0 + ak(tu)k + o(tk)| = |(1− tk)a0 + o(tk)| < |a0| = |p(0)|;

ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ t > 0. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ: ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ~z = 0 |
ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÄÌÑ |p(z)|. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. äÏËÁÖÉ-
ÔÅ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ (ÆÕÎËÃÉÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ
z, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ f(z) =

∞P
k=0

akzk) × ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÍ ËÒÕÇÅ ÎÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 9. ðÒÉÎÃÉÐ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÍÉ ÐÏÌÕÞÅ-

ÎÙ 5 ÐÁÒ ÞÉÓÅÌ (xi; yi); 1 6 i 6 5: (1; 2), (2; 5), (4; 7), (6; 10), (8; 14). íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ
ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ y = ax+ b, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙ ×ÙÒÁÖÁÌÁ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ × ÜÔÉÈ
ÐÁÒÁÈ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÄÉÎ ÉÚ ÓÐÏÓÏÂÏ× | ×ÙÂÒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ
Ë×ÁÄÒÁÔÏ× f(a; b) = P5

i=1(yi − axi − b)2 ÂÙÌÁ ÂÙ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ. îÁÊÄÉÔÅ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 5. ðÒÉÎÃÉÐ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÉÌÏÖÅ-

ÎÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ �ÒÅÛÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅ-
ÎÉÑ�. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ: ÎÁÊÔÉ ÔÏÞËÕ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = |Ax − b| ÎÁ ×ÓÅÍ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn. úÄÅÓØ A | ÚÁÄÁÎÎÁÑ m× n-ÍÁÔÒÉÃÁ, Á b ∈ Rm | ÄÁÎÎÙÊ ×ÅË-
ÔÏÒ; ÎÏÒÍÁ Å×ËÌÉÄÏ×Á |x| =

m∑
i=1

x2
i . üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÌÅÍÍÁ 1),

ÐÒÉÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ.
ðÒÉÍÅÒ 5. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ. ðÒÉÎÃÉÐ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ

Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ, ÚÁÄÁÎÎÕÀ × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞËÁÈ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ
ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. á ÞÔÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏ-
ËÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ? é ÎÅ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË, Á ÎÁ ÃÅÌÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ? ëÁËÏÊ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ? îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ
ÌÉÛØ × ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ, ÎÁÍ ÖÅ ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÅÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ. ë ÓÏ-
ÖÁÌÅÎÉÀ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ × ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÅ
ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÞÅÎØ ×ÅÌÉËÉ. üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÅÌÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ ÞÕ×ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ
ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÍÁÌÙÍ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÙÞÎÏ ÄÅÌÁÀÔ ÔÁË: ÄÌÑ
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ËÁÖÄÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ k > 0 ÒÅÛÁÅÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ
b∫
a

∣∣pk(x)
∣∣2 dx → min, ÇÄÅ

pk | ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ k ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k > 0 ÍÙ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ �ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÏÌØ�
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ k. îÁÉÌÕÞÛÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ pk ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ
ìÅÖÁÎÄÒÁ. úÁÔÅÍ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ
ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× pk.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 10. îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÅÖÁÎÄÒÁ p2(t) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1], Ô. Å. ÒÅÛÉ-
ÔÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ

R 1
−1(t2 + x2t+ x1)2 dt.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 11. îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÅÖÁÎÄÒÁ p3(t) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1].
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 12. æÏÒÍÕÌÁ òÏÄÒÉÇÅÓÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ìÅÖÁÎÄÒÁ pk(t)

ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1] ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

pk(t) = n!
(2n)!

dn
(dt)n (t2 − 1)n: (2)

ðÏÄÓËÁÚËÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ É ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ pk ÏÒÔÏ-
ÇÏÎÁÌÅÎ ×ÓÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍ ÍÅÎØÛÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ

1Z
−1

tr pk(t) dt = 0; 0 6 r 6 k − 1:

äÁÌÅÅ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (2) ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ.

2. ÷ÙÐÕËÌÙÅ ÚÁÄÁÞÉ
æÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. îÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÐÕË-

ÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1; x2 ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f
(x1 + x2

2
)

6 1
2f(x1) + 1

2f(x2):

åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1 6= x2, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ
×ÙÐÕËÌÏÊ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚ-
ËÅ, ÔÏ ÕÄÏÂÎÙÍ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÅÅ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÔÏÒÏÊ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ: f ′′(x) > 0. åÓÌÉ ÖÅ ×ÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ×ÅÚÄÅ
ÓÔÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ (ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÎÏÌØ
ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÁ. äÌÑ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÁ-
ÄÁÞ ×ÙÐÕËÌÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÞÒÅÚ×ÙÞÁÊÎÏ ÕÄÏÂÎÙ, ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ Ä×ÕÍ Ó×ÏÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ:

. ìÀÂÏÊ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÍ ÍÉ-
ÎÉÍÕÍÏÍ ÎÁ ×ÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ.

. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ×ÙÐÕËÌÁ, ÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÓÔÉ f ′(x̂) = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ
ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ × ÔÏÞËÅ x̂, ÎÏ É ÄÏÓÔÁ-
ÔÏÞÎÙÍ.

äÌÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï:
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. óÔÒÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ:
ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÇÄÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á.

æÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É × ÓÌÕ-
ÞÁÅ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ä×Á ÏÔÌÉÞÉÑ: ×ÅÚÄÅ ÏÔÒÅÚÏË ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ×ÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ
(×ÙÐÕËÌÙÊ ËÏÍÐÁËÔ), Á ÔÁËÖÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ f ′′ > 0 ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÕÓÌÏ-
×ÉÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ
ÉÚ ×ÔÏÒÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. ÷×ÉÄÕ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ, ÍÙ
ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÅÇÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ, Á ÂÕÄÅÍ ÐÒÏ×ÅÒÑÔØ ×ÙÐÕËÌÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÇÉÈ ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (ÞÔÏ × ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ× ÇÏÒÁÚÄÏ ÐÒÏÝÅ).
ðÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ×ÙÐÕËÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É Ï ×ÙÐÕËÌÙÈ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ
ÓÍ. [2, 3].

ðÒÉÍÅÒ 6. äÁÎ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÏÔ-
ÒÅÚËÏ×, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ É ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÎÃÙ ÎÁ
ÇÒÁÎÉÃÅ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÁ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ.

îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÁËÏÊ �ÛËÏÌØÎÙÊ� ×ÉÄ É ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÓÔØ ÜÔÏ-
ÇÏ ÆÁËÔÁ, ÄÏËÁÚÁÔØ ÅÇÏ ÎÅÐÒÏÓÔÏ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ×ÓÔÒÅÔÉÔØ ×
ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÉÚ
ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÁÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ×ÙÐÕËÌÏÓÔØ. îÁÞÎÅÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÕÓÔÁ-
ÎÏ×ÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÏÌÅÚÎÙÊ ÆÁËÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ É × ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ:

ìÅÍÍÁ 3. äÁÎÁ ÐÒÑÍÁÑ a É ÔÏÞËÁ P , ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ ÎÅÊ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ
ÔÏÞËÉ M ∈ a ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ a É ÏÔÒÅÚËÏÍ
PM . ôÏÇÄÁ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ PM Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÕÇÌÁ �.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÐÕÓÔÉÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ ÉÚ P ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ a (ÐÕÓÔØ h |
ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ) É ×ÙÒÁÚÉÍ MP = f(�) = h

sin� . þÉÔÁÔÅÌØ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÐÒÏ×ÅÒÉÔ, ÞÔÏ
f ′′(�) > 0.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ � ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÊ ÏÔÒÅÚËÏÍ
MP Ó ÌÀÂÙÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ, É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 3 ÏÓÔÁÌÏÓØ ÂÙ
×ÅÒÎÙÍ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÄ×ÉÇ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÓÔÒÏÇÕÀ ×ÙÐÕËÌÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ).

÷ÅÒÎÅÍÓÑ Ë ÐÒÉÍÅÒÕ 6.
òÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 6. ðÕÓÔØ P | ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, M É N |

ÔÏÞËÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÏÔÒÅÚÏË MN ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ P .
ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ � | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÏÔÒÅÚËÏÍ MP É ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁ-
ÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ. õÇÌÙ �1 É �2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ � ∈ [�1; �2]. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 3 ÏÂÅ ÆÕÎËÃÉÉ f1(�) = MP É f2(�) = NP
ÓÔÒÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [�1; �2], ÚÎÁÞÉÔ É ÉÈ ÓÕÍÍÁ f1+f2 = MN ÔÁËÖÅ ÓÔÒÏ-
ÇÏ ×ÙÐÕËÌÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÃÅ ÏÔÒÅÚËÁ, Ô. Å., ÎÁ
ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ.

éÚ ÌÅÍÍÙ 3 ÍÏÖÎÏ �ÚÁÄÁÒÏÍ� ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÑÄ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ. îÁÐÒÉÍÅÒ,
ÔÁËÏÅ:
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óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. âÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ ÐÏÌÕÓÕÍÍÙ ÓÔÏÒÏÎ, ÍÅÖ-
ÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎÁ ÚÁËÌÀÞÅÎÁ.
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÒÏÇÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ

f
(�1 + �2

2
)
< 1

2 (f(�1) + f(�2))

Ë ÆÕÎËÃÉÉ f(�) = MP .
úÁÍÅÞÁÎÉÅ 6. ðÏÌÅÚÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ 3: ÆÕÎËÃÉÑ f(�) =

= lnMP ÔÁËÖÅ ÓÔÒÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÁ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
(

lnMP
)′′

=
(

ln h
sin�

)′′
= (− ctg�)′ = 1= sin2 � > 0:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÇÅÏ-
ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎÁ ÚÁËÌÀÞÅÎÁ.

÷ÓÅÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÔÏÞËÅ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏ
Ä×ÕÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. ïÔ×ÅÔ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÓÉÍÍÅÔ-
ÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÏÊ. á ËÁËÏ× ÂÕÄÅÔ ÏÔ×ÅÔ, ÅÓÌÉ ÔÏÞÅË ÎÅ Ä×Å, Á ÔÒÉ? á ÅÓÌÉ
ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ: ÄÌÑ ËÁËÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ
ÄÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ? îÁËÏÎÅÃ, ÞÁÓÔÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ
ÔÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: îÁÊÔÉ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, × Rn), ÓÕÍÍÁ ÒÁÓ-
ÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ m ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. óËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË ÍÉÎÉÍÕÍÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, É ËÁË ÉÈ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ? òÅÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ É ÍÎÏÇÉÈ
ÄÒÕÇÉÈ ÚÁÄÁÞ ÏÐÉÒÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÌÀÞÅ×ÕÀ ÌÅÍÍÕ:

ìÅÍÍÁ 4. Á) ðÕÓÔØ ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ A1; : : : ; Am ∈ Rn, m > 3, ÎÅ ×ÓÅ ÌÅÖÁÔ
ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. ôÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ

f(M) = A1M + : : :+AmM
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÔÏÞËÉ M ∈ Rn.

Â) ðÕÓÔØ A1; : : : ; Am ∈ Rn, m > 2 | ÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, É H | ÁÆÆÉÎÎÁÑ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔØ × Rn, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ f(M) =
= A1M + : : :+AmM , M ∈ H, ÓÔÒÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÁ ÎÁ H.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ ÔÏÌØËÏ ÐÕÎËÔ Á), ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Â) ÐÏÌÎÏÓÔØÀ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. îÕÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË M1;M2 ∈ Rn
×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(M) < 1

2
(
f(M1) + f(M2)

)
, ÇÄÅ M | ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ

M1M2. ðÏÓËÏÌØËÕ AjM | ÍÅÄÉÁÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ M1AjM2, ÅÅ ÄÌÉÎÁ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏ-
ÄÉÔ 1

2 (AjM1 +AjM2), ÐÒÉÞÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÓÔÒÏÇÏÅ, ÅÓÌÉ Aj ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ
M1M2. óÌÏÖÉ× ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÏÔ j = 1 ÄÏ m É ÚÁÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ
ÓÔÒÏÇÏÅ (ÔÁË ËÁË ÎÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ Aj ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

ðÒÉÍÅÒ 7. ôÏÞËÁ æÅÒÍÁ { ôÏÒÉÞÅÌÌÉ. åÓÌÉ ÕÇÌÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ
2�=3, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ
ÍÉÎÉÍÕÍÁ × ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÉÄÎÙ
ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 2�=3.
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òÅÛÅÎÉÅ. ïÓÔÁ×ÉÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÔÏÞËÉ T
É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÓÕÍÍÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ. ôÁË ËÁË ×ÓÅ ÕÇÌÙ
ABC ÍÅÎØÛÅ 2�=3, ÔÏ T ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÎÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÏ-
ÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ f(M) = MA + MB + MC ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ M = T ;
ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÔÒÅÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÓÏÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏ-
ÒÁÍ AT;BT É CT . ôÁË ËÁË ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÒÁ×ÎÙ 2�=3, ÔÏ ÉÈ
ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. éÔÁË, f ′(T ) = 0. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÔÒÏÇÕÀ ×ÙÐÕËÌÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f ,
ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ T | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ f .

ðÒÉÍÅÒ 8. úÁÄÁÞÁ æÁÎØÑÎÏ. ÷ÐÉÓÁÔØ × ÄÁÎÎÙÊ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉË ABC ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ (ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ABC ÄÏÌÖÎÁ
ÌÅÖÁÔØ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).

òÅÛÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉË (Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC). ðÕÓÔØ A′, B′,
C ′ | ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.
úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ A′; B′ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ g(C ′) =
= A′C ′ + B′C ′. åÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚËÉ A′C ′; B′C ′ ÏÂÒÁÚÕÀÔ
ÒÁ×ÎÙÅ ÕÇÌÙ Ó ÐÒÑÍÏÊ AB (ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ó Ä×ÕÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÕÍÍÁ-
ÍÉ. éÔÁË, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÉ f(A′; B′; C ′) = A′B′ + B′C ′ + C ′A′ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ
ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚËÉ A′B′; B′C ′; C ′A′ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÙÅ ÕÇÌÙ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. óÔÏÒÏÎÙ ÏÒÔÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ. ôÏÇÄÁ
ÉÚ ÓÔÒÏÇÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f (ÌÅÍÍÁ 4) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÒÔÏÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 14. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÚÁÄÁÞÕ æÁÎØÑÎÏ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÌÑ ËÁËÉÈ
ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É ÂÕÄÅÔ
ÌÉ ÏÎ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 15. ÷ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÁÎÙ ÔÒÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÅ-
ÓÑ ÐÒÑÍÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÔÏÞÅË A;B;C (ÐÏ ÏÄÎÏÊ
ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ), ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÔÒÅÈ ÐÒÑÍÙÈ ÏÂÒÁÚÕÅÔ
ÒÁ×ÎÙÅ ÕÇÌÙ Ó Ä×ÕÍÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (AB É AC
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÕÇÌÙ Ó ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ A É Ô. Ä.)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 16. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ m ÔÏÞÅË. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ
ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ M , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ m ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó ÏÂÝÉÍ ÎÁÞÁÌÏÍ ×
M , ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ Ë ÜÔÉÍ ÔÏÞËÁÍ, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ? óËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË M ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 17. ðÕÓÔØ M | ÔÏÞËÁ ×ÎÕÔÒÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ABCD, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏ ×ÅÒÛÉÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ Ò£ÂÒÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ
×ÉÄÎÙ ÉÚ ÔÏÞËÉ M ÐÏÄ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ Ä×ÕÈ ÜÔÉÈ
ÕÇÌÏ× ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÔÅÔÒÁÜÄÒ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÁÑ
ÔÏÞËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÐÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ÏÎÁ ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.)

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 18. þÅÔÙÒÅ ÄÅÒÅ×ÎÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ
4 ËÍ. öÉÔÅÌÉ ÈÏÔÑÔ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÉÈ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÄÏÒÏÇ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÄÅÒÅ×ÎÉ ÍÏÖÎÏ
ÂÙÌÏ ÐÒÏÅÈÁÔØ × ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ. ïÎÉ ÓÏÂÒÁÌÉ ÄÅÎØÇÉ ÎÁ 11 ËÍ ÄÏÒÏÇÉ. è×ÁÔÉÔ ÌÉ ÜÔÏÇÏ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 19. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. ðÁÕË Ó×ÑÚÁÌ ×ÓÅ
×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. ëÁËÏ×Á ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÄÌÉÎÁ ÐÁÕÔÉÎÙ? äÁÄÕÔ
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ÌÉ ÏÔ×ÅÔ ÞÅÔÙÒÅ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ, ÉÌÉ ÐÁÕË ÓÍÏÖÅÔ ÏÂÏÊÔÉÓØ
ÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÏÊ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 20. óÅÔØÀ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË A1; : : : ; An ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉ-
ÓÔÅÍÁ ÏÔÒÅÚËÏ× (ÇÒÁÆ), ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ É ÉÍÅÀÝÁÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ
ÄÌÉÎÕ.

ðÒÉÍÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÞÔÏ ÓÅÔØ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ
ÔÏÞÅË. ôÏÞËÉ A1; : : : ; An ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, Á
ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ | ÌÏÖÎÙÍÉ.

a) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÔØ ûÔÅÊÎÅÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓ×ÑÚÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ, Ô. Å. ÏÎÁ Ó×ÑÚÙ×ÁÅÔ
×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÐÕÔÅÊ, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ
×ÅÒÛÉÎ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÕÔØ, ÉÈ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ;

b) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÌÏÖÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÅÔÉ ûÔÅÊÎÅÒÁ ×ÙÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ 3
ÏÔÒÅÚËÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÒÁ×ÎÙ 2�=3;

c) ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÈÏÄÑÔ 1; 2 ÉÌÉ 3 ÏÔÒÅÚËÁ.
÷ ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÕÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2�=3, × ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÕÇÌÙ
ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÒÁ×ÎÙ 2�=3;

d) ÐÏÓÔÒÏÊÔÅ ÓÅÔØ ûÔÅÊÎÅÒÁ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ (ÓÒÁ×ÎÉÔÅ Ó ÕÐÒÁÖ-
ÎÅÎÉÅÍ 18). äÌÑ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ. äÌÑ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÌÑ ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ (ÓÒÁ×ÎÉÔÅ Ó ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅÍ 19). äÌÑ ËÕÂÁ.

íÙ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÍ ÜÔÏÔ ÐÁÒÁÇÒÁÆ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.
îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ áÄÁÍÁÒÁ x ∗ y ÔÏÞÅË x; y ∈ Rn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ
Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x1y1; : : : ; xnyn) ∈ Rn, ÇÄÅ xi; yi | ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x É y.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 21. ðÕÓÔØ ÁÆÆÉÎÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ P É D Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ
ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑÍÉ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ × Rn. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ (ÔÏÞËÕ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ËÁÖÄÁÑ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ áÄÁÍÁÒÁ ÔÏÞËÉ ÉÚ P É ÔÏÞËÉ ÉÚ D.

ðÏÄÓËÁÚËÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Rn ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ
ÚÁÄÁÞÕ

fx(p; d) = pT · d− xT · ln(p ∗ d) → min; p ∈ P; d ∈ D; p > 0n; d > 0n:

úÄÅÓØ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏ: ln v = (ln v1; : : : ; ln vn)T ÄÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ
ÔÏÞÅË v. óÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ: x > 0n ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ xi > 0 ÄÌÑ ×ÓÅÈ i ÏÔ 1
ÄÏ n.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 7. éÚ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÏÐÏÌ-
ÎÑÀÝÅÊ ÎÅÖÅÓÔËÏÓÔÉ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÎÅ-
ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ p ∈ P É d ∈ D, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ pidi = 0, 1 6 i 6 n (ÓÍ.
ÔÁËÖÅ [9]).

3. ðÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ
ëÁÖÄÙÊ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ/ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ f0(x1; : : : ; xn), ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-

ÎÏÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÔÉÐÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ× fi(x1; : : : ; xn) = 0, 1 6 i 6 m, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

Lxj (x) = 0; 1 6 j 6 m;
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ÇÄÅ L = L(x; �) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ ∑m
i=0 �ifi(x) ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÈ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ � = (�0; : : : ; �m), ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ (ÐÒÁ-
×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ). ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ fi ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÅ,
ÞÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÍ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÜÔÏÊ ÎÅÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ �0 ÒÁ×ÎÏ ÌÉÂÏ 0, ÌÉÂÏ 1, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ
Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ. üÔÏ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÏÄÎÏ-
ÒÏÄÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ �i. éÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÍ
ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ �0 = 1 É ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ �0 = 0
ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÌÕÞÁÊ �0 = 0 ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÄÁ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ ÜËÓÔÒÅÍÕ-
ÍÁ, ÏÄÎÁËÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÜÔÏ ËÒÁÊÎÅ ÒÅÄËÏ, × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ, × ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ.
óÍÙÓÌ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÉÚÂÅ-
ÖÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ñ×ÎÏ ×ÙÒÁÖÁÔØ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ ÞÉÓÌÁ x1; : : : ; xn ÞÅÒÅÚ
ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á fi(x) = 0, i = 1; : : : ;m. ïÂÙÞÎÏ
ÐÒÁ×ÉÌÏ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÐÒÏÝÅ × ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ, ÞÅÍ ÍÅÔÏÄ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ,
ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÏÎÏ ÞÁÓÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏÎÑÔØ ÓÍÙÓÌ É ÐÒÉÒÏÄÕ ÒÅÛÅÎÉÑ.

ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÓÉÌÕ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ.
ðÒÉÍÅÒ 9. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

f(x; y) = 5x2 + 2xy + 3y2

ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ g(x; y) = 7x2 + 2xy + 4y2 − 3 = 0:
òÅÛÅÎÉÅ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ g(x; y) = 0, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÒÁÚÉÔØ y ÞÅÒÅÚ

x (ÉÌÉ x ÞÅÒÅÚ y). ïÄÎÁËÏ ÐÒÑÍÁÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
f ′(x; y(x)) = 0 ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÛÅÓÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ | ÄÁÖÅ Ë
Ä×ÕÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ, ÉÚ-ÚÁ ÚÎÁËÁ ± ÐÅÒÅÄ ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔÏÍ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ y(x).
þÔÏÂÙ ÜÔÏÇÏ ÉÚÂÅÖÁÔØ, ÐÏÓÔÕÐÁÅÍ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ: ÓÏÈÒÁÎÑÅÍ ÏÂÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x; y
É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ: L = f(x; y) + �g(x; y). äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÐÏ x É ÐÏ y,
ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ {

10x+ 2y + �(14x+ 2y) = 0;
6y + 2x+ �(8y + 2x) = 0:

÷ÙÒÁÖÁÑ � ÉÚ ÏÂÅÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÐÒÉÒÁ×ÎÉ×ÁÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ 10x+ 2y
14x+ 2y = 6y + 2x

8y + 2x .
òÅÛÁÑ ÜÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÉÍÅÅÍ y

x = −1 ÉÌÉ 2. ôÅÐÅÒØ ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ×
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ g(x; y) = 0, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÐÏÄÏÚÒÉÔÅÌØÎÙÈ� ÎÁ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÔÏ-
ÞÅË (x; y). ÷ÙÞÉÓÌÑÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÍÉ-
ÎÉÍÕÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ (x; y) = (−1

3 ;
1
3 ) É (x; y) = (1

3 ;−
1
3 ). äÁÌÅÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ

ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ (ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ g(x; y) = 0 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ
ÜÌÌÉÐÓ, Á ÚÎÁÞÉÔ | ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 22. úÁÄÁÞÁ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÉ. äÌÑ n ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ x1; : : : ; xn ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ Pn

k=1 xk = 1 ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙPn
k=1 xk lnxk (ÜÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ, ×ÚÑÔÁÑ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÍÉÎÕÓ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÜÎÔÒÏÐÉÅÊ).
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 23. ëÁËÏ×Ù ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× n

ÞÉÓÅÌ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÞÅÔ×ÅÒÔÙÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÒÁ×ÎÁ 1?
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 24. åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÐÑÔÉ ÞÉÓÅÌ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ) ÒÁ×ÎÁ 1,
Á ÓÕÍÍÁ ÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁ×ÎÁ 13, ÔÏ ËÁËÏ×Ï ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÉÈ
ËÕÂÏ×?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 25. åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÐÑÔÉ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 1, a ÓÕÍÍÁ ÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁ×ÎÁ 11,
ÔÏ ËÁËÏ×Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÉÈ ËÕÂÏ×?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 26. P5
i=1 x4

i → extr;P5
i=1 xi = P5

i=1 x3
i = 0;P5

i=1 x2
i = 4:

ðÏÄÓËÁÚËÁ Ë ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÞÅÔÙÒÅÍ ÚÁÄÁÞÁÍ: ÏÂÙÞÎÏ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ �j . éÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ xi ÄÏÌÖ-
ÎÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÔØ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ
ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ | ËÏÒÎÅÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ. äÁÌÅÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ
ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÉ.

ðÒÉÍÅÒ 10. ûÁÒÎÉÒÎÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÐÌÏÝÁÄÉ. óÔÏ-
ÒÏÎÙ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅÀÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÄÌÉÎÙ É ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÛÁÒÎÉÒÁÍÉ
× ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÁË, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØ Ó×ÏÀ ÆÏÒÍÕ. ÷ ËÁËÏÍ ÐÏ-
ÌÏÖÅÎÉÉ ÐÌÏÝÁÄØ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ?

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 8. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÅÝÅ ÄÒÅ×ÎÉÍ ÇÒÅËÁÍ, ÏÄÎÁËÏ ÒÅ-
ÛÅÎÁ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÔÏÌØËÏ × XIX ×ÅËÅ ×ÙÄÁÀÝÉÍÓÑ Û×ÅÊÃÁÒÓËÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÏÍ ñËÏÂÏÍ
ûÔÅÊÎÅÒÏÍ (1796{1863). ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÛÁÒÎÉÒÎÏÇÏ ÞÅ-
ÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÙ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÐÏÈÏÖÅÊ ÎÁ
ÆÏÒÍÕÌÕ çÅÒÏÎÁ (ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2).

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ a; b; c; d | ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-
ÒÅÚ � ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ a É b, É ÞÅÒÅÚ � | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ c É d. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ e | ÄÉÁ-
ÇÏÎÁÌØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ ÕÇÌÁ. ðÌÏÝÁÄØ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ
ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× abe É cde:

S = 1
2ab sin�+ 1

2cd sin�:

ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ � É �? ðÒÉÍÅÎÉ× ÔÅÏÒÅÍÕ ËÏÓÉÎÕÓÏ× Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-
ËÁÍ abe É cde, ÐÏÌÕÞÉÍ e2 = a2 + b2 − 2ab cos� É e2 = c2 + d2 − 2cd cos�. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ,




S(�; �) = 1

2
(
ab sin�+ cd sin�

)
→ max;

a2 + b2 − 2ab cos� = c2 + d2 − 2cd cos�:
(3)

÷ÙÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ:

L(�; �; �) = 1
2
(
ab sin�+ cd sin�

)
+ �

(
a2 + b2 − 2ab cos�− c2 − d2 + 2cd cos�

)
:

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÐÏ � É �:

L� = 0 ⇔ 1
2ab cos�+ 2�ab sin� = 0;

L� = 0 ⇔ 1
2cd cos� − 2�cd sin� = 0:

(4)
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éÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ tg� = − 1
4� , ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ tg � = 1

4� . éÔÁË,
tg� = − tg �, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ � = �− �. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË abcd
×ÐÉÓÁÎ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,

ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ
ÐÌÏÝÁÄØ ÉÍÅÅÔ ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 9. íÙ ÎÅ ÓÔÁÌÉ ÒÅÛÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ (4) ÐÏÌÎÏÓÔØÀ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÎÅ
ÓÔÁÌÉ ÉÓËÁÔØ �. ÷ ÜÔÏÍ ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �
ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ, ÞÔÏÂÙ ×Ù×ÅÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï tg� = − tg �. ÷ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ× ÐÒÉ
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÅ ÎÕÖÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

éÎÔÕÉÔÉ×ÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÛÁÒÎÉÒÎÏÇÏ ÞÅ-
ÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ×ÐÉÓÁÎ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. åÓÌÉ ÎÅÍÎÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ
ÕÇÏÌ �, ÄÌÉÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ e Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÇÏÌ � ÔÁËÖÅ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ. ôÁËÉÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× �+� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÁÒÇÕ-
ÍÅÎÔÁ �. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ � ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �+� = �.
îÅÔÒÕÄÎÏ ÔÁËÖÅ ÎÁÊÔÉ ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �. úÁÍÅÎÑÑ � ÎÁ �−� ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ
ÓÉÓÔÅÍÙ (3), ÐÏÌÕÞÁÅÍ cos� = (a2 + b2 − c2 − d2)=(2ab + 2cd). úÁÍÅÎÑÑ sin� ÎÁ√

1− cos2 � É ÐÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ × ÐÅÒ×ÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (3), ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ:

S = 1
4
√

(a+ b+ c− d)(a+ b− c+ d)(a− b+ c+ d)(−a+ b+ c+ d) : (5)

üÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ âÒÁÈÍÁÇÕÐÔÙ (VII ×ÅË Î. Ü.), ×ÙÒÁÖÁÀÝÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ×ÐÉ-
ÓÁÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÅÒÅÚ ÄÌÉÎÙ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ. ïÎÁ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ÌÀÂÙÍ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÄÌÉÎ a, b, c, d ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍ-
ÍÙ ÔÒÅÈ ÄÒÕÇÉÈ. åÓÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÏÌØ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ
çÅÒÏÎÁ.

äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ a; b; c; d ×ÅÌÉÞÉÎÁ (5) ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ
ÐÌÏÝÁÄØ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ a; b; c; d, Á ÅÇÏ ÐÌÏ-
ÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ S, ÔÏ

S 6 1
4
√

(a+ b+ c− d)(a+ b− c+ d)(a− b+ c+ d)(−a+ b+ c+ d) :

òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ.
ôÁË ËÁË ÔÏÞËÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ S(�) ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁ, ÔÏ
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. åÓÌÉ �+� < �, ÔÏ S(�) ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �, Á ÅÓÌÉ

�+ � > �, ÔÏ S(�) ÕÂÙ×ÁÅÔ.
ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ë ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÍÎÏÇÏ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁÍ.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÎÁÉ-

ÂÏÌØÛÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ ÉÍÅÅÔ ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ n ÓÔÏÒÏÎ. äÌÑ n = 3 ÄÏËÁ-

ÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ, ÄÌÑ n = 4 ×Ó£ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, n > 5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
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ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÄÁÎÎÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ
ÓÔÏÒÏÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏ-
ÇÏ ËÒÕÇÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ. åÓÌÉ ÍÙ ÐÏÚ×ÏÌÉÍ ÕÇÌÁÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ 0 ÄÏ 2� ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ, Á ×ÅÒÛÉÎÁÍ | ÌÅÖÁÔØ
ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÂÕÄÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÏ.
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÐÌÏÝÁÄÉ. üÔÏÔ ÍÎÏÇÏ-
ÕÇÏÌØÎÉË ×ÙÐÕËÌÙÊ (ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ ÞÁÓÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÏÔÞÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÞÉÔÁÔÅÌÀ). éÔÁË, ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ×ÙÐÕËÌÙÊ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ
ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ. óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÎÁÛÅÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÔ, Õ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÕÇÌÏ× ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÉ ×ÅÒ-
ÛÉÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ A;B;C;D, ÐÒÉ ÜÔÏÍ A É C | ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ ÕÇÌÙ
Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÕÍÍÏÊ. åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÐÉÓÁÎÎÙÍ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ
ÕÇÌÏ× BAD É BCD ÍÅÎØÛÅ �. õ×ÅÌÉÞÉÍ ÎÅÍÎÏÇÏ ÕÇÏÌ BAD, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÄÌÉÎÙ ÓÔÏ-
ÒÏÎ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD, É ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ ËÕÓËÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ,
ÐÒÉÍÙËÁÀÝÉÅ Ë ÜÔÉÍ ÓÔÏÒÏÎÁÍ. ðÌÏÝÁÄØ ABCD ÐÒÉ ÜÔÏÍ Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ (ÓÌÅÄ-
ÓÔ×ÉÅ 3), É ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Õ×ÅÌÉÞÉÔÓÑ É ÐÌÏÝÁÄØ ×ÓÅÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ, ÔÁË ËÁË ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ×ÙÐÕËÌÙÊ, ÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ
Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÕÇÌÁ BAD ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ (ÈÏÔÑ,
ÍÏÖÅÔ ÐÏÔÅÒÑÔØ ×ÙÐÕËÌÏÓÔØ). üÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅ-
ÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ, ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 27. ïÔÇÏÒÏÄÉÔØ ÏÔ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÂÅÒÅÇÁ ÒÅËÉ ÚÁÂÏÒÏÍ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉ-
ÎÙ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÚÅÍÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÐÌÏÝÁÄÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 28. ôÏ ÖÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ, ÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÂÏÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒÅÈ ÓÅËÃÉÊ ÆÉË-
ÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏÊ) ÄÌÉÎÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 29. äÏËÁÖÉÔÅ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ: ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÐÌÏÓËÉÈ ÎÅ-
ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÉ×ÙÈ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔØ.

ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÀÝÁÑ Â�ÏÌØÛÕÀ ÐÌÏ-
ÝÁÄØ, ÎÅÖÅÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ËÒÕÇ. ðÒÉÂÌÉÚÉÍ ÜÔÕ ËÒÉ×ÕÀ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ Ó ×ÅÒ-
ÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ ËÒÉ×ÏÊ,
Á ÐÌÏÝÁÄØ (ÐÒÉ ÈÏÒÏÛÅÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ) | ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÂÏÌØÛÅ ÐÌÏÝÁÄÉ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ËÒÕÇÁ. äÁÌÅÅ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4.

ïÂ ÉÚÏÐÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÉÔÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ × [16], [8].

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 30. úÁÄÁÞÁ äÉÄÏÎÙ. ÷ÅÒÅ×ËÏÊ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏÔÇÏÒÏÄÉÔØ ÏÔ ÐÒÑÍÏ-
ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÂÅÒÅÇÁ ÍÏÒÑ ÕÞÁÓÔÏË ÚÅÍÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÐÌÏÝÁÄÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 31. ÷ÅÒÅ×ËÏÊ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏÔÇÏÒÏÄÉÔØ ÏÔ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ ÆÉÇÕÒÕ ÎÁÉ-
ÂÏÌØÛÅÊ ÐÌÏÝÁÄÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 32. ôÏ ÖÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÕÇÌÁ �
4 , É ÄÌÑ ÕÇÌÁ �

3 .

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 33. ëÒÉ×ÏÊ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎ-
ÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ.
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 34. ôÏ ÖÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ (ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÙÔØ ÏÓÔÏÒÏÖÎÙÍ Ó
ËÁÖÕÝÉÍÓÑ ÓÈÏÄÓÔ×ÏÍ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ!)

ðÒÉÍÅÒ 11. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÕ P ×ÎÕÔÒÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍ-
ÍÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÌÉÎ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ë ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÍ ÏÔ P ÄÏ ÜÔÉÈ ÓÔÏÒÏÎ
ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ a; b; c | ÄÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á x; y; z | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ
ÏÔ P ÄÏ ÜÔÉÈ ÓÔÏÒÏÎ. îÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÕÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ f(x; y; z) = a

x + b
y + c

z .
ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ x; y É z Ó×ÑÚÁÎÙ ÞÅÒÅÚ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×. óÏÅÄÉÎÉ×
ÔÏÞËÕ P Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÍÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ,
ÓÕÍÍÁ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ S. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ax2 + by

2 + cz
2 = S. éÔÁË,




f(x; y; z) = a

x + b
y + c

z → min;
ax+ by + cz = 2S:

(6)

äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ

L(x; y; z; �) = a
x + b

y + c
z + �

(
ax+ by + cz − 2S

)
;

ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ




− a
x2 + �a = 0;

− b
y2 + �b = 0;

− c
z2 + �c = 0;

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ x = y = z. úÎÁÞÉÔ ÔÏÞËÁ P ÒÁ×ÎÏÕÄÁÌÅÎÁ
ÏÔ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, P | ÃÅÎÔÒ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 10. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÎÁ íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÏÊ ïÌÉÍÐÉÁÄÅ 1980 Ç. × ÷ÁÛÉÎÇÔÏÎÅ. ëÁË ×ÉÄÉÍ, ÐÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁ-
ÇÒÁÎÖÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ËÏÒÏÔËÏÍÕ É ×ÐÏÌÎÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ. íÙ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ
ÞÉÔÁÔÅÌÀ ÐÏÐÒÏÂÏ×ÁÔØ ÄÒÕÇÉÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ (6) (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÙÒÁÖÁÑ
ÏÄÎÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÉÅ). îÅÔÒÕÄÎÏ ÂÕÄÅÔ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ
ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍÉ É ÍÅÎÅÅ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 35. þÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ M , ÌÅÖÁÝÕÀ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ K,
ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÏÔÒÅÚÏË AB Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÕÇÌÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÅÌÉÞÉÎÁ 1

MA + 1
MB

ÂÙÌÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ. (áÍÅÒÉËÁÎÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ, 1979 Ç.)
ðÏÄÓËÁÚËÁ: × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÄÏÂÎÏ ×ÚÑÔØ ÕÇÌÙ � = MKA É � = MKB.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 36. ðÒÉ ÔÅÈ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÕÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ

√
KA+

√
KB:
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 37. ôÏÞËÁ ÕÄÁÌÅÎÁ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ 2; 5
É 10 ÓÍ. (2 | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ). ëÁËÏ×Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ
ÐÌÏÝÁÄØ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ?
(óÏÒÏÓÏ×ÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, òÏÓÓÉÑ, 1997 Ç.)

ðÒÉÍÅÒ 12. óÎÏ×Á ÐÒÏ ÚÁËÏÎ óÎÅÌÌÉÕÓÁ. ðÒÁ×ÉÌÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ìÁÇÒÁÎ-
ÖÁ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÜÌÅÇÁÎÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁËÏÎÏ× ÐÒÅÌÏÍÌÅÎÉÑ É
ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ Ó×ÅÔÁ. ôÅÐÅÒØ ÐÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (1) ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÚÏ×ÁÔØ ÐÒÑÍÕÀ l É Ó×ÏÄÉÔØ ×Ó£ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ó ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, Á × ÄÕ-
ÈÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÍ ÏÂÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f(M) ÎÁ
×ÓÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ M ∈ l ÔÅÐÅÒØ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó×Ñ-
ÚÉ 〈−−→AM;n〉 = c, ÇÄÅ n | ×ÅËÔÏÒ, ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ ÐÒÑÍÏÊ l, Á c | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ
ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ L(M;�) = f(M) + �(〈−−→AM;n〉− c), ÐÏÌÕ-
ÞÁÅÍ f ′(M) + �n = 0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

f ′(M) = 1
va
|AM |′ + 1

vb
|BM |′ = 1

va
ua + 1

vb
ub;

ÇÄÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ua; ub ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ × ÐÒÉÍÅÒÅ 1. éÔÁË,
1
va
ua + 1

vb
ub = −�n;

Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ 1
va
ua + 1

vb
ub ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ l. éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÓÕÍÍÁ

ÐÒÏÅËÃÉÊ ×ÅËÔÏÒÏ× 1
va
ua É 1

vb
ub ÎÁ l ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ

sin�
va

= sin�
vb

:

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 38. îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÁ ÐÒÑÍÁÑ É ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÎÅÊ. îÁÊÔÉ
(ÉÌÉ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ) ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ
ÄÏ ÔÒÅÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. óËÏÌØËÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 39. ÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÁÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÎÅÊ.
îÁÊÔÉ (ÉÌÉ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ) ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓ-
ÓÔÏÑÎÉÊ ÄÏ ÔÒÅÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 40. òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÉ 38 É 39 ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË.
ðÒÉÍÅÒ 13. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍÉ). äÌÑ

ÌÀÂÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xn ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
xn1 + : : :+ xnn > nx1 · : : : · xn:

(ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ x1 · : : : ·xn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎ xn1 ; : : : ; xnn).
òÅÛÅÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ xn1 +: : :+xnn = a É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ

ÚÁÄÁÞÕ: 



nx1x2 · : : : · xn → max;
xn1 + : : :+ xnn = a;
x1 > 0; : : : ; xn > 0:

(7)

ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ ÷ÅÊÅÒÛÔÒÁÓÓÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ (x1; : : : ; xn). ñÓÎÏ, ÞÔÏ
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×ÓÅ xi ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÉÎÁÞÅ nx1x2 · : : : · xn = 0, Á ÜÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ.
äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ, ÐÏÌÕÞÉÍ

nx1 · : : : · xn + �nxni = xiL′xi = 0; i = 1; : : : ; n;
ÏÔËÕÄÁ x1 = · · · = xn. éÔÁË, × ÔÏÞËÁÈ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ x1 = · · · = xn, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ
nx1x2 ·: : :·xn = xn1 +: : :+xnn = a. úÎÁÞÉÔ, ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ nx1x2 ·: : :·xn <
< a, ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÜËÓ-
ÔÒÅÍÁÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ. ÷ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ× ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÒÁ-
×ÅÎÓÔ× ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÂÅÚÏÔËÁÚÎÏ. âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÉÚ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÎÏÇÒÁ-
ÆÉÉ [5] ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÙ Ó×ÅÄ�ÅÎÉÅÍ ÉÈ Ë ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÍ ÚÁÄÁÞÁÍ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 41. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ç£ÌØÄÅÒÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p > 1 É ÐÒÏ-
ÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x1; : : : ; xn, y1; : : : ; yn ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ

nX
k=1

xkyk 6
� nX
k=1

xpk
�1=p� nX

k=1
yqk
�1=q

;

ÇÄÅ q = p=(p− 1). äÌÑ ËÁËÉÈ xk É yk ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï?
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 42. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï áÄÁÍÁÒÁ. ðÕÓÔØ A = (aij)ni;j=1 | Ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ

ÍÁÔÒÉÃÁ ÐÏÒÑÄËÁ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

(detA)2 6
nY
i=1

� nX
j=1

a2
ij

�
:

íÙ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÍ ÜÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.
ðÒÉÍÅÒ 14. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ (n × n)-ÍÁÔÒÉÃÁ ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ

ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ.
òÅÛÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜËÓÔÒÅÍÁÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ:{

f(x) = 〈Ax; x〉 → max;
〈x; x〉 = 1; (8)

ÇÄÅ 〈; 〉 | ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × Rn. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÉÝÅÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ
ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. ÷ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ
ÍÁËÓÉÍÕÍÁ x ∈ Rn. äÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÑ ÌÁÇÒÁÎÖÉÁÎ × ÔÏÞËÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

L′x = 2Ax+ 2�x = 0:
óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ Ó ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-
ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ −�.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ 11. ïÂÙÞÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ×ÅË-
ÔÏÒÁ Õ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ × Rn ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÈÁÒÁËÔÅ-
ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÒÁ×ÉÌÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ
ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï: ÏÎÏ ÐÏÞÔÉ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-
ÍÅÒÎÙÅ ÏÐÅÒÁÔÏÒÙ. éÍÅÎÎÏ ÔÁË ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÊ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎ-
ÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ × ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÅ
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ÚÎÁÞÅÎÉÅ. üÔÏÔ ÆÁËÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÀÞÅ×ÙÍ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ çÉÌØÂÅÒ-
ÔÁ { ûÍÉÄÔÁ Ï ÓÐÅËÔÒÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÓÁÍÏÓÏÐÒÑÖÅÎÎÏÇÏ ÏÐÅ-
ÒÁÔÏÒÁ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [12]). üÔÏÔ ÖÅ ÐÒÉÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÊ Õ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

4. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÜËÏÎÏÍÉËÅ
÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÜËÏÎÏÍÉËÅ ÔÅÏÒÉÑ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ

ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÏ×. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÉÍÅÒÏ× ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, × ËÎÉÇÁÈ [1, 2, 4]. íÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÉ ÜÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÔÅÍÉ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ. ëÁË ÇÏ×ÏÒÉÌ ×ÙÄÁÀÝÉÊÓÑ
ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÜËÏÎÏÍÉÓÔ áÌØÆÒÅÄ íÁÒÛÁÌÌ (1842{1924): �ëÒÁÓÉ×ÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÁÑ Ë ÜËÏÎÏÍÉËÅ, ×ÒÑÄ ÌÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÔ Ë ÈÏÒÏÛÉÍ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÁÍ�. ÷ ÜÔÏÍ, ×ÉÄÉÍÏ, ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ ÓÐÅÃÉÆÉËÁ ×ÓÅÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ
Ë ÒÅÁÌØÎÏÊ ÖÉÚÎÉ. îÁ ÐÅÒ×ÏÍ ÍÅÓÔÅ ÚÄÅÓØ ÓÔÏÉÔ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ËÒÁÓÏÔÁ, ÓËÏÌØËÏ
ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔØ. íÙ ÒÅÛÉÌÉ ×ËÌÀÞÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× × ÓÔÁÔØÀ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÇÌÑÄÎÏ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔ ÓÐÅÃÉÆÉËÕ ÐÒÅÄÍÅÔÁ, Á ËÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, ÚÎÁËÏÍÑÔ Ó ÎÁÕËÏÊ ÆÏÒÍÁÌÉÚÁÃÉÉ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 43. ïÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÃÅÎÁ. ÷Ù ÈÏÔÉÔÅ ÐÒÏÄÁÔØ ÍÁÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÏ-
ÉÌÁ ÷ÁÍ 9 000 Å×ÒÏ. ÷ÁÍ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓËÏÌØËÏ ÐÏËÕÐÁÔÅÌØ ÓÐÏÓÏÂÅÎ ÚÁÐÌÁÔÉÔØ, ÎÏ ÍÁË-
ÓÉÍÕÍ, ÎÁ ÞÔÏ ÷Ù ÎÁÄÅÅÔÅÓØ, ÜÔÏ 15 000 Å×ÒÏ. óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÃÅÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÐÏËÕÐÁÔÅÌØ
ÇÏÔÏ× ÚÁÐÌÁÔÉÔØ, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ (Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ) ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ
ÜÔÉÍÉ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ. åÓÌÉ ÷Ù ÚÁÐÒÏÓÉÔÅ Â�ÏÌØÛÕÀ ÃÅÎÕ, ÔÏ ÓÄÅÌËÁ ÓÏÒ×ÅÔÓÑ. åÓÌÉ ÍÅÎØ-
ÛÅ, ÔÏ ÷Ù ÐÒÏÉÇÒÁÅÔÅ × ×ÙÒÕÞËÅ. ëÁËÕÀ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÕÀ ÃÅÎÕ ÷Ù ÄÏÌÖÎÙ ÚÁÐÒÏÓÉÔØ,
ÞÔÏÂÙ ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÏÖÉÄÁÅÍÕÀ ÐÒÉÂÙÌØ?

÷ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÄÅÌÏ ÏÓÌÏÖÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ ÉÝÅÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Å ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 44. îÅÂÏÓËÒÅÂÙ. óÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÊËÉ ÚÄÁÎÉÑ × x ÜÔÁÖÅÊ ÉÓÞÉÓÌÑ-
ÅÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ:

(1) 10 ÍÉÌÌÉÏÎÏ× ÄÏÌÌÁÒÏ× ÚÁ ÚÅÍÌÀ,
(2) 1

4 ÍÉÌÌÉÏÎÁ ÚÁ ËÁÖÄÙÊ ÜÔÁÖ,
(3) ÎÁÄÂÁ×ËÁ × 10 000x ÄÏÌÌÁÒÏ× ÚÁ ÜÔÁÖ (ÞÅÍ ×ÙÛÅ, ÔÅÍ ÄÏÒÏÖÅ).
óËÏÌØËÏ ÜÔÁÖÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ × ÚÄÁÎÉÉ, ÞÔÏÂÙ ÓÒÅÄÎÑÑ ÃÅÎÁ ÚÁ ÜÔÁÖ ÂÙÌÁ ÍÉÎÉ-

ÍÁÌØÎÏÊ?
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 45. ïÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÇÏÎÏÒÁÒ. ðÅ×ÅÃ ÓÏÂÉÒÁÅÔÓÑ ÚÁÐÉÓÁÔØ Ó×ÏÊ DVD.

÷ ÏÔÄÅÌÅ ÍÁÒËÅÔÉÎÇÁ ÅÍÕ ÓËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔÐÕÓËÎÁÑ ÃÅÎÁ ÅÇÏ DVD ÂÕÄÅÔ 26 ÄÏÌÌÁÒÏ×
ÚÁ ÄÉÓË, ÔÏ ÏÖÉÄÁÅÔÓÑ ÐÒÏÄÁÔØ 5 000 ÄÉÓËÏ×.

óÁÍÏÊ ËÏÍÐÁÎÉÉ ËÁÖÄÙÊ ÄÉÓË ÏÂÏÊÄÅÔÓÑ × 5 ÄÏÌÌÁÒÏ×.
(1) ëÁËÁÑ ÏÔÐÕÓËÎÁÑ ÃÅÎÁ ÚÁ ÄÉÓË ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÅÔ ÐÒÉÂÙÌØ ÆÉÒÍÙ? ëÁËÏ×Á ÜÔÁ ÍÁË-

ÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÒÉÂÙÌØ?
(2) ëÁËÏÊ Á×ÔÏÒÓËÉÊ ÇÏÎÏÒÁÒ Ó ËÁÖÄÏÇÏ ÄÉÓËÁ ÐÅ×ÅÃ ÄÏÌÖÅÎ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ Ó ÆÉÒÍÙ,

ÞÔÏÂÙ ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ Ó×ÏÀ ÐÒÉÂÙÌØ?
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 46. æÒÕËÔÙ ÎÁ ÒÙÎËÅ. îÅËÔÏ ÐÒÉÛÅÌ ÎÁ ÒÙÎÏË, ÇÄÅ ÐÒÏÄÁÅÔÓÑ ÎÅ-

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÉÄÏ× ÆÒÕËÔÏ×. ÷ÓÅ ×ÉÄÙ | ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÃÅÎÅ × 1 ÄÏÌÌÁÒ
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ÚÁ ÆÕÎÔ. õÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÉÔ ÐÏËÕÐÁÔÅÌØ, ËÕÐÉ× m1 ÆÕÎÔÏ× ÐÅÒ×ÏÇÏ ×ÉÄÁ
ÆÒÕËÔÏ×, m2 | ×ÔÏÒÏÇÏ É Ô. Ä. (×ÓÅ ÞÉÓÌÁ | ÃÅÌÙÅ) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀQn
i=1 mi. õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ 100 ÄÏÌÌÁÒÏ×. ëÁË ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÉÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ

ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅ?
ïÄÉÎ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÏÐÏÌÁÇÁÀÝÉÈ ÚÁËÏÎÏ× ÜËÏÎÏÍÉËÉ | ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÅÖÄÕ ÓÐÒÏ-

ÓÏÍ É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅÍ. ó Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÃÅÎÙ ÚÁ ÕÓÌÕÇÕ ÉÌÉ ÐÒÏÄÕËÔ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ
ÞÉÓÌÏ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ËÌÉÅÎÔÏ×. õÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÃÅÎÙ ÐÒÉ×ÌÅÞÅÔ ÂÏÌØÛÅ ËÌÉÅÎÔÏ×,
ÎÏ ÓÎÉÚÉÔ ÐÒÉÂÙÌØ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ Ó ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ. ðÏÉÓË �ÔÏÞËÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ� |
ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÙÇÏÄÎÏÊ ÃÅÎÙ, ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÀÝÅÊ ÏÂÝÕÀ ÐÒÉÂÙÌØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ
ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÐÒÏÂÌÅÍ. óÐÏÓÏÂÙ ÐÏÉÓËÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÃÅÎÙ, ËÏÎÅÞÎÏ ÖÅ, ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ
ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ËÏÇÄÁ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÃÅÎÁ, ÏÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ ËÁË ÄÌÑ ÐÒÏÄÁ×ÃÁ, ÔÁË É ÄÌÑ ËÌÉÅÎÔÁ, Ô. Å. ÃÅÎÁ,
ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÀÝÁÑ �ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅ� ÏÂÏÉÈ.

âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÒÙÎËÅ ÅÓÔØ ÐÒÏÄÁ×ÃÙ É ÐÏËÕÐÁÔÅÌÉ ÎÅ-
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÏ×ÁÒÁ. õ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÏÄÁ×ÃÁ ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÃÅÎÁ, ÚÁ ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ
ÇÏÔÏ× ÐÒÏÄÁÔØ ÔÏ×ÁÒ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏËÕÐÁÔÅÌÑ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ
ÃÅÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ ÇÏÔÏ× ÚÁ ÜÔÏÔ ÔÏ×ÁÒ ÚÁÐÌÁÔÉÔØ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÃÅÎÕ ÎÁ ÒÙÎËÅ. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏÄÁ×ÅÃ ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÔ Ó×ÏÀ
×ÙÇÏÄÕ: ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÒÏÄÁÓÔ ÐÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ ÃÅÎÅ, É ÔÅÍ, ÞÔÏ
ÏÎ ÓÍÏÇ ÂÙ ×ÙÒÕÞÉÔØ ÐÏ Ó×ÏÅÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÃÅÎÅ. ôÏ ÖÅ ÄÌÑ ÐÏËÕÐÁÔÅÌÑ: ÅÇÏ
×ÙÇÏÄÁ | ÜÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ÏÎ ÐÏÔÒÁÔÉÌ ÂÙ, ÐÏËÕÐÁÑ ÐÏ ÍÁËÓÉ-
ÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ ÓÅÂÑ ÃÅÎÅ, É ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÔÒÁÔÉÔ ÐÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÊ ÃÅÎÅ. óÕÍÍÁ ×ÙÇÏÄ
×ÓÅÈ ÐÏËÕÐÁÔÅÌÅÊ É ×ÓÅÈ ÐÒÏÄÁ×ÃÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÝÉÍ ÂÌÁÇÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ (total so-
cial welfare). ïÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÎÏ, ËÁË ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ �ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÊ�
ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÒÙÎËÁ. ÷ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

ÏÂÝÅÅ ÂÌÁÇÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÓÔÁ-
ÎÏ×ÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÒÙÎËÅ ÃÅÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÊ �ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ�.

ðÕÓÔØ ÒÙÎÏË ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÏ×ÁÒÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ S(P )
É ÆÕÎËÃÉÅÊ ÓÐÒÏÓÁ D(P ). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÃÅÎÁ ÒÁ×ÎÁ P , ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÐÒÏÄÕËÔÁ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ×ÓÅÍÉ ÐÒÏÄÁ×ÃÁÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ P ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÉÈ ÍÉÎÉ-
ÍÁÌØÎÏÊ ÃÅÎÙ, ÒÁ×ÎÏ S(P ); ÆÕÎËÃÉÑ ÓÐÒÏÓÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. äÌÑ ÐÒÏ-
ÓÔÏÔÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÏËÁ, ÞÔÏ ÏÂÅ ÆÕÎËÃÉÉ | ÁÆÆÉÎÎÙÅ (ÇÒÁÆÉËÉ | ÐÒÑÍÙÅ
ÌÉÎÉÉ).

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 47. (1) æÕÎËÃÉÉ S É D ÄÁÎÙ. ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÏÂÝÕÀ ×ÙÇÏÄÕ ÐÒÏÄÁ×ÃÏ× É
ÐÏËÕÐÁÔÅÌÅÊ ÞÅÒÅÚ P .

(2) ÷ÙÒÁÚÉÔÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ, É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ
ÃÅÎÙ ÏÂÝÅÅ ÂÌÁÇÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ.

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ
ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÉÌÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ. ïÄÎÁËÏ × ÚÁÄÁÞÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÉÇÒ, ÇÄÅ Ä×Á ÏÐ-
ÐÏÎÅÎÔÁ ÐÙÔÁÀÔÓÑ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ Ó×ÏÀ ÐÒÉÂÙÌØ, ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-
ÚÕÀÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ. óÏ ××ÅÄÅÎÉÅÍ × ÔÅÏÒÉÀ ÉÇÒ É ÅÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑÍÉ
ÍÏÖÎÏ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × [7].

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ËÏÇÄÁ ÅÓÔØ Ä×Å ÆÉÒÍÙ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ
ÐÒÏÄÕËÃÉÀ, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÐÒÏÓ ÎÁ ÒÙÎËÅ ÌÉÎÅÊÎÙÊ: p = 1 − q1 − q2. ãÅÎÁ
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ÐÒÏÉÚ×ÏÄÓÔ×Á ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÒÏÄÕËÃÉÉ Õ ÏÂÅÉÈ ÆÉÒÍ ÏÄÉÎÁËÏ×Á É ÒÁ×ÎÁ c. æÉÒÍÁ
1 ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÅÔ Ó×ÏÀ ×ÙÇÏÄÕ, Ô. Å. ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÃÅÎÕ q1, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÉÂÙÌØ

max
q1

(1− q1 − q2 − c)q1:

æÉÒÍÁ 2 ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÅÔ Ó×ÏÀ ×ÙÇÏÄÕ, Ô. Å. ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÃÅÎÕ q2. ïÄÎÁËÏ ÍÅÎÅÄÖÅÒÙ
ÆÉÒÍÙ 2 ÔÁËÖÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÀÔ ÏÂß£Í Ó×ÏÉÈ ÐÒÏÄÁÖ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ×ÅÓÏÍ �:

max
q2

(1− q1 − q2 − c)q2 + �(1− q1 − q2)q2:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÉÒÍÁ 2 ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÅÔ Ó×ÏÀ ÐÒÉÂÙÌØ × ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÅÅ
×ÙÇÏÄÁ ÎÅ ÕÐÁÄÅÔ ÎÉÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ �2.

ðÒÉÍÅÒ 15. ÷ËÌÁÄÞÉËÉ É ÁËÃÉÏÎÅÒÙ × ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÄÉÐÏÌÑ. ëÁËÁÑ ÉÚ
Ä×ÕÈ ÆÉÒÍ ÐÏÌÕÞÉÔ ÂÏÌØÛÕÀ ×ÙÇÏÄÕ × ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÐÒÉ � > 0?

òÅÛÅÎÉÅ. äÌÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÕÅÍ ÔÏÞËÕ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ îÜÛÁ (Nash equilib-
rium), ÇÄÅ ËÁÖÄÁÑ ÆÉÒÍÁ ×ÙÂÉÒÁÅÔ Ó×ÏÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ÃÅÎÙ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÚÎÁÅÔ
ÕÒÏ×ÅÎØ ÃÅÎÙ ÅÅ ÏÐÐÏÎÅÎÔÁ (ÄÒÕÇÏÊ ÆÉÒÍÙ). õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÏÓÔÉ ÄÁÅÔ

1− c− 2q1 − q2 = 0;
1− c− q1 − 2q2 + �− �q1 − 2�q2 = 0:

ðÏÌÏÖÉ× ' = 1− c+ �
1 + � , ÐÏÌÕÞÁÅÍ

q1 = 2
3 (1− c)− 1

3';

q2 = 2
3'−

1
3 (1− c);

p = 1− 1
3 (1− c)− 1

3':

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÒÁÚÍÅÒ ÏÂÝÅÊ ×ÙÇÏÄÙ ÒÁ×ÅÎ

�1 = (2
3 (1− c)− 1

3')2;

�2 = (2
3 (1− c)− 1

3')(2
3'−

1
3 (1− c)):

ðÏÓËÏÌØËÕ ' ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÏ �, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉÂÙÌØ ÆÉÒÍÙ 1
ÕÂÙ×ÁÅÔ ÐÏ �, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÐÒÉÂÙÌØ ÆÉÒÍÙ 2 ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÐÏ � (ÅÓÌÉ
' < 5

4 (1− c)).
ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÏÍÕ ×Ù×ÏÄÕ: ÆÉÒÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÅÔ

Ó×ÏÀ ×ÙÇÏÄÕ, ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔ (× ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ) ÂÏÌØÛÕÀ ×ÙÇÏÄÕ, ÞÅÍ
ÔÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÁËÓÉÍÉÚÉÒÕÅÔ! ëÁËÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎÔÕÉÔÉ×ÎÏÅ ÏÂßÑÓÎÅÎÉÅ ÜÔÏÍÕ
ÆÅÎÏÍÅÎÕ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 48. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉÒÍÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ 90 ÅÄÉÎÉÃ ÐÒÏÄÕË-
ÃÉÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ 9 ÅÄÉÎÉÃ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ X É 9 ÅÄÉÎÉÃ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Y . ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÅÄÉÎÉÃ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÐÒÏÄÕËÃÉÉ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ Q = 10X1=2Y 1=2.

(1) ÅÓÌÉ ÃÅÎÁ X | 8 ÄÏÌÌÁÒÏ×, Á ÃÅÎÁ Y | 16 ÄÏÌÌÁÒÏ×, ÔÏ ÄÁÄÕÔ ÌÉ 9 ÅÄÉÎÉÃ X É
9 ÅÄÉÎÉÃ Y ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÙÇÏÄÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ 90 ÅÄÉÎÉÃ ÐÒÏÄÕËÃÉÉ?

(2) ëÁËÏ×Ï ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÙÇÏÄÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ X É Y ?
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(3) ëÁËÏ× ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÄÅÛÅ×ÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÏÉÚ×ÅÓÔÉ 400 ÅÄÉÎÉÃ ÐÒÏÄÕËÃÉÉ, ÅÓÌÉ ÃÅÎÁ
X ÒÁ×ÎÁ 1 ÄÏÌÌÁÒ, Á ÃÅÎÁ Y | 2 ÄÏÌÌÁÒÁ?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 49. íÉÎÉÍÉÚÁÃÉÑ ÒÉÓËÁ. ÷ËÌÁÄÞÉË ÒÅÛÉÌ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ Ó×ÏÉ ÄÅÎØ-
ÇÉ ÍÅÖÄÕ ÔÒÅÍÑ ÉÎ×ÅÓÔÉÃÉÏÎÎÙÍÉ ÆÏÎÄÁÍÉ. ïÖÉÄÁÅÍÁÑ ÐÒÉÂÙÌØ ÜÔÉÈ ÆÏÎÄÏ× |
10%; 10% É 15% ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. åÇÏ ÃÅÌØ | ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÂÝÕÀ ÐÒÉÂÙÌØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 12%,
É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ Ó×ÏÊ ÒÉÓË. æÕÎËÃÉÑ ÒÉÓËÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

200x2
1 + 400x2

2 + 100x1x2 + 899x2
3 + 200x2x3;

ÇÄÅ xi ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÓÕÍÍÅ, ×ÌÏÖÅÎÎÏÊ × ÆÏÎÄ i. ïÐÒÅÄÅÌÉÔØ, × ËÁËÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ
ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ×ÌÏÖÉÔØ Ó×ÏÉ ÄÅÎØÇÉ × ÜÔÉ ÆÏÎÄÙ. ðÏÍÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÏÓÌÁÂÌÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ:
×ÅÌÉÞÉÎÙ xi ÍÏÇÕÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ ÎÁ
ÜËÏÎÏÍÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ×ËÌÁÄÏ×)?

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 50. æÉÒÍÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÉÔ ÐÒÏÄÕËÃÉÀ y, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ x1 É x2,
ÐÒÉ ÜÔÏÍ y = √x1x2. äÏÇÏ×ÏÒÎÏÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ ÏÂÑÚÙ×ÁÅÔ ÆÉÒÍÕ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ
ÏÄÎÕ ÅÄÉÎÉÃÕ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ. ãÅÎÙ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏ× x1 É x2 | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ w1 É
w2. ëÁË ÆÉÒÍÅ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÏ×ÁÔØ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÓÔ×Á �y ÅÄÉÎÉÃ ÐÒÏÄÕËÃÉÉ?
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