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2.10. õÓÌÏ×ÉÅ. ÷ÎÕÔÒÉ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD ×ÚÑÔÁ
ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ O, ÞÔÏ \AOP = \COQ, ÇÄÅ P É Q | ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÌÕÞÅÊ BA, CD É BC, AD ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ
ÕÇÌÏ× AOC É BOD ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

òÅÛÅÎÉÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÕ ÕÇÌÁ AOC ÞÅÒÅÚ `, ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅ-
ÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ PB É OQ ÞÅÒÅÚ R. ðÕÓÔØ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÔÏÞËÉ
B′, P ′ É R′ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ` ÔÏÞËÁÍ B, P É R ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ. åÝÅ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ B′′ É Q′′, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ OB′ Ó ÐÒÑÍÙÍÉ BQ É PQ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f = f4 ◦ f3 ◦ f2 ◦ f1, ÇÄÅ f1 | ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ `; f2 | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ O ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ BQ; f3 | ÐÒÏÅËÃÉÑ
ÉÚ ÔÏÞËÉ P ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ OB′; f4 | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ Q ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ PB.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ f | ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÑÍÏÊ PB
ÎÁ ÓÅÂÑ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÕËÁ-
ÖÅÍ ÔÒÉ ÅÇÏ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ:
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P f1−→ P ′ f2−→ Q f3−→ Q′′ f4−→ P

B f1−→ B′ f2−→ B′′ f3−→ B′′ f4−→ B

R f1−→ R′ f2−→ R′′ f3−→ O f4−→ R
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ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
D = f3 ◦ f2 ◦ f1(A) ∈ (OB′):

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ B É D ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÂÉÓÓÅË-
ÔÒÉÓÙ ÕÇÌÁ AOC. (í. ÷ÑÌÙÊ)

4.11. õÓÌÏ×ÉÅ. îÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÅÔËÁÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÏÓËÉ ÓÔÏÑÔ ÆÉÛ-
ËÉ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ), ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÌÅÔËÉ ÐÕÓÔÙÅ. îÁÚÏ×ÅÍ
ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÐÏÞÔÉ ÐÏÌÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ C, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄ×É-
ÎÕÔØ ËÁÖÄÕÀ ÆÉÛËÕ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÀÝÅÅ C (ÉÎÏÇÄÁ ÎÕÌÅ×ÏÅ)
ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÕÓÔÙÈ ËÌÅÔÏË ÎÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ. îÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÕ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ
ÐÕÓÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ D, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÕÓÔÙÈ ËÌÅÔÏË ×
ÌÀÂÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ DP , ÇÄÅ P | ÐÅÒÉÍÅÔÒ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. äÏ-
ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÞÔÉ ÐÏÌÎÙÅ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ | ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ
ÐÕÓÔÙÅ.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ
ÓÌÉÛËÏÍ ÐÕÓÔÏÊ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ: ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ D,
ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÕÓÔÙÈ ËÌÅÔÏË × ÌÀÂÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ DN ,
ÇÄÅ N | ÓÔÏÒÏÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÏÞÅ×ÉÄÎÁ. úÁ-
ÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ C É D ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ.

ðÕÓÔØ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÁ ÐÏÞÔÉ ÐÏÌÎÁÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏ-
ÒÏÎÏÊ N . ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÆÉÛËÉ ÐÅÒÅÄ×ÉÎÕÔØ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌØ-
ÛÅÅ, ÞÅÍ N , ÔÏ × ÜÔÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÑ×ÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÆÉÛËÉ, ËÏÔÏ-
ÒÙÅ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÓÔÏÑÌÉ × Ë×ÁÄÒÁÔÅ (N + 2C) × (N + 2C), ÉÍÅÀÝÅÍ ÔÏÔ
ÖÅ ÃÅÎÔÒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÉÓÈÏÄÎÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÐÕÓÔÙÈ ËÌÅÔÏË ÂÙÌÏ ÎÅ
ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÅÔÏË × �ÂÏÒÄÀÒÅ� ÛÉÒÉÎÙ C ×ÏËÒÕÇ ÎÅÇÏ, Ô. Å.
(N + 2C)2 −N2 = 4CN + 4C2 6 N(4C + 4C2). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÐÏÌÏÖÉÔØ D = 4C + 4C2.

ïÓÔÁÔÏË ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ,
ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ C = 4D. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ Ä×Å ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ
ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 1 (ÌÅÍÍÁ ë£ÎÉÇÁ). äÁÎÏ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÄÅÒÅ×Ï. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ
ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÎÅÞÎÁ, Á ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ôÏ-
ÇÄÁ × ÎÅÍ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÕÔØ.

ìÅÍÍÁ 2 (ÔÅÏÒÅÍÁ íÅÎÇÅÒÁ, ×ÅÒÛÉÎÎÁÑ ÆÏÒÍÁ). äÁÎ ËÏÎÅÞÎÙÊ
ÇÒÁÆ Ó ×ÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ B É E, ÎÅÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍÉ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕ-
ÇÏÍ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÙËÉÄÙ×ÁÎÉÉ ÌÀÂÙÈ k − 1 ×ÅÒÛÉÎ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ
ÏÔ B É E, × ÏÓÔÁ×ÛÅÍÓÑ ÇÒÁÆÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ ÏÔ B ÄÏ E. ôÏÇÄÁ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ k ÐÕÔÅÊ ÏÔ B ÄÏ E, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ
B É E.
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ó×ÅÄÅÍ ÚÁÄÁÞÕ Ë ËÏÎÅÞÎÏÊ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ: äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 2N × 2N ÍÏÖÎÏ ÓÄ×ÉÎÕÔØ ËÁÖÄÕÀ
ÆÉÛËÕ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅÅ C ÔÁË , ÞÔÏ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ
Ë×ÁÄÒÁÔÁ (2N − 2C) × (2N − 2C) (ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÅÇÏ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ
ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ) ÂÕÄÕÔ ÚÁÐÏÌÎÅÎÙ.

ðÕÓÔØ ÆÁËÔ ÄÏËÁÚÁÎ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÇÒÁÆ. ìÀÂÁÑ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁ
ÅÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ 2N × 2N Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ÓÐÏÓÏ-
ÂÏÍ ÐÅÒÅÄ×ÉÖÅÎÉÑ ÆÉÛÅË ÜÔÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏ-
ÄÑÝÅÅ C ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÚÁÐÏÌÎÅÎÙ; ÒÅÂÒÏ
ÖÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÅÄÉÎÑÔØ ×ÅÒÛÉÎÕ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ Ë×ÁÄÒÁÔÕ 2N × 2N , Ó
×ÅÒÛÉÎÏÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÕ (2N + 2) × (2N + 2), ÅÓÌÉ ÆÉÛËÉ,
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÍÅÎØÛÅÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÕ, Ä×ÉÇÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï. ëÏÒÎÅÍ ÜÔÏ-
ÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÝÁÑ Ë×ÁÄÒÁÔ 0× 0. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ Ë
ÜÔÏÍÕ ÇÒÁÆÕ ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÌÅÍÍÁ ë�ÅÎÉÇÁ; ÏÄÎÁËÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÕÔØ × ÜÔÏÍ
ÇÒÁÆÅ ÅÓÔØ ÓÐÏÓÏÂ ÐÅÒÅÄ×ÉÖÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÆÉÛÅË ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÌÅÔËÉ ÏËÁÚÙ-
×ÁÀÔÓÑ ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÙÍÉ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÛ ÆÁËÔ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÎÏ×Á ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆ. åÇÏ ×ÅÒ-
ÛÉÎÁÍÉ ÂÕÄÕÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ËÌÅÔËÉ ÎÁÛÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 2N × 2N É ÅÝÅ Ä×Å ×ÅÒ-
ÛÉÎÙ: �ÎÁÞÁÌØÎÁÑ� ×ÅÒÛÉÎÁ B É �ËÏÎÅÞÎÁÑ� ×ÅÒÛÉÎÁ E. ëÁÖÄÕÀ ËÌÅÔËÕ
ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ ÏÔ ÎÅÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌØ-
ÛÅÍ, ÞÅÍ C. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÅÄÉÎÉÍB ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÐÕÓÔÙÍÉ ËÌÅÔËÁÍÉ, Á ÌÀÂÕÀ
ËÌÅÔËÕ, ÎÁÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ×ÎÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ (2N − 2C)× (2N − 2C)
ÓÏÅÄÉÎÉÍ Ó E. ðÕÓÔØ × ÎÁÛÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ P 6 2DN ÐÕÓÔÙÈ ËÌÅÔÏË. íÙ ÈÏ-
ÔÉÍ, ÐÒÉÍÅÎÉ× ÔÅÏÒÅÍÕ íÅÎÇÅÒÁ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ P ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÕÔÅÊ
ÉÚ B × E. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÕÔÉ ÐÒÏÊÄÕÔ ÞÅÒÅÚ ×ÓÅ ÐÕÓÔÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÔÁË ËÁË
ÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁ B, ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ BA0A1A2 : : : AnE |
ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ (A0 | ÐÕÓÔÁÑ), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÔÁËÏÅ ÐÅÒÅÄ×É-
ÖÅÎÉÅ: A1 → A0, A2 → A1, . . . , An → An−1; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÕÓÔÏÊ ÏËÁÖÅÔÓÑ
ËÌÅÔËÁ An, ÎÁÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ×ÎÅ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, É ÔÁËÉÅ ÃÅÐÏÞËÉ, ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÐÕÔÅÊ, ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ
ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ íÅÎÇÅÒÁ. éÍÅÎÎÏ,
ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÅÓÌÉ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ÍÅÎÅÅ P ×ÅÒÛÉÎ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ
ÐÕÔØ ÉÚ B × E. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ. ðÕÓÔØ ×ÙÂÒÏÛÅÎÙ P − 1 ×ÅÒÛÉ-
ÎÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ P − x ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÐÕÓÔÙÍ ËÌÅÔËÁÍ. ôÏÇÄÁ ×ÅÒÛÉÎÁ
B ÏÓÔÁÌÁÓØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÏÊ Ó x ÐÕÓÔÙÍÉ. ðÏËÒÁÓÉÍ ËÒÁÓÎÙÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ
ÏÓÔÁ×ÛÅÇÏÓÑ ÇÒÁÆÁ, ÄÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÒÁÔØÓÑ ÉÚ B, É ÓÉÎÉÍ |
×ÓÅ ×ÙÂÒÏÛÅÎÎÙÅ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ (ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏ x− 1). ôÏÇÄÁ
ÌÀÂÁÑ ËÒÁÓÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ × ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÂÙÌÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÔÏÌØËÏ Ó ËÒÁÓ-
ÎÙÍÉ, ÓÉÎÉÍÉ É ÐÕÓÔÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÎÄÕÃÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ ËÒÁÓÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ. ðÏÓÌÅ ×Ù-
ËÉÄÙ×ÁÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎÙ B ÏÎ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ



òÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ×ÙÐÕÓËÏ× 251

S1, . . . , S`. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ, ÓËÁÖÅÍ, Sj . ïÎÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÌÅÖÉÔ ×
ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ, ÉÂÏ ÉÎÁÞÅ ÏÎÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó E. ðÕÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, × ËÏÔÏÒÙÈ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÙ U × V
(ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ U > V ); ÔÏÇÄÁ × Sj ÎÅ ÂÏÌÅÅ UD ÐÕÓÔÙÈ ËÌÅÔÏË.
ïÔÍÅÔÉÍ ×ÓÅ ÎÅËÒÁÓÎÙÅ ËÌÅÔËÉ, ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÏÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ËÌÅÔÏË Sj ÎÅ
ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ C=2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÂÙÌÉ ÓÉÎÉÍÉ
ÉÌÉ ÐÕÓÔÙÍÉ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÉÎÉÈ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ U(C−D)=2.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÒÏÞËÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (U + C) × (V + C), × ÃÅÎÔÒÅ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÉÔ ÎÁÛ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË U ×V . îÁÚÏ×ÅÍ ÓÔÒÏÞËÕ i-ÓÔÒÏÞËÏÊ,
ÅÓÌÉ ÂÌÉÖÁÊÛÁÑ Ë ÎÅÊ ÓÔÒÏÞËÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ËÌÅÔËÕ ÉÚ Sj , ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ i ÏÔ ÎÅÅ. (÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, 0-ÓÔÒÏÞËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÌÅÔËÕ
ÉÚ Sj .) úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × i-ÓÔÒÏÞËÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 2 (C=2− i)
ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË.

0-ÓÔÒÏÞËÉ ÉÄÕÔ ÎÅ ÒÅÖÅ, ÞÅÍ ÞÅÒÅÚ C ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ, ÉÂÏ Sj Ó×ÑÚÎÁ;
ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ (U + C=2) =C (ÚÄÅÓØ ÕÞÔÅÎÏ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÙÅ É
ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ C=2 ÓÔÒÏÞÅË ÐÕÓÔÙÅ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, i-ËÌÅÔËÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ �ÂÌÏ-
ËÁÍÉ� ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏ 2i+ 1 ÓÔÒÏÞÅË, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ,
ÞÅÍ C − 2i − 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ (U + C=2) (2i + 1)=C. ðÕÓÔØ
si | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï i-ÓÔÒÏÞÅË. ôÏÇÄÁ

C
2 −1∑

i=0
si >

(
U + C

2

)( 1
C + 3

C + : : :+ 2C − 1
2C

)
=

(
U + C

2

) C
4 :

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÔÒÏÞËÁ ÐÏÓÞÉÔÁÎÁ × ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ j ÒÁÚ, ÔÏ ÏÎÁ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (C=2− 1)-ÓÔÒÏÞËÏÊ, . . . , (C=2− j)-ÓÔÒÏÞËÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ × ÎÅÊ ÈÏ-
ÔÑ ÂÙ 2j ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË; ÏÔÓÀÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÎÅ
ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ (2U + C)C=4.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ËÌÅÔËÉ ÌÅÖÁÔ × Ë×ÁÄÒÁÔÅ (U + C) × (U + C),
ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ D(U+C) ÐÕÓÔÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÉÎÉÈ ÓÒÅÄÉ ÎÁÛÉÈ
ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ

C(2U + C)−D(U + C)
4 > U C −D

2 ;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ Sj ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÐÕÓÔÙÈ ËÌÅÔÏË, ÔÏ U > k=D, É ÓÉ-

ÎÉÈ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ k(C −D)=(2D). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔ-
ÍÅÞÅÎÎÙÅ ËÌÅÔËÉ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. äÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ËÌÅÔËÁ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÊ ÄÌÑ Si É Sj , Ô. Å. ÕÄÁÌÅÎÁ ÏÔ
ËÁËÉÈ-ÔÏ ËÌÅÔÏË Xi É Xj ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ C=2, ÔÏ XiXj 6 C, É ËÏÍÐÏÎÅÎ-
ÔÙ Si É Sj Ó×ÑÚÁÎÙ | ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÅÇÏ ÓÉÎÉÈ ËÌÅÔÏË
ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ x(C − D)=(2D) > x, ÎÏ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÉÈ x − 1.
ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÝÅÅ ÚÁÄÁÞÕ.
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. îÅÍÎÏÇÏ ÔÏÞÎÅÅ ÐÒÏ×ÅÄÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ,
ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÐÒÉ D = 1 ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔØ C = 1.

(é. âÏÇÄÁÎÏ×, ç. þÅÌÎÏËÏ×)
5.5. õÓÌÏ×ÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ 10 ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×,

×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÄÏÄÅËÁÜÄÒ (×ÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÄÏÄÅ-
ËÁÜÄÒÁ), ÅÓÔØ ÉËÏÓÁÜÄÒ.

òÅÛÅÎÉÅ. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, × ÄÏÄÅËÁÜÄÒ ÍÏÖÎÏ ×ÐÉÓÁÔØ ËÕÂ, ×ÅÒÛÉÎÙ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ. õ ËÕÂÁ 12 ÒÅÂÅÒ, Á Õ ÄÏÄÅËÁ-
ÜÄÒÁ 12 ÇÒÁÎÅÊ, ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ËÕÂÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ Ó×ÏÅÊ ÇÒÁÎÉ, Ñ×ÌÑÑÓØ ÅÅ ÄÉÁ-
ÇÏÎÁÌØÀ.

ðÏÓËÏÌØËÕ Õ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ 5 ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ, ÉÍÅÅÔÓÑ 5 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÕÂÏ×,
×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÄÏÄÅËÁÜÄÒ, Ë ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÐÒÉÍÙËÁÀÔ Ä×Á ËÕÂÁ (ÉÂÏ
ÓÈÏÄÑÔÓÑ 3 ÇÒÁÎÉ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ É 6 ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÇÒÁÎÅÊ | ÐÏ Ä×Å ÏÔ ËÁÖÄÏÊ).

ìÀÂÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÜÔÉ ËÕÂÙ, Á ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ
ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ | ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÕÀ ÇÒÁÎØ ÄÏ-
ÄÅËÁÜÄÒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÌÀÂÕÀ, Á ÐÕÔÅÍ ÐÏ×ÏÒÏÔÁ ×ÄÏÌØ ÏÓÉ, ÐÅÒ-
ÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÐÁÒÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ, ÌÀÂÁÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ ÇÒÁÎÉ
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ, ×ÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÐÅ-
ÒÅ×ÏÄÑÔÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ËÕÂ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ. (íÏÖÎÏ
ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ | Ô. Å. ÓÏÈÒÁ-
ÎÑÀÝÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ | ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕÐÐÅ A5 ÉÌÉ ÇÒÕÐÐÅ ÞÅÔÎÙÈ ÐÅÒÅ-
ÓÔÁÎÏ×ÏË ÐÑÔÉÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: ÜÔÉÈ ËÕÂÏ×.)

÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, × ËÕÂ Ó ÒÅÂÒÏÍ a ÍÏÖÎÏ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ×ÐÉÓÁÔØ
ÔÅÔÒÁÜÄÒ Ó ÒÅÂÒÏÍ a

√
2, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ËÕÂÁ, Á

ÒÅÂÒÁ | ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÇÒÁÎÅÊ. ðÒÉ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ËÕÂÁ ÜÔÉ Ä×Á
ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ, Á ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÏËÔÁÜÄÒ | ÔÅÌÏ,
Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ë ËÕÂÕ. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 5.5 ÅÓÔØ ÁÎÁÌÏÇ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÄÌÑ
ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ Ó ÉËÏÓÁÜÄÒÏÍ.

éÔÏÇÏ ÉÍÅÀÔÓÑ 10 ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×, ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÄÏÄÅËÁÜÄÒ.
÷ÓÅ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ É ËÁÖÄÁÑ ÇÒÁÎØ ÔÅÌÁ B, Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÉÈ ÐÅ-
ÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÇÒÁÎÅÊ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×.
ôÅÔÒÁÜÄÒÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÐÁÒÙ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×,
×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÏÄÉÎ ËÕÂ, É ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÍÅÎÑÅÔ ÍÅ-
ÓÔÁÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÙ × ÐÁÒÁÈ. ðÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÅÓÔØ ÏËÔÁÜÄÒ É ÕÔ-
×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ 5 ÏËÔÁÜÄÒÏ× ÅÓÔØ ÉËÏÓÁÜÄÒ, Ñ×ÌÑÅÔ-
ÓÑ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÐÑÔÉ ËÕÂÁÈ, ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ × ÄÏ-
ÄÅËÁÜÄÒ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ËÕÂ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÌÀÂÏÊ, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
ÌÀÂÏÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ × ÌÀÂÏÊ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ. ðÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ 2�=3 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÕÂÁ
(ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌØÀ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ) ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ
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ÄÏÄÅËÁÜÄÒ, ÜÔÏÔ ËÕÂ É ËÁÖÄÙÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒ, ×ÐÉÓÁÎÎÙÊ × ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÏÄÎÁ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ, Á ÔÒÉ ÄÒÕÇÉÈ ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ
ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÐÏ ÃÉËÌÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÇÒÁÎÉ B ÌÅÖÉÔ × ÐÌÏÓËÏ-
ÓÔÉ ÇÒÁÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×, ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÓÔÏÒÏÎ Õ ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÎÉ B ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.

óÕÍÍÉÒÕÑ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÒÁÎØ ÌÀÂÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ
ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÌÀÂÕÀ ÇÒÁÎØ ÌÀÂÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ.
óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÌÀÂÁÑ ÇÒÁÎØ ÔÅÌÁ B ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ
ÇÒÁÎØ É ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ B ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÒÏÎ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 3.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÄÎÁ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÏÂÑÚÁÎÁ ÉÍÅÔØ
ÍÅÎÅÅ 6 ÓÔÏÒÏÎ (ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ), ÔÏ ×ÓÅ ÇÒÁ-
ÎÉ B | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. á ÒÁÚ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ ÅÓÔØ ÐÏ×ÏÒÏÔ ÏÔÎÏÓÉ-
ÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÉ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÅÅ × ÓÅÂÑ, ÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ.

÷ÅÒÛÉÎÕ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ B ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ×ÅÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ B × ÌÀÂÕÀ
ÄÒÕÇÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÔÏÊ ÖÅ ÇÒÁÎÉ, Á ËÁÖÄÕÀ ÇÒÁÎØ B | × ÌÀÂÕÀ ÄÒÕÇÕÀ
ÇÒÁÎØ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ B ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÌÀÂÕÀ
ÄÒÕÇÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ. ðÏÜÔÏÍÕ B | ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË.

éÓÈÏÄÎÙÊ ÄÏÄÅËÁÜÄÒ (Á ÚÎÁÞÉÔ, É B) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÐÏ×ÏÒÏÔÅ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÉ (ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÇÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÁ Ë ÐÁÒÅ ÐÒÏÔÉ-
×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ). ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ B | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÐÒÉ ÔÁËÏÍ
ÐÏ×ÏÒÏÔÅ ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ B × ÓÅÂÑ ÎÅ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ É ÐÏÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÇÒÁÎÅÊ B ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 5.

ðÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ: ÔÅÔÒÁÜÄÒ, ËÕÂ, ÏËÔÁÜÄÒ,
ÉËÏÓÁÜÄÒ É ÄÏÄÅËÁÜÄÒ. ëÕÂ É ÄÏÄÅËÁÜÄÒ ÎÅ ÐÏÄÈÏÄÑÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÉÈ ÇÒÁÎÉ
ÎÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, Á Õ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ É ÏËÔÁÜÄÒÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÒÁÎÅÊ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ
ÎÁ 5. ðÏÜÔÏÍÕ B ÉËÏÓÁÜÄÒ. úÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. çÒÁÎÉ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ (Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ)
× 5 Ã×ÅÔÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÄÎÏÃ×ÅÔÎÙÅ ÇÒÁÎÉ ÎÅ ÉÍÅÌÉ ÂÙ ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÙ.
ôÏÇÄÁ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÇÒÁÎÅÊ ÏÄÎÏÇÏ Ã×ÅÔÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÅÔÒÁ-
ÜÄÒ. ä×ÕÍ ÓÐÏÓÏÂÁÍ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÇÒÁÎÅÊ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ Ä×Å ÐÑÔÅÒËÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ
ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÏÌÏ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ. ÷ÓÅ 10 ×ÐÉÓÁÎÙ × ÄÏÄÅËÁÜÄÒ É
ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÎÕ ÉÚ Ú×ÅÚÄÞÁÔÙÈ ÆÏÒÍ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ. äÒÕÇÁÑ Ú×ÅÚÄÞÁÔÁÑ ÆÏÒÍÁ
ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ 5 ÏËÔÁÜÄÒÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎ ÐÅÒÅÓÅÞÅ-
ÎÉÅÍ ÐÁÒÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× ÉÚ ÜÔÉÈ ÄÅÓÑÔÉ.

óÅÞÅÎÉÅ ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÇÒÁÎÉ ÎÁÛÉÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× ÅÓÔØ ÎÅÐÒÁ-
×ÉÌØÎÙÊ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÙ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ Ä×ÕÈ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÐÏ×ÅÒÎÕÔÙÈ ÎÁ
ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÕÇÏÌ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÝÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÄÏ-
ÄÅËÁÜÄÒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ó ÄÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÐÕÔÅÍ ÉÚ Ä×ÕÈ
ÒÅÂÅÒ. äÌÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ ÜÔÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ É ÒÁ×ÎÙ ÓÔÏÒÏÎÅ
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ÄÏÄÅËÁÜÄÒÁ É ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. åÓÌÉ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ×ÓÅ ÔÁ-
ËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ Ú×ÅÚÄÞÁÔÏÊ
ÆÏÒÍÏÊ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ. (á. ñ. ëÁÎÅÌØ)

5.10. õÓÌÏ×ÉÅ. óÌÕÞÁÊÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ X;Y; Z ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÙ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ (XY )Z ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÏ-
ÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ.

òÅÛÅÎÉÅ. ÷×ÅÄÅÍ ÎÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ U = X;V = XY . óÏ×ÍÅÓÔÎÏÅ
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ U; V ÉÍÅÅÔ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ dUdV=U , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÑËÏ-
ÂÉÁÎ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÒÁ×ÅÎ 1=U . ðÒÉ ÜÔÏÍ P (V 6 U) = P (XY 6 X) = 1 (ÐÏ-
ÓËÏÌØËÕ Y 6 1); ÅÓÌÉ 0 6 w 6 1, ÔÏ

P (V 6 w) = P (V 6 w;U > V ) = P (XY 6 w) =

=
∫ w

0
dV

∫ 1

V

dU
U =

∫ w

0
(− lnV )dV;

É ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ V ÒÁ×ÎÁ fV (w) = − lnw. ðÏÌÏÖÉÍ
� = − lnV . ôÏÇÄÁ

P (� 6 w) = P (V > e−w) =
∫ 1

e−w
(− lnV )dV:

ðÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍ ÌÅ×ÕÀ É ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÏ w:

f�(w) = −(− ln(e−w))de
−w

dw = we−w; 0 < w <∞:

äÁÌÅÅ,
P (V Z 6 t) = P (Z� > − ln t) = P

(
− ln t

� 6 Z
)
;

ÐÒÉÞÅÍ Z 6 1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ t ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÅ � ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÔ − ln t ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, É ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÉ Z ÒÁ×-
ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [− ln t=�; 1]. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

P
(
− ln t

� 6 Z
)

=
∫ ∞

− ln t
we−w




∫ 1

− ln t
w
dZ


 dw =

=
∫ ∞

− ln t
we−w

(
1 + ln t

w

)
dw =

∫ ∞

− ln t
we−wdw+

+ ln t
∫ ∞

− ln t
e−wdw = −t ln t+ t+ t ln t = t:

úÎÁÞÉÔ, P (V Z 6 t) = t (0 < t 6 1), Á ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ (XY )Z
ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ.

(í. ëÅÌØÂÅÒÔ, ÐÅÒÅ×ÅÄÅÎÏ É ÏÔÒÅÄÁËÔÉÒÏ×ÁÎÏ â. ò. æÒÅÎËÉÎÙÍ)
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6.1. õÓÌÏ×ÉÅ. îÁ ÐÉÒ ÓÏÂÒÁÌÉÓØ 100 ÌÀÄÏÅÄÏ×, É ÏÎÉ ÓÔÁÌÉ ÅÓÔØ ÄÒÕÇ
ÄÒÕÇÁ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ 10 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÄÉÎ, ÏËÁÚÁ×ÛÉÊÓÑ × ÖÅÌÕÄËÅ
Õ ÄÒÕÇÏÇÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÃÅÐÏÞËÁ ÉÚ 12 ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÌÀÄÏÅÄÏ×.

òÅÛÅÎÉÅ. îÁÚÏ×ÅÍ ÌÀÄÏÅÄÁ ÄÏÂÒÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÉËÏÇÏ ÎÅ ÅÌ. îÁÚÏ×ÅÍ
ÌÀÄÏÅÄÁ ÄÏÂÒÙÍ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÉËÏÇÏ ÎÅ ÅÌ, ËÒÏÍÅ ËÁË ÄÏÂÒÙÈ
ÌÀÄÏÅÄÏ×. îÁÚÏ×ÅÍ ÌÀÄÏÅÄÁ ÄÏÂÒÙÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÉËÏÇÏ ÎÅ
ÅÌ, ËÒÏÍÅ ËÁË ÄÏÂÒÙÈ ÌÀÄÏÅÄÏ× É ÌÀÄÏÅÄÏ× ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÏÂÒÏÔÙ É Ô. Ä.

éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÏÂÒÏÔÙ ÎÁÊÄÅÔÓÑ
ÎÅ ÂÏÌÅÅ 9 ÌÀÄÏÅÄÏ×, Á ÔÁË ËÁË ÌÀÄÏÅÄÏ× 100, ÔÏ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÄÏÂÒÏÔÙ ÎÅ
ÍÅÎÅÅ 12.

ìÀÄÏÅÄ 12 ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÏÂÒÏÔÙ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓßÅÌ ÌÀÄÏÅÄÁ 11 ÓÔÅÐÅÎÉ,
ÔÏÔ | 10 ÓÔÅÐÅÎÉ É Ô. Ä. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÃÅÐÏÞËÕ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÌÀÄÏÅÄÏ×.

úÁÄÁÞÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (ÎÁÚÏ×ÅÍ ÌÀÄÏÅÄÁ ÖÉ×ÙÍ,
ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÓßÅÌ, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÌÀÄÏÅÄÁ ÖÉ×ÙÍ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ, ÅÓÌÉ
ÅÇÏ ÅÌÉ ÔÏÌØËÏ ÖÉ×ÙÅ ÌÀÄÏÅÄÙ. . . ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ïÂÝÉÊ ÆÁËÔ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË. éÍÅÅÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ mn+1 ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ôÏÇÄÁ × ÎÅÍ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÌÉÂÏ
ÃÅÐØ ÉÚ n+1 ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÌÉÂÏ ÁÎÔÉÃÅÐØ ÉÚ m+1 ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÃÅÐØÀ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-
ÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀÂÙÅ
Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ, Á ÁÎÔÉÃÅÐØÀ | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀÂÙÅ
Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ). ðÏÄÕÍÁÊÔÅ ÎÁÄ ÔÁËÏÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÏÊ
ÚÁÄÁÞÅÊ. ÷ ÒÑÄÕ ÓÔÏÑÔ mn+1 ÒÁÚÌÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÌÉÂÏ
n + 1 ÞÉÓÌÏ, ÉÄÕÝÅÅ × ÐÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ, ÌÉÂÏ m + 1 ÞÉÓÌÏ × ÐÏÒÑÄËÅ
ÕÂÙ×ÁÎÉÑ.

(á. ñ. âÅÌÏ×)

6.6. õÓÌÏ×ÉÅ. tk | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑(1 + tk+1)=(ktk) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

òÅÛÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ Sk = 1
ktk

. îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ä×Á ÒÑÄÁ ∑
k Sk É

∑
k

Sk
(k + 1)Sk+1

ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ

ÒÑÄÁ ∑
k

Sk
(k + 1)Sk+1

ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∑
k

Sk
kSk+1

, ÐÏÓËÏÌØËÕ

1 < k + 1
k 6 2 ÐÒÉ k = 1; : : : ;∞.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ∑
k Sk < ∞. ôÏÇÄÁ limk→∞ Sk = 0. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ m, m > 2n, ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ
m∑

k=n

Sk
kSk+1

> 1
2 :
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ôÏÇÄÁ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ Rk = ∑∞
k=n

Sk
kSk+1

ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÎÕÌÀ,

ÞÔÏ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔ ÒÁÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ∑
k

Sk
kSk+1

.

ðÏÓËÏÌØËÕ limk→∞ Sk = 0, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ m > 2n, ÞÔÏ Sm+1
Sn

< 1. îÏ
ÔÏÇÄÁ

m∑

k=n

Sk
kSk+1

> 1
m ·

m∑

k=n

Sk
Sk+1

= m− n+ 1
m · 1

m− n+ 1

m∑

k=n

Sk
Sk+1

> 1
2 ;

ÉÂÏ m− n+ 1
m > 1

2 , Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ∏m
k=n

Sk
Sk+1

= Sn
Sm+1

> 1, ÔÏ

1
m− n+ 1

m∑

k=n

Sk
Sk+1

> m−n+1

√√√√
m∏

k=n

Sk
Sk+1

> 1

× ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ.
úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÎÁ ÷ÓÅÓÏÀÚÎÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÅ

ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ �óÔÕÄÅÎÔ É ÎÁÕÞÎÏ-ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓ� ÄÌÑ ÐÅÄÉÎÓÔÉ-
ÔÕÔÏ× × 1982 Ç. (Ç. þÅÒÎÉÇÏ×), × ËÏÔÏÒÏÊ Á×ÔÏÒ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÉÎÑÌ ÌÉÞÎÏÅ
ÕÞÁÓÔÉÅ. (á. ñ. âÅÌÏ×)

6.8. õÓÌÏ×ÉÅ. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (Ô. Å. ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ×
ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ×Ï ×ÓÀÄÕ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ × ÒÁÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÁ | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ?

òÅÛÅÎÉÅ. ïÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ: ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÔ.
íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞÅÔÎÏ, ÚÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÉÈ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ

i-Å × ÜÔÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÅÒÅÚ xi.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ

�0(x−x0)+�1(x−x0)(x−x1)+· · ·+�k(x−x0)(x−x1)·: : :·(x−xk)+: : : ; (1)
ÇÄÅ �i | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ, ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕ-
ÄÕÔ ÐÏÄÏÂÒÁÎÙ ÎÉÖÅ.

åÓÌÉ x ∈ Q, ÔÏ x = xi ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ i É ÄÁÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÏÂÏÒ×ÅÔÓÑ; ×
ÓÉÌÕ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× �i ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ.

íÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ-
ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÉÍÅÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÔÁËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÞÅÔÎÏ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ {�i}∞i=0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ
Ë ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÖÅÍ ÌÅÍÍÕ.

ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Rk(x), ÄÌÑ ËÏ-
ÔÏÒÙÈ degRk(x) = k+1, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁ-
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ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ rk, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �k, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀ-
ÝÅÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 0 6 �k < rk, ÒÑÄ ∑

k �kRk(x) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ
ÆÕÎËÃÉÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Mn ÍÁËÓÉÍÕÍ |R(j)
k (x)| ÐÒÉ

ÕÓÌÏ×ÉÑÈ |x| 6 n; k 6 n, ÚÄÅÓØ f (j)(x) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ j-À ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ. üÔÏÔ
ÍÁËÓÉÍÕÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÉÂÏ R(j)(x) = 0 ÐÒÉ j > k + 1.

÷ÏÚØÍÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ rk = M−1
n+1=(n + 1)! É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀ-

ÂÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �k ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ 0 6 �k < rk. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ
ÒÑÄÙ ∑∞

k=0 �kR
(j)
k (x) ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ

f(x) =
∞∑

k=0
�kRk(x)

ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É ÅÅ j-Ñ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ

f (j)(x) =
∞∑

k=0
�kR(j)

k (x)

× ÓÉÌÕ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÁÎÁÌÉÚÁ.
äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÒÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(x) × ËÁÖÄÏÊ

ÔÏÞËÅ (ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔØ). úÁÐÉÛÅÍ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ × ÆÏÒÍÅ
ìÁÇÒÁÎÖÁ:

'm(x) = f(x)−
m∑

j=0

f (j)(x)
j! = f (m+1)(�)

(m+ 1)! ; |�| 6 |x|:

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ m → ∞ ÐÏÓËÏÌØËÕ, × ÓÉÌÕ
×ÙÂÏÒÁ �k ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÕÀ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ f (m)(x) Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ m → ∞
ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å. ¤

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �k ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÑÄ (1) ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÁÎÁ-
ÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÔÉÎÕ-
ÕÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ × ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ
ÔÏÞËÁÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ (Á ÔÁËÖÅ
× ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É Ô. Ä.).

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÌÁ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ (ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ) ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÓÅÂÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ
ÓÔÒÏÉÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f(x1; : : : ; xn), ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÎÏ ×ÓÅ ÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ,
ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ xi = a, a ∈ Q, | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ.

(á. ñ. âÅÌÏ×)
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6.12. õÓÌÏ×ÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ inf
xi>0

Sn(2) = 6, ÇÄÅ

Sn(2) =
n∑

i=1

xi+1 + xi+2
xi + xi+3

; xi > 0; xi+n = xi; n > 6:

òÅÛÅÎÉÅ. ÷ÏÚØÍÅÍ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ xk = ak−1 ÐÒÉ k = 1, 2, . . . , n− 2 É
xn−1 = xn = 1, ÇÄÅ a | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ 1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
Sn(2) < 6 + 2(n− 3)a, ÉÂÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ (n− 4)-ÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÍÅÎØÛÅ
2a, Á ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÞÅÔÙÒÅÈ Ä×Á ÍÅÎØÛÅ 2 É Ä×Á ÍÅÎØÛÅ 1 + a. õÓÔÒÅÍÉ×
a Ë ÎÕÌÀ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Sn(2) 6 6.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ Sn(2) > 6. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ ×
ÔÏÍ, ÞÔÏ

X =
n∑

k=1

xk+1
xk + xk+3

> 3:

÷ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÏ× ÞÉÓÅÌ
x2

x1 + x4
; x3

x2 + x5
; : : : ; xn

xn−1 + x2
; x1

xn + x3
É

x2(x1 + x4); x3(x2 + x5); : : : ; xn(xn−1 + x2); x1(xn + x3);
ÐÏÌÕÞÉÍ

X > (x1 + x2 + : : :+ xn)2

(x1x2 + x2x3 + : : :+ xnx1) + (x1x3 + x2x4 + : : :+ xnx2) :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
S2 > 3(x1x2 + x2x3 + : : :+ xnx1) + 3(x1x3 + x2x4 + : : :+ xnx2) = 3Y;

ÇÄÅ S = x1 + x2 + : : : + xn. ðÏÌÏÖÉÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ A0 = x3 + x6 + : : : ,
A1 = x1 + x4 + : : : É A2 = x2 + x5 + : : :. ôÏÇÄÁ S = A0 + A1 + A2 É
A2

0 + A2
1 + A2

2 > S2=3. ðÅÒÅÄ×ÉÎÕ×, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ, ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÃÉËÌÕ, ÍÏÖÎÏ
ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ x3 > x1 É x3 > x2. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

S2 > 3
2(S2 −A2

0 −A2
1 −A2

2) = 3
∑

i−k 6 ...3
xixk = 3Z:

åÓÌÉ n ≡ 0 (mod 3), ÔÏ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÚ ÓÕÍÍÙ Y ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ É × ÓÕÍÍÅ
Z. åÓÌÉ n ≡ 1 (mod 3), ÔÏ × ÓÕÍÍÅ Y ÎÅÄÏÓÔÁÅÔ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ xnx1, ËÏÔÏÒÏÅ
ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ × ÎÅÊ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ xnx3. åÓÌÉ ÖÅ n ≡ 2
(mod 3), ÔÏ × ÓÕÍÍÅ Y ÎÅÄÏÓÔÁÅÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ xn−1x1 É xnx2, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ
ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ xn−1x3 É xnx3. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, S2 >
> 3Y > 3Z É ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÁÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ ÞÁÓÔÏ
ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×. ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ÍÏÖ-
ÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ûÁÐÉÒÏ (Shapiro H. S., Amer. Math. Monthly, 61,
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1954, P. 571{572, Problem 4603)
n∑

k=1

xk
xk+1 + xk+2

> n
2

ÐÒÉ n = 3, 4, 5, É 6 ÉÌÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (á. ðÒÏËÏÐØÅ×, ë×ÁÎÔ, �6, 1982,
ÚÁÄÁÞÁ M749)

n∑

k=1

xk+1
xk + xk+2

> 2:

íÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ëÏÛÉ { âÕÎÑËÏ×-
ÓËÏÇÏ × ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÓÔÁÔØÅ èÒÁÂÒÏ× á. é. äÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ Ë×ÁÚÉÌÉÎÅÁÒÉÚÁÃÉÉ // úÁÄÁÞÉ óÁÎËÔ-ðÅ-
ÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÊ ÏÌÉÍÐÉÁÄÙ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ, 1999 ÇÏÄ. éÚÄ-×Ï
óðÂçõ, 1999, ó. 81{87. (á. é. èÒÁÂÒÏ×)

7.2. õÓÌÏ×ÉÅ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ËÏÎÅÞÎÕÀ ËÁÒÔÕ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ÍÏÖÎÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × 4 Ã×ÅÔÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÕÀ ËÁÒÔÕ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × 4 Ã×ÅÔÁ.
(óÔÒÁÎÙ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ. òÁÓËÒÁÓËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÁ-
×ÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÓÔÒÁÎÙ Ó ÏÂÝÉÍ ÕÞÁÓÔËÏÍ ÇÒÁÎÉÃÙ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ
× ÒÁÚÎÙÅ Ã×ÅÔÁ.)

ðÅÒ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. îÁÚÏ×ÅÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ P ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÓÔÒÁÎ S ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á S′ ÏÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ S∪S′. åÓÌÉ P ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ
ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔÉ
S′ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ P ÎÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ S ∪ S′.

åÓÌÉ P ÅÓÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S,
C | ÓÔÒÁÎÁ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ P ′
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á S′ = S∪{C}, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÁÑ P . äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ
ÂÏÌÅÅ 4 ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË S′, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÈ P , É ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅÐÒÏÄÏÌ-
ÖÁÅÍÙ, ÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔÉ
ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ P .

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÔÒÁÎ ÓÞÅÔÎÏ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÓÔÒÁÎÙ C1; : : : ; Cn; : : : . ðÏ ÕÓÌÏ-
×ÉÀ, ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÁ É ÏÎÁ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍÏÊ ÒÁÓËÒÁÓ-
ËÉ ÐÅÒ×ÙÈ n ÓÔÒÁÎ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÄÁÓÔ
ÉÓËÏÍÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ×ÓÅÈ ÓÔÒÁÎ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ: ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ËÁÖÄÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G
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ÍÏÖÎÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × k Ã×ÅÔÏ×. ôÏÇÄÁ ×ÅÓØ ÇÒÁÆ G ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × k Ã×ÅÔÏ×. (á. ñ. âÅÌÏ×)

÷ÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÓÔÒÁÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. úÁ-
ÎÕÍÅÒÕÅÍ Ã×ÅÔÁ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; 2; 3; 4. óÏÐÏÓÔÁ×ÉÍ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ÐÅÒ×ÙÈ n ÓÔÒÁÎ
ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÄÒÏÂØ 0;a1a2 : : : an : : : , ÇÄÅ ai | ÎÏÍÅÒ Ã×ÅÔÁ i-Ê ÓÔÒÁÎÙ. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÐÅÒ×ÙÅ n ÓÔÒÁÎ ÍÏÖÎÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ {xn} ⊂ [0; 1] ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÞÌÅÎ xn ËÏÄÉÒÕÅÔ ÐÒÁ×ÉÌØ-
ÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÐÅÒ×ÙÈ n ÓÔÒÁÎ.

éÚ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË ÏÔÒÅÚËÁ ÍÏÖÎÏ ÉÚ×ÌÅÞØ ÓÈÏÄÑ-
ÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ X | ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ {xn}, Ô. Å.
ÐÒÅÄÅÌ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÅ
ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ X ËÏÄÉÒÕÅÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ×ÓÅÈ ÓÔÒÁÎ.

(â. ûÏÊÈÅÔ)


