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çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ
÷. ÷. ðÒÏÉÚ×ÏÌÏ×Á

ç. á. çÁÌØÐÅÒÉÎ

1. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÷. ÷. ðÒÏÉÚ×ÏÌÏ×Á
÷ 1985 ÇÏÄÕ, ×ÓËÏÒÅ ÐÏÓÌÅ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ âÁÔÕÍÓËÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ ÐÏ ËÏÍ-

ÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (ÓÍ. [2]), ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÷. ÷. ðÒÏÉÚ×ÏÌÏ×
ÏÚÎÁËÏÍÉÌ Á×ÔÏÒÁ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÉ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÐÒÏÂÌÅÍ, ÐÏÓÔÁ-
×ÌÅÎÎÏÊ ÉÍ × ×ÉÄÅ ×ÏÐÒÏÓÁ ÎÁ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÏÛÅÄÛÅÊ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÉ, |
Ï ÐÏËÒÙÔÉÉ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ. åÅ
ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÓÏÓÔÁ×ÉÌÏ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÞÁÓÔÉ (Â) ÚÁÄÁÞÉ 9,
ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÊ ÷. ÷. ðÒÏÉÚ×ÏÌÏ×ÙÍ (ÎÁ ÓÅÊ ÒÁÚ × ÕÔ×ÅÒÄÉÔÅÌØÎÏÊ ÆÏÒ-
ÍÅ) × ×ÙÐ. 6 �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ� (ÓÍ. [1]):1)

äÁÎ ×ÙÐÕËÌÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË É n ÔÏÞÅË ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ. ëÁÖÄÏÊ
ÔÏÞËÅ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÁ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÒÁÚÎÙÍ ÔÏÞ-
ËÁÍ | ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ) É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ,
ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÎÁ ÔÏÞËÁÈ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ. äÏ-
ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ, ÞÔÏÂÙ
ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÅÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÐÏËÒÙ×ÁÌÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ.

úÁÄÁÞÁ ÐÏËÁÚÁÌÁÓØ ÍÎÅ ÔÏÇÄÁ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÐÒÉ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÏÊ, ÞÔÏ ÕÖÅ
ÞÅÒÅÚ ËÏÒÏÔËÏÅ ×ÒÅÍÑ (ÐÏÒÑÄËÁ ÍÅÓÑÃÁ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÍÅÎÅÅ ÔÏÇÏ) Ñ ÎÁÛÅÌ
ÐÒÏÓÔÏÅ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÓÒÁÚÕ ×
ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÍÅÓÔÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏ-
ÇÏÇÒÁÎÎÉË M × N -ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Á ×ÍÅÓÔÏ ÓÔÏÒÏÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉ-
ËÁ | ÇÒÁÎÉ M ËÏÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÎÔÕÉÃÉÑ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ
ÐÏÄÓËÁÚÙ×ÁÌÁ ÍÎÅ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ �÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÉÓËÏÍÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ É ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ?� ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÐÏ-
ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÔÁË ÞÔÏ Ñ ÓÒÁÚÕ ÓÔÁÌ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÎÁÊÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, Á
ÎÅ ÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒÙ Ë ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ. îÅÓËÏÌØËÏ ÐÏÚÄÎÅÅ Ñ ×ÙÑÓÎÉÌ,

1)úÁÄÁÞÕ (Á) o ÎÅÐÏËÒÙÔÉÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÍÙ ÚÄÅÓØ
ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ; ÓÍ. ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ × [1] É ÒÅÛÅÎÉÅ × [4].
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ÞÔÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ n ÔÏÞÅË ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ-
ÎÏ: ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ËÁË ×ÎÕÔÒÉ, ÔÁË É ×ÎÅ (Á ÞÁÓÔÉÞÎÏ É ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ)
ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ (ÓÍ. ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ × ÒÁÚÄÅÌÅ 7 ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ).

ðÏÌÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Åe ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ Ñ ÐÒÅÄ-
ÓÔÁ×ÉÌ × ×ÉÄÅ ÓÔÁÔØÉ × äÏËÌÁÄÙ áËÁÄÅÍÉÉ îÁÕË óóóò × ÎÏÑÂÒÅ 1985
ÇÏÄÁ; ÓÁÍÁ ÖÅ ÓÔÁÔØÑ ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ × ÐÅÞÁÔÉ ÌÉÛØ ÞÅÒÅÚ Ä×Á ÇÏÄÁ | × 1987
ÇÏÄÕ (ÓÍ. [3]). îÉÖÅ Ñ ÐÒÉ×ÏÖÕ ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ðÒÏÉÚ×ÏÌÏ×Á ÄÌÑ ÍÎÏÇÏ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÐÕÓËÁÑ ×ÓÅ ÅÅ ÍÎÏÇÏÍÅÒÎÙÅ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÉ (ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÌÏÖÅÎ-
ÎÙÅ × [3]). ÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ × ÓÔÁ-
ÔØÅ [4], ÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÅ ÍÎÏÊ ÒÅÛÅÎÉÅ ÞÉÓÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ, ÂÁÚÉÒÕÀÝÅÅÓÑ
ÎÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÌÅÍÍÅ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 4. óÅÊÞÁÓ ÖÅ Ñ ÎÁÞÎÕ Ó ÒÕËÏ×ÏÄÑ-
ÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÉÄÅÉ, ËÏÔÏÒÁÑ É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÕÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅ-
ÍÙ; ×ÓÅ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ É ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÏÓÎÏ×-
ÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ) ÌÉÛØ ÏÔÔÅÎÑÀÔ É ÄÅÔÁÌÉÚÉÒÕÀÔ ÜÔÕ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ
ÉÄÅÀ.

2. éÄÅÑ ÒÅÛÅÎÉÑ
úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÏÔ 1 ÄÏ n ËÁË ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÔÁË É ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÌÁÔÉÎÓËÉÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ M1,
M2, : : : , Mn, Á ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÇÒÅÞÅÓËÉÍÉ �1;�2; : : : ;�n. åÓ-
ÌÉ ÔÏÞËÅ Mi ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ �j , ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË 4Mi�j ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÔØ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ �ij É ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ �ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ
Mi É ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ �j�. íÙ ÂÕÄÅÍ ÍÙÓÌÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÕÇÏÌ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ Mi | ËÁË ÐÒÏÖÅËÔÏÒ, ÏÓ×ÅÝÁÀÝÉÊ ÓÔÏ-
ÒÏÎÕ �j (Á ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ É ÓÁÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË 4Mi�j , É ÏÓÔÁ×ÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ). üÔÏÔ ÐÒÏÖÅËÔÏÒ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÅÍ ÖÅ ÓÁ-
ÍÙÍ ÚÎÁÞËÏÍ �ij . ÷ÏÐÒÏÓ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÁËÏÍ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ k ↔ ik, ÞÔÏÂÙ
×ÓÅ n ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ× {�kik} ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÓ×ÅÔÉÌÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË.

éÔÁË, ËÁÖÄÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁÃÉÉ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ (i1; i2; : : : ; in), É ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ËÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÅ-
ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ× (�1i1 ; �2i2 ; : : : ; �nin).
÷ÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ n! ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, É ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ×ÅÓØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÓ×ÅÝÅÎ ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÜÔÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÁÍÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÈÏÒÏÛÏ
ÂÙ ÎÁÊÔÉ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ, ÉÌÉ ËÁÞÅÓÔ×Ï, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (É,
ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÅÊ ÎÁÂÏÒÁ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ×), ÞÔÏÂÙ × ÄÁÌØ-
ÎÅÊÛÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÔØ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. åÓÌÉ
ÔÁËÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÕÄÁÓÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ, ÔÏ ÚÁÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÕÌÕÞ-
ÛÁÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ, ÚÁÍÅÎÑÑ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ
ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ× ÎÁ ÎÏ×ÙÅ.

úÁÍÙÓÅÌ ËÁË ÒÁÚ ÉÍÅÎÎÏ × ÔÏÍ É ÓÏÓÔÏÉÔ, ÞÔÏÂÙ, ÎÁÕÞÉ×ÛÉÓØ ÓÒÁ×-
ÎÉ×ÁÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÎÁÞÁÔØ Ó ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ | ÐÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ Ó
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ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ (× ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÎÏÍÅÒ ÔÏÞËÉ ↔ ÎÏÍÅÒ ÓÔÏÒÏ-
ÎÙ� ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ: k ↔ k) | É ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÕÌÕÞÛÁÔØ ÅÅ ËÁÞÅÓÔ×Ï, ÄÅÌÁÑ
�ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ� ÚÁÍÅÎÙ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ×, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÎÅÅ ÏÓ×ÅÝÅÎÎÙÅ ÔÏÞ-
ËÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÓÔÁ×ÁÌÉÓØ ÂÙ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÓ×ÅÝÅÎÎÙÍÉ, ÎÏ Ë ÎÉÍ
ÄÏÂÁ×ÌÑÌÉÓØ ÂÙ (Ô. Å. ÏËÁÚÙ×ÁÌÉÓØ ÂÙ ÏÓ×ÅÝÅÎÎÙÍÉ) É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÎÅÅ ÎÅ
ÏÓ×ÅÝÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ!). ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ËÏÎÅÞ-
ÎÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ËÁÞÅÓÔ×ÏÍ. íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ,
ÞÔÏ ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÊ ÅÊ ÎÁÂÏÒ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ× ÉÓËÏÍÙÊ: ÐÒÏÖÅËÔÏÒÁ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁ-
ÂÏÒÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÓ×ÅÝÁÀÔ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË. ðÏÞÅÍÕ? åÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÎÅ
ÔÁË, ÍÙ ÓÍÏÇÌÉ ÂÙ ÕÌÕÞÛÉÔØ ËÁÞÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, Õ×ÅÌÉÞÉ× ÍÎÏÖÅÓÔ-
×Ï ÏÓ×ÅÝÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ×.
ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÞÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÁ ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÊ
ÚÁÍÅÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉÔØÓÑ, Á ÏÎÏ ÕÖÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ É ÄÁÓÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.

éÔÁË, ÚÁÍÙÓÅÌ ÑÓÅÎ, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ �ËÁÞÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÓÔÁ-
ÎÏ×ËÉ�, Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ ÐÒÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÏÓ×ÅÝÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏÂÙ Ñ ÂÒÁÌ ÏÂÝÕÀ ÏÓ×ÅÝÅÎÎÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ
ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ; ÓÕÍÍÕ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÏÓ×ÅÝÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×; ÁÌØÔÅÒÎÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÌÏÝÁÄÅÊ; É ÄÒ. ïÄÎÁËÏ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÎÁÈÏÄÉÌÓÑ ËÁËÏÊ-
ÎÉÂÕÄØ ËÏÎÔÒÐÒÉÍÅÒ Ë ÉÄÅÅ ÚÁÍÙÓÌÁ. ÷ ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ× ÆÕÎËÃÉÀ ËÁÞÅÓÔ×Á
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÕÄÁÌÏÓØ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ, É ÏÎÁ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÈÉÔÒÏÊ É ÎÅ-
ÌÉÎÅÊÎÏÊ: ÄÌÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � = {�kik} | ÜÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ F (�) =
= ∏n

k=1 hkik ×ÙÓÏÔ ×ÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× {�kik}, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ Mk
ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ �ik (k = 1; 2; : : : ; n). (óÍ. ÒÉÓ. 1.) ÷ÍÅÓÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ
×ÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÚÑÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÕÀ ÅÊ ÆÕÎËÃÉÀ:
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ×ÓÅÈ ÏÓ×ÅÝÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× {�kik} (ËÏÔÏÒÁÑ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ F (�) ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÌÉÎ ×ÓÅÈ ÓÔÏÒÏÎ
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�3 �4
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1
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6

òÉÓ. 1. ëÁÞÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ×-ÐÉÒÁÍÉÄ: ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×Ù-
ÓÏÔ ×ÓÅÈ n ÐÉÒÁÍÉÄ
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ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ), ÏÄÎÁËÏ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ F (�) × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Å ÏËÁÖÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÊ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.

ôÅÐÅÒØ ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ×ÙÛÅ ÚÁÍÙÓÅÌ: ÄÌÑ ÄÁÎ-
ÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ× É ÏÔ×ÅÞÁÀÝÅÊ ÅÍÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ
ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÚÁÍÅÎÙ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÄÒÕÇÉÍ, ÎÏ Ó ÌÕÞÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ËÁÞÅÓÔ×Á
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ É Ó Â�ÏÌØÛÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÓ×ÅÝÅÎÎÙÈ ×ÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ ÔÏÞÅË.

3. ðÒÏÃÅÄÕÒÁ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ ËÁÞÅÓÔ×Á ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ
âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ �ÕÌÕÞÛÁÔØ� ËÁÞÅ-

ÓÔ×Ï ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ". (äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ � =
= {k ↔ ik} ÍÏÖÎÏ, ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×Á× ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔØ
× ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ " = {k ↔ k}.)

íÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ Ó ÎÁÂÏÒÁ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ× {�11, �22, : : : , �nn}, ËÏÔÏÒÙÅ
ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÏÓ×ÅÝÁÀÔ ÌÉÛØ ÞÁÓÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ
A ×ÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÏÓ×ÅÝÅÎÁ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ×.

÷ÏÚØÍÅÍ ÐÒÏÖÅËÔÏÒ �11. ïÎ ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÕ �1 É ÎÅ ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ÔÏÞ-
ËÕ A. ïÓÔÁ×É× ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÕ M1 ÎÅÉÚÍÅÎÎÏÊ, ÚÁÍÅÎÉÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ �1 ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ 4M1�1 ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ �i1 , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË 4M1�i1
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ A (ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ËÁË É ÕÇÏÌ-ÐÒÏÖÅËÔÏÒ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÚÁ-
ÍËÎÕÔÙÍ, Ô. Å. ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÅÍÕ; É ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ A ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ
ÓÒÁÚÕ Ä×ÕÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ, ÔÏ ÂÅÒÅÍ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ; × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÐÏ ÔÏÞËÅ A ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË 4M1�i1 ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ). úÁÍÅÎÉÍ ÐÒÏ-
ÖÅËÔÏÒ �11 = M1�1 ÎÁ ÐÒÏÖÅËÔÏÒ �1i1 = M1�i1 , ËÏÔÏÒÏÊ ÕÖÅ ÏÓ×ÅÝÁÅÔ
A, Á ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÐÒÏÖÅËÔÏÒ �11 ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÕÂÅÒÅÍ.

ðÏ ÉÎÄÅËÓÕ i1 ÎÁÊÄÅÍ ÔÏÔ ÐÒÏÖÅËÔÏÒ �i1i1 ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ, ËÏ-
ÔÏÒÙÊ ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÕ �i1 , ÎÏ ÎÅ ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ÔÏÞËÕ A. õÂÅÒÅÍ × ÓÔÏÒÏÎÕ
ÜÔÏÔ ÐÒÏÖÅËÔÏÒ, ÚÁÍÅÎÑÑ ÅÇÏ ÎÁ ÎÏ×ÙÊ (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ A ÎÅ
ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÂÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ Ä×ÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×) �i1i2 = Mi1�i2 , ËÏÔÏÒÙÊ ÔÅ-
ÐÅÒØ ÕÖÅ ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ÔÏÞËÕ A. ôÅÐÅÒØ ÓÔÏÒÏÎÁ �i2 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÓÒÁÚÕ Ä×ÕÍ
ÐÒÏÖÅËÔÏÒÁÍ, �i1i2 É �i2i2 , ÎÏ ÐÅÒ×ÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ÔÏÞËÕ A, Á ×ÔÏ-
ÒÏÊ | ÎÅÔ. õÂÉÒÁÅÍ × ÓÔÏÒÏÎÕ ÜÔÏÔ ×ÔÏÒÏÊ, Á ÄÌÑ ×ÅÒÛÉÎÙ Mi2 ÎÁÈÏÄÉÍ
ÔÁËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ �i3 ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÞÔÏ ÐÒÏÖÅËÔÏÒ �i2i3 = Mi2�i3 ÏÓ×Å-
ÝÁÅÔ ÔÏÞËÕ A. ôÅÐÅÒØ ÕÂÉÒÁÅÍ × ÓÔÏÒÏÎÕ ÐÒÏÖÅËÔÏÒ �i3i3 , Á ÄÌÑ ×ÅÒÛÉÎÙ
Mi3 ÎÁÈÏÄÉÍ ÔÁËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ �i4 , ÞÔÏ ÐÒÏÖÅËÔÏÒ �i3i4 = Mi3�i4 ÏÓ×ÅÝÁÅÔ
ÔÏÞËÕ A.

ôÁË ÐÏÓÔÕÐÁÅÍ É ÄÁÌØÛÅ, ÐÏËÁ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. îÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ
ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÊ; ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÛÁÇÅ k ÍÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏ-
ÖÅËÔÏÒ �ikik ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÐÒÏÖÅËÔÏÒ �ikip Ó p < k, Ô. Å. ÎÁ ÐÒÏ-
ÖÅËÔÏÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ÔÏÞËÕ A, ÎÏ ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ÔÁËÖÅ É ÓÔÏÒÏÎÕ �ip ,
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ÕÞÁÓÔ×Ï×Á×ÛÕÀ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ×, | Á ÉÍÅÎÎÏ, × ÐÒÏ-
ÖÅËÔÏÒÅ �ip−1ip .

÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÔÕÐÁÅÍ ÔÁË: ÐÅÒ×ÙÅ p ÚÁÍÅÎÅÎÎÙÈ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ× �1i1 ,
�i1i2 , . . . , �ip−1ip ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÁ �11, �i1i1 , . . . ,
�ip−1ip−1 , Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ k− p+ 1 ÚÁÍÅÎÅÎÎÙÈ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ× �ipip+1 , �ip+1ip+2 ,
. . . , �ikip ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÎÁ ÍÅÓÔÅ.

äÌÑ ÜÔÉÈ k − p+ 1 ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ× ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:
. ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ÔÏÞËÕ A;
. ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÃÉËÌ: ÐÒÏ-

ÖÅËÔÏÒ �ipip+1 Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ Mip ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÕ �ip+1 ; ÐÒÏÖÅËÔÏÒ
�ip+1ip+2 Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ Mip+1 ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÕ �ip+2 ; É ÔÁË ÄÁÌÅÅ: ÐÒÏ-
ÖÅËÔÏÒ �ik−1ik Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ Mik−1 ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÕ �ik É, ÎÁËÏÎÅÃ,
ÐÒÏÖÅËÔÏÒ �ikip Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ Mik ÏÓ×ÅÝÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÕ �ip .

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ � = (ip → ip+1 → ip+2 → : : : →
ik → ip), ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÏÊ " (ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ) ×ÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ
ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ ÐÏÚÉÃÉÊ ÏÔ p ÄÏ k (ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ k > p).

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ëÁÞÅÓÔ×Ï ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ ËÁÞÅÓÔ×Ï ÉÓ-
ÈÏÄÎÏÊ (ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ) ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ": F (�) > F (").

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5) ÂÕÄÅÔ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÏ-
×ÁÔØ ÉÚ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÄÌÑ ×ÓÅÊ ÚÁÍÅÔËÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÌÅÍÍÙ, ËÏÔÏÒÏÊ
ÐÏÓ×ÑÝÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚÄÅÌ.

4. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ
ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ M É A | Ä×Å ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ×ÎÕÔÒÉ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ

ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ �1, �2, : : : , �n, É ÐÕÓÔØ ÔÏÞËÁ A ÓÏÄÅÒ-
ÖÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 4M�1. ðÕÓÔØ h1, h2, : : : , hn | ×ÙÓÏÔÙ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× 4M�1, 4M�2, . . . , 4M�n, ÏÐÕÝÅÎÎÙÅ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ M ÎÁ
ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÌÉ ÉÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, Á r1, r2, . . . , rn | ÒÁÓÓÔÏ-
ÑÎÉÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ A ÄÏ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÜÔÉ ÓÔÏÒÏÎÙ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ×ÓÅÈ
i = 2; 3; : : : ; n ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

h1
r1
> hi

ri
(ÓÍ. ÒÉÓ. 2): (1)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ A ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
4M�1, ÏÎÁ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 4M�i. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÌÕÞ −−→MA
Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ M ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÓÔÏÒÏÎÕ �1 ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÅÇÏ
ÓÔÏÒÏÎÕ �i (ÒÉÓ. 2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B1 ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÕÞÁ −−→MA ÓÏ
ÓÔÏÒÏÎÏÊ �1, Á ÞÅÒÅÚ M1 É A1, Mi É Ai | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÔÏÞÅË
M É A ÎÁ ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ �1 É �i, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
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òÉÓ. 2. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ: h1
r1
> hi

ri
, i = 2; : : : ; n

éÚ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× 4MM1B1 É 4AA1B1 ÎÁ-
ÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ

h1
r1

= MB1
AB1

= 1 + MA
AB1

: (2)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÕÞÁ −−→MA Ó ÐÒÑÍÏÊ `i, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ
ÓÔÏÒÏÎÕ �i. íÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÕÓÔÏ | ÔÁËÏÅ
ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÌÉÂÏ ËÏÇÄÁ −−→MA‖�i, ÌÉÂÏ ËÏÇÄÁ ÌÕÞ −−→MA ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ Ó ÐÒÑÍÏÊ
`i (Á, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÅÍÕ ÌÕÞ −−→AM ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÐÒÑÍÏÊ `i).
÷ ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ hi=ri = 1, Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ hi=ri < 1, É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1)
×ÙÐÏÌÎÅÎÏ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ: ÌÅ×ÁÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1, Á ÐÒÁ×ÁÑ
ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1.

åÓÌÉ ÖÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÌÕÞÁ É ÐÒÑÍÏÊ ÎÅ ÐÕÓÔÏ, ÔÏ ÔÏÞ-
ËÕ ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Bi = −−→MA ∩ �i. üÔÁ ÔÏÞËÁ Bi ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÏ-
ÄÏÌÖÅÎÉÉ ÏÔÒÅÚËÁ MB1, ÐÏÜÔÏÍÕ ABi > AB1. äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ËÁË É
ÒÁÎØÛÅ: ÉÚ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× 4MMiBi É 4AAiBi
(ÒÉÓ. 2) ÉÍÅÅÍ

hi
ri

= MBi
ABi

= 1 + MA
ABi

; (3)

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) É (3), ×ÉÄÉÍ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ABi >
> AB1), ÞÔÏ h1=r1 > hi=ri, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ¤

5. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ: F (�) > F (")
÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � = (ip → ip+1 → ip+2 → · · · → ik → ip)

×ÓÅ ÎÏ×ÙÅ (ÚÁÍÅÎÅÎÎÙÅ) ÐÒÏÖÅËÔÏÒÁ �ipip+1 , �ip+1ip+2 , . . . , �ikip ÎÁÞÉÎÁÀÔ
ÏÓ×ÅÝÁÔØ ÔÏÞËÕ A, ËÏÔÏÒÕÀ ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÁ �pip , �p+1ip+1 , . . . , �kik
ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÏÓ×ÅÝÁÌÉ. óÔÁÌÏ ÂÙÔØ, Ë ÎÉÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-
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ÓËÕÀ ÌÅÍÍÕ É ÚÁÐÉÓÁÔØ:
hipip+1

rip+1(A) >
hipip
rip(A) ; hip+1ip+2

rip+2(A) >
hip+1ip+1

rip+1(A) ; : : : ; hikip
rip(A) >

hikik
rik (A) : (4)

á ÔÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÅ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (4) ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÏ-
ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÈ ÐÒÁ×ÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×Ù-
ÓÏÔ ×ÓÅÈ n ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ n ÒÁÓÓÔÏ-
ÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ A ÄÏ ÓÔÏÒÏÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÕÄÅÔ
ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÅÓÌÉ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÙÓÏÔ ×ÓÅÈ n ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ " ÎÁ ÔÏ ÖÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ n ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ A
ÄÏ ÓÔÏÒÏÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÍÙ ÄÏÂÁ×ÉÌÉ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (4)
ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÁËÔÏÒÙ, ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÄÌÑ ÏÂÅÉÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË):

F (�)Qn
k=1 rik (A) >

F (")Qn
k=1 rik (A) : (5)

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × (5) ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÄÒÏÂÅÊ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, ÏÔËÕÄÁ
É ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F (�) > F ("). õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ
ÄÏËÁÚÁÎÏ. ¤

6. úÁ×ÅÒÛÅÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍÙ
éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ A ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÏÓ×ÅÝÅÎÁ, ÔÏ

× ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ × ÒÁÚÄÅÌÅ 3 ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÐÒÏÖÅËÔÏ-
ÒÏ× ÏÎÁ ÕÖÅ ÂÕÄÅÔ ÏÓ×ÅÝÅÎÁ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÞÅÓÔ×Ï F (�) ÎÏ×ÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ
ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ ËÁÞÅÓÔ×Ï F (") ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

÷ÏÚØÍÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ � Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ËÁÞÅÓÔ×ÏÍ: F (�) =
= max! F (!), É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÓØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÏÓ×ÅÝÅÎ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÁ-
ÍÉ, ÏÔ×ÅÞÁÀÝÉÍÉ ÜÔÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÔÏÞËÁ A ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÏÓ×ÅÝÅÎÁ,
ÔÏ ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÏÓ×ÅÔÉÔØ ÎÏ×ÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ×, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ
ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Ó ÌÕÞÛÉÍ ÞÅÍ Õ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ËÁÞÅÓÔ×ÏÍ, Á ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÏ × ÓÉÌÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÓ×ÅÝÅÎÙ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ¤

7. ïÂÏÂÝÅÎÉÅ
÷ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ

ÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ ×ÓÅ n ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁÈÏÄÉÌÉÓØ ×ÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ: ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÂÁÚÉÒÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÌÅÍÍÙ (ÒÁÚÄÅÌ 4).

åÓÌÉ ÖÅ ÞÁÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÎÁÒÕÖÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ,
ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, Á ÅÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.
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÷ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ×ÓÅ n! ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË,
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÛØ ÉÈ ÞÁÓÔØ, 
. ÷ 
 ×ËÌÀÞÉÍ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÎÁÂÏÒÙ ÐÅÒÅÓÔÁ-
ÎÏ×ÏË ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ× �kik , × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ×, ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÏÓ×ÅÝÁ-
ÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ. (ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÉÎÉ-
ÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ×

, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÎÅÒÁ×ÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× × 
 ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ÎÉÈ.)

åÓÌÉ ÎÁÂÏÒ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ× ÉÚ 
 ÎÅ ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ É, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÞËÁ A ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ ÎÅ ÏÓ×ÅÝÅÎÁ, ÔÏ ÓÏ×ÅÒÛÉ×, ËÁË É
×ÙÛÅ × ÒÁÚÄÅÌÅ 3, ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ � = (ip → ip+1 → ip+2 →
· · · → ik → ip), ÐÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÁ A ÕÖÅ ÏÓ×ÅÝÅÎÁ, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ
ÐÒÏÖÅËÔÏÒÙ ÉÚ ÜÔÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó ÍÎÏÇÏ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏÍ. á ÔÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ×, ÚÁÍÅÎÅÎÎÙÊ ÎÁ ËÁËÏÊ-ÔÏ
ÐÒÏÖÅËÔÏÒ ÉÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �, ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÌÓÑ Ó ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ, ÔÁË
ËÁË × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ×, ÎÅ ÏÓ×ÅÝÁÀÝÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-
ÎÉË, ÍÏÇÌÏ ÂÙ ÂÙÔØ ÕÍÅÎØÛÅÎÏ ÚÁ ÓÞÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÍÅÎÙ É
ÔÏÇÄÁ ÂÙ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÁ ÂÙ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Õ 
, ÞÔÏ ÄÁ×ÁÌÏ ÂÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ 
. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
 ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÐÒÏÃÅÄÕÒÅ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ ËÁÞÅ-
ÓÔ×Á ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.

þÔÏÂÙ ÚÁ×ÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ, ÄÏ-
ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÌÅÍÍÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÊ É
ÄÌÑ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ×, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏÍ, ÞÔÏ ÄÁÅÔ × ÄÁÌØ-
ÎÅÊÛÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (5), Á Ó ÎÉÍ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï F (�) > F (") (ÄÌÑ ÐÅ-
ÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÚ 
). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � ∈ 
 Ó ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ËÁÞÅ-
ÓÔ×ÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÅÊ ÎÁÂÏÒ ÐÒÏÖÅËÔÏÒÏ× ÏÓ×ÅÔÉÔ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË
ÃÅÌÉËÏÍ.
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