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âÉÌØÑÒÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ×
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ

ç. á. çÁÌØÐÅÒÉÎ

1. ï �ÂÉÌØÑÒÄÎÏÊ� ÆÏÒÍÕÌÅ É ÂÉÌØÑÒÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ
ãÅÌØÀ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÁÑ ÂÉÌÌÉÁÒÄÎÙÊ
ÛÁÒ (ÆÏÒÍÕÌÁ (2) ÎÁ Ó. 107). ðÏÜÔÏÍÕ Á×ÔÏÒ ÎÁÚ×ÁÌ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ �ÂÉ-
ÌØÑÒÄÎÏÊ�. ï ÞÅÍ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÍÙ ÒÁÓÓËÁÖÅÍ ÐÏÚÖÅ, ÐÏÓÌÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ
É ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÂÉÌØÑÒÄÎÏÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ, Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÉ-
ÌØÑÒÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÁ. ë Ó×ÏÅÍÕ ÕÄÉ×ÌÅÎÉÀ, Á×ÔÏÒ ÏÂÎÁÒÕ-
ÖÉÌ, ÞÔÏ ÂÉÌØÑÒÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÄÁÖÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁÍ-ÇÅÏÍÅÔÒÁÍ,
ÈÏÔÑ ÉÍ É ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÄÒÕÇÉÅ, ÅÊ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ, ÎÏ ÎÅ ÓÔÏÌØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÆÏÒ-
ÍÕÌÙ ÄÌÑ ÄÌÉÎ ÏÔÒÅÚËÏ× × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, É
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ, ÎÏ �ÎÅ ÐÒÏÓÔÙÈ� ÆÏÒÍÕÌ, ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ
ÐÒÏÓÔÙ (×ÓÅ ÏÎÉ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ). ðÒÉ×ÏÄÉ-
ÍÏÅ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÉÌØÑÒÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅ ÂÕÄÅÔ
×ÙÈÏÄÉÔØ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÛËÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ; ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ
ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ | É ÔÏ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÄÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ
ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ! | ÆÏÒÍÕÌÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÁÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ, ËÏÔÏÒÕÀ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÐÒÉ
ÐÅÒ×ÏÍ ÞÔÅÎÉÉ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ.

âÉÌØÑÒÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ×ÏÚÎÉËÌÁ Õ Á×ÔÏÒÁ ÔÁË.
ðÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ Á×ÔÏÒÏÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ Õ ÎÅ-

ÇÏ ÓÁÍÁ ÓÏÂÏÊ ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÉËÁË ÎÅ
ÐÏÄÄÁ×ÁÌÁÓØ (É ÎÅ ÐÏÄÄÁÌÁÓØ ÄÏ ÓÁÍÏÇÏ ËÏÎÃÁ!) ÒÅÛÅÎÉÀ × ÒÁÍËÁÈ Å×ËÌÉ-
ÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ × ÞÁÓÔÉ 3 ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ, É ÞÉÔÁ-
ÔÅÌØ ÓÍÏÖÅÔ ÓÁÍ ÏÃÅÎÉÔØ ÅÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ, ÐÏÐÙÔÁ×ÛÉÓØ ÒÅÛÉÔØ ÅÅ ÓÁÍÏÓÔÏÑ-
ÔÅÌØÎÏ.

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÏÌÇÏÇÏ ÏÂÄÕÍÙ×ÁÎÉÑ Á×ÔÏÒ ×ÄÒÕÇ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÖÉ-
ÄÁÎÎÏ Õ×ÉÄÅÌ ×ÓÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ËÁÒÔÉÎÕ × ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÏ×ÏÍ Ó×ÅÔÅ, ÐÏ-
ÓÌÅ ÞÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉÛÌÏ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ. ïÄÎÉÍ
ÉÚ ËÌÀÞÅÊ Ë ÅÅ ÒÅÛÅÎÉÀ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ ×ÙÛÅ ÂÉÌØÑÒÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ
ÄÌÑ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ.

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, ÓÅÒ. 3, ×ÙÐ. 8, 2004(93{112)
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äÒÕÇÉÍ, É, ÐÏ ÍÎÅÎÉÀ Á×ÔÏÒÁ, ÂÏÌÅÅ ×ÁÖÎÙÍ, ËÌÀÞÏÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÏËÁ-
ÚÁÌÁÓØ ÐÏÌÎÁÑ ÓÍÅÎÁ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂßÅËÔ.
éÍÅÎÎÏ ÏÎÁ É ÓÙÇÒÁÌÁ ÒÅÛÁÀÝÕÀ ÒÏÌØ.

÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÒÏÄÕÍÙ×ÁÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÁ �ÓÍÅÎÙ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ� Á×ÔÏÒÕ
ÐÏËÁÚÁÌÏÓØ ÕÍÅÓÔÎÙÍ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔØ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÍÙ ÓÔÁÔØÉ ÎÅ-
ÂÏÌØÛÉÍ ÌÉÒÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅÍ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ
ËÏÒÏÔËÉÈ, ÎÏ ÎÅÏÂÙÞÎÙÈ É ÑÒËÉÈ (Á ËÏÍÕ-ÔÏ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, É ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÙÈ) ÚÁÄÁÞ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÏÄÎÁ ÔÏÌØËÏ ÓÍÅÎÁ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ
Ë ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÀ. þÉÔÁÔÅÌÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÈÏÞÅÔÓÑ ÐÏÓËÏÒÅÅ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÏÓ-
ÎÏ×ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÓÔÁÔØÉ É ÂÉÌØÑÒÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÍÏÇÕÔ ÂÅÚÏ ×ÓÑËÏÇÏ ÄÌÑ
ÓÅÂÑ ÕÝÅÒÂÁ ÐÅÒÅÐÒÙÇÎÕÔØ ÓÒÁÚÕ × ÞÁÓÔØ 3 ÓÔÁÔØÉ.

2. ìÉÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: Ï ÐÏÌØÚÅ ÓÍÅÎÙ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ
÷ ÎÁÕËÅ ÞÁÓÔÏ ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁË (Á Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÜÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ, ÐÏÖÁ-

ÌÕÊ, × Â�ÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ), ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÔÏÌØËÏ ÓÍÅÎÁ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÅÄÍÅÔ
ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÅÛÉÔØ ÔÒÕÄÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÌÉÃÏ
ÜÔÏÊ (Á, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, É ÓÍÅÖÎÏÊ) ÎÁÕËÉ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ ÓÏÚÄÁÎÉÅ
ÔÁÂÌÉÃÙ íÅÎÄÅÌÅÅ×Á (ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÒÁÖÁÀÔ ÍÎÏ-
ÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÈÉÍÉÞÅÓËÉÅ ÚÁËÏÎÙ); ÔÒÉ ÓÔÁÄÉÉ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ
ÍÅÈÁÎÉËÉ (ÎØÀÔÏÎÏ×Á, ÌÁÇÒÁÎÖÅ×Á É ÇÁÍÉÌØÔÏÎÏ×Á); ÓÍÅÎÕ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ
ÍÅÈÁÎÉËÉ ÎÁ ÒÅÌÑÔÉ×ÉÓÔÓËÕÀ (ÐÏÓÌÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ÓËÏÒÏÓÔÉ
Ó×ÅÔÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÉÎÅÒÃÉÁÌØÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÏÔÓÞÅÔÁ); ÐÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÙÊ ÐÅÒÅÎÏÓ
ÐÒÉÎÃÉÐÏ× ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ ÎÁ ÏÐÔÉËÕ; ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÇÅÎÅÔÉËÉ (××ÅÄÅ-
ÎÉÅÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÚÁËÏÎÏ× × ÂÉÏÌÏÇÉÀ); ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÅ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅ-
ÈÁÎÉËÉ (ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ
ÐÒÏÃÅÓÓÏ× ÎÁ ÁÔÏÍÎÏÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ×ÏÌÎÏ×ÙÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ); É ÍÎÏÇÏÅ
ÄÒÕÇÏÅ.

÷ ÜÔÏÍ ÏÔÓÔÕÐÌÅÎÉÉ ÍÎÅ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÏÄÔ×ÅÒÄÉÔØ ÔÅÚÉÓ Ï ÐÏÌØÚÅ É
ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÏÓÔÉ ÓÍÅÎÙ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ É ÑÒËÉÈ
ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (×ÓÅ ÏÎÉ ×ÚÑÔÙ ÉÚ
ÏÌÉÍÐÉÁÄÎÏÇÏ ÆÏÌØËÌÏÒÁ), ËÏÔÏÒÙÍ É ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÏÓÔÁ×ÛÁÑÓÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ
ÐÁÒÁÇÒÁÆÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1. æÉËÓÉÒÕÅÍ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ×ÙÐÕËÌÏÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÅ ËÁ-
ËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ P É ÏÐÕÓÔÉÍ ÉÚ ÎÅÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ ÎÁ
ÐÒÑÍÙÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×Á-
ÎÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ× ÐÏÐÁÄÅÔ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÕ, Á ÎÅ ÎÁ ÅÅ
ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ ÐÒÏ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ).

åÓÌÉ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË (ÉÌÉ, × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÎÁ ÍÎÏ-
ÇÏÇÒÁÎÎÉË) ËÁË ÎÁ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÏÂßÅËÔ, ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÙÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÏÍ ÔÁËÉÍ
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ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×Á ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÊ ÔÏÞËÅ P , ÔÏ Ó ÎÉÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ: ÐÏÓÔÁ-
×ÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÓÔÏÌ × ÐÏÌÅ ÔÑÖÅÓÔÉ É ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏ-
ÌÕÞÉÔÓÑ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÅ
ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÍÕ. ôÏÇÄÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÊ ÉÚ P ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÓÔÏÒÏ-
ÎÕ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏ, ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÓÔÏÌÅ ÐÅÒÅËÁÔÉÔÓÑ ÐÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÓÉÌÙ ÔÑÖÅÓÔÉ ÎÁ
ÓÍÅÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ. îÏ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÊ ÎÁ ÎÏ×ÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÔÁË-
ÖÅ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÅÅ ÐÒÅÄÅÌÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÐÅÒÅËÁÔÉÔÓÑ ÅÝÅ ÒÁÚ.
ôÁËÏÅ ÐÅÒÅËÁÔÙ×ÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ×ÎÏ×Ø É ×ÎÏ×Ø | ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞ-
ÎÏÓÔÉ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ×ÅÞÎÙÊ Ä×ÉÇÁÔÅÌØ, ËÏÔÏÒÏÇÏ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÆÉÚÉËÅ, ÎÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÓÍ. ÒÉÓ. 1). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ É ÄÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ×ÁÍ ÎÅ ÐÏÎÒÁ×ÉÌÏÓØ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÆÉÚÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.
(ïÔËÕÄÁ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÞÎÏÇÏ Ä×ÉÇÁÔÅÌÑ?
éÚ ÍÎÏÇÏ×ÅËÏ×ÏÇÏ ÏÐÙÔÁ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓÔ×Á? á ×ÄÒÕÇ ÚÁ×ÔÒÁ ÔÁËÏÊ Ä×ÉÇÁÔÅÌØ
ÐÏÑ×ÉÔÓÑ? óÏÛÌÅÍÓÑ ÚÄÅÓØ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ×ÅÞÎÏÇÏ Ä×ÉÇÁÔÅÌÑ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÚÁËÏÎÕ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ | ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÞÉÓÔÏ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ.) ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÅÒÎÉÚÉÒÏ×ÁÔØ:
ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÐÅÒÅËÁÔÉÌÓÑ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÀÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÔÏ ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ
ÐÏÎÉÚÉÌÓÑ (ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ ÂÙÌÁ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÁ ÒÁÂÏÔÁ ÓÉÌÙ ÔÑÖÅÓÔÉ ÐÏ ÐÅÒÅËÁ-
ÔÙ×ÁÎÉÀ). á ×ÅÞÎÏ ÐÏÎÉÖÁÔØÓÑ ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÞÉÓÌÏ ÐÏÎÉÖÅ-
ÎÉÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ ÞÉÓÌÁ ÓÔÏÒÏÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÕÍÅÎØÛÅÎÎÏÇÏ
ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ: ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÃÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ ÏËÁÖÅÔÓÑ ×
ÎÁÉÎÉÚÛÅÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ. (÷ÓÐÏÍÎÉÔÅ, ËÁË ÐÁÄÁÅÔ ËÉÒÐÉÞ, ÓÔÏÑÝÉÊ ÎÁ Ó×ÏÅÊ
ÓÁÍÏÊ ÍÁÌÅÎØËÏÊ ÇÒÁÎÉ: ÅÓÌÉ ×Ù ÅÇÏ ÔÏÌËÎÅÔÅ, ÏÎ ÕÐÁÄÅÔ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ÇÒÁÎØ
É ÏËÁÖÅÔÓÑ × ÂÏÌÅÅ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ. åÓÌÉ ÖÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÔÏÌËÎÕÔØ
ÅÝÅ ÒÁÚ, ÔÏ × ÜÔÏÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÁÚ ÏÎ ÕÐÁÄÅÔ ÎÁ Ó×ÏÀ ÇÒÁÎØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ
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ÐÌÏÝÁÄÉ É ÂÏÌØÛÅ ÐÁÄÁÔØ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ. ÷ ÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÃÅÎÔÒ ÔÑ-
ÖÅÓÔÉ ËÉÒÐÉÞÁ ÎÁÉÎÉÚÛÉÊ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ.)

åÝÅ ÏÄÎÏ ÍÁÌÅÎØËÏÅ ÕÓÉÌÉÅ, É ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ �ÆÉÚÉÞÅÓËÏÅ� ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ
ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÞÉÓÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ: ÚÁÂÙ× Ï ÃÅÎÔÒÅ ÔÑÖÅÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÔÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ P ÎÁÉÍÅÎØ-
ÛÅÅ. ôÏÇÄÁ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ, ÏÐÕÝÅÎÎÙÊ ÉÚ P ÎÁ ÜÔÕ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÐÏÐÁÄÁÅÔ
ÉÍÅÎÎÏ ÎÁ ÎÅÅ, Á ÎÅ ÎÁ ÅÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ! ðÏÔÏÍÕ ÞÔÏ × ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÌÅÇËÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÉÚ ÒÉÓÕÎËÁ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ P ÂÙÌÁ ÂÙ ÂÌÉÖÅ Ë ÓÏÓÅÄÎÅÊ, ÓÍÅÖ-
ÎÏÊ Ó ÎÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, É ÏÔÍÅÞÅÎÎÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÂÙ
ÎÅ ÎÁÉÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë P .

ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÏÐÕÓËÁÑ ÄÅÔÁÌÉ, ÍÏÖÎÏ
×ÙÒÁÚÉÔØ ÏÄÎÏÊ ÆÒÁÚÏÊ: ÅÓÌÉ ÄÏÐÕÓÔÉÔØ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÔÏ ÉÚ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉ-
ËÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ×ÅÞÎÙÊ Ä×ÉÇÁÔÅÌØ, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.
ðÒÏÓÔÁÑ ÓÍÅÎÁ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ: �ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË | ÜÔÏ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÊ ÏÂßÅËÔ ×
ÐÏÌÅ ÔÑÖÅÓÔÉ�, ÓÒÁÚÕ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÚÒÁÞÎÏÍÕ ×ÉÄÅÎÉÀ ×ÓÅÊ ËÁÒÔÉÎÙ É Ë
ÏÞÅ×ÉÄÎÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ, ÐÏ Ó×ÏÅÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÅ ÎÁÐÏÍÉÎÁÀÝÅÍÕ ÄÒÅ×ÎÅ-
ÇÒÅÞÅÓËÏÅ �óÍÏÔÒÉ!� (úÁÍÅÎÁ ÓÌÏ×Á �ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË� ÎÁ �ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË�
ÒÅÛÅÎÉÑ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ.)

ðÒÉÍÅÒ 2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏ-
ÇÒÁÎÎÉËÁ ×ÓÅÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÇÒÁÎÉ Ó ÒÁ×ÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÏÒÏÎ.

âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÍÎÅ ÒÅÛÁÔÅÌÅÊ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ÐÒÉ-
×ÌÅËÁÌÏ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ: V − E + F = 2, É ÄÁÌÅÅ. . .
ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ÐÏ ÇÅÏ-
ÍÅÔÒÉÉ, Á ÐÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ! (óÍ. ÒÉÓ. 2).

ëÁË ÔÏÌØËÏ ÐÏÊÍÅÛØ ÜÔÏ, ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÒÉÈÏÄÉÔ ÔÏÔÞÁÓ ÖÅ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-
ÎÏ, ÚÁÂÙ× Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏ-
ÒÏÎ É ÞÔÏ n | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÒÏÎ Õ ÇÒÁÎÉ. ë ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ
ÐÒÉÍÙËÁÅÔ n ÄÒÕÇÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ, Õ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉ-
ÓÌÁ ÓÔÏÒÏÎ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ (ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ), ÐÒÉÞÅÍ ×ÓÅ ÏÎÉ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ
n (ÐÏ ÔÏÍÕ ÖÅ ÓÁÍÏÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ). ïÄÎÁËÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ

n

m

òÉÓ. 2.
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ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ n, ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ n, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. (îÁ
ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ × ÄÁÎÎÏÊ ÓÉ-
ÔÕÁÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ 3 (ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË), Á ÎÅ 1, É ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÕÓÕ-
ÇÕÂÌÑÅÔÓÑ).

ðÒÉÍÅÒ 3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÛÅÓÔÉ ÞÉÓÅÌ: ac+
+ bd, ae+ bf , ag+ bh, ce+df , cg+dh, eg+fh ÎÅÔ ÎÕÌÅ×ÙÈ , ÔÏ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ
ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ.

úÄÅÓØ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÍÅÎÉÔØ Ó ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÎÁ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ �Õ×ÉÄÅÔØ�, ÞÔÏ ÛÅÓÔØ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ | ÜÔÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÞÅÔÙÒÅÈ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ
×ÅËÔÏÒÏ× v1 = (a; b), v2 = (c; d), v3 = (e; f) É v4 = (g; h). ðÕÓÔØ ÜÔÉ
×ÅËÔÏÒÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 3.

(a; b)

(c; d)
(e; f)

(g; h)

òÉÓ. 3.

÷ÓÅ ÛÅÓÔØ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ
ÞÉÓÌÁÍÉ | ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÂÙ ÞÅÔÙÒÅÍ ÔÕÐÙÍ ÕÇÌÁÍ
ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ, Á ÔÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÕÇÌÏ× ÐÒÅ×ÏÓÈÏ-
ÄÉÌÁ ÂÙ 360◦ (ÈÏÔÑ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ 360◦), É ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÐÒÏÔÉ×Ï-
ÒÅÞÉÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÅÖÄÕ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÕÇÏÌ ÏÓÔÒÙÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÅÇÏ ËÏÓÉÎÕÓ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ, É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ
×ÅËÔÏÒÏ× | ÏÄÎÏ ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ.

ðÒÉÍÅÒ 4. éÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï
ÍÅÛËÏ× Ó ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÚÁÐÁÓÏÍ ÚÏÌÏÔÙÈ ÍÏÎÅÔ × ËÁÖÄÏÍ. ÷ ËÁËÉÈ-
ÔÏ ÍÅÛËÁÈ ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ É ×ÅÓÑÔ ÐÏ 6 ÇÒÁÍÍ, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ
ÍÅÛËÁÈ ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ É ×ÅÓÑÔ ÐÏ 5 ÇÒÁÍÍ. úÁÒÁÎÅÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-
ÎÏ, × ËÁËÉÈ ÍÅÛËÁÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ ÍÏÎÅÔÙ, Á × ËÁËÉÈ ÆÁÌØÛÉ-
×ÙÅ (ÒÉÓ. 4). òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÚÑÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÎÅÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ
ÉÌÉ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÅÛËÏ× É ÎÁÊÔÉ ÉÈ ÏÂÝÉÊ ×ÅÓ ÎÁ ×ÅÓÁÈ ÓÏ ÓÔÒÅÌËÏÊ.
ëÁËÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔØ ×ÓÅ ÍÅÛËÉ Ó ÆÁÌØÛÉ×ÙÍÉ ÍÏÎÅÔÁÍÉ?

ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÐÏ ×ÙÑ×ÌÅÎÉÀ ×ÓÅÈ ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ ÍÅÛËÏ× ÔÁËÏ×Á:
×Ú×ÅÛÉ×ÁÅÍ ÏÄÎÕ ÍÏÎÅÔÕ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÍÅÛËÁ, ÐÏÔÏÍ ÏÄÎÕ ÍÏÎÅÔÕ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ
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ÍÅÛËÁ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ×ÐÌÏÔØ ÄÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÍÅÛËÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ
ÛÁÇÅ, Ó ËÁËÉÍ ÍÅÛËÏÍ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ | Ó ÎÁÓÔÏÑÝÉÍ ÉÌÉ ÆÁÌØÛÉ×ÙÍ.
é ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÒÁ×ÎÏ
ÞÉÓÌÕ ÍÅÛËÏ×.

ïÄÎÁËÏ ÏÔ×ÅÔ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÊ: ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÍÅÛËÏ× É ÒÁ×ÎÏ ÅÄÉÎÉÃÅ! ëÁË
ÖÅ ×ÓÅÇÏ ÚÁ ÏÄÎÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÒÁÚÕ ×ÓÅ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÅÛËÉ?
é ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÅ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ×Ï×ÌÅÞÅÎÙ
ÓÒÁÚÕ ×ÓÅ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ÍÅÛËÉ?

ûÉÒÏËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÚ ÐÒÉÍÅ-
ÒÁ 4 ÏÓÌÁÂÌÅÎÏ: ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÍÅÛÏË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ
ÍÏÎÅÔÙ. ÷ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:
ÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÓÅ ÍÅÛËÉ ÏÔ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÄÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, ÚÁÔÅÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÅÛËÁ
ÄÏÓÔÁÅÍ ÓÔÏÌØËÏ ÍÏÎÅÔ, ËÁËÏ× ÎÏÍÅÒ ÜÔÏÇÏ ÍÅÛËÁ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×Ú×ÅÛÉ×Á-
ÅÍ ×ÓÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÍÏÎÅÔÙ ÎÁ ×ÅÓÁÈ. åÓÌÉ ÂÙ ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ ÍÏÎÅÔ ÎÅ ÂÙÌÏ
×Ï×ÓÅ, ×ÅÓÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ ÂÙ (ÞÉÓÌÅÎÎÏ, × ÇÒÁÍÍÁÈ) × 6 ÒÁÚ Â�ÏÌØÛÉÊ ×ÅÓ, ÞÅÍ
ÞÉÓÌÏ ×ÙÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ×ÅÓÙ ÍÏÎÅÔ; ÏÄÎÁËÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ k ÍÏÎÅÔ (ÉÚ ÍÅÛËÁ Ó
ÎÏÍÅÒÏÍ k) ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ É ×ÅÓÑÔ 5k ÇÒÁÍÍ ×ÍÅÓÔÏ 6k ÇÒÁÍÍ, ÔÁË ÞÔÏ ×ÅÓÙ
ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÁ k ÇÒÁÍÍ ÍÅÎØÛÅ. éÔÁË, ÎÏÍÅÒ k ÍÅÛËÁ Ó
ÆÁÌØÛÉ×ÙÍÉ ÍÏÎÅÔÁÍÉ ÔÕÔ ÖÅ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ
ÞÉÓÅÌ: ÔÏÇÏ ×ÅÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÌ ÂÙ ÂÙÔØ, É ÒÅÁÌØÎÏÇÏ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÅ-
ÍÏÇÏ ÓÔÒÅÌËÏÊ ×ÅÓÏ×.

ïÄÎÁËÏ ÔÁËÏÊ ÔÒÀË ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ �ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ� ÍÅÛËÏ×
Ä×Á ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ: ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ×ÙÛÅ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÎÏ-
ÍÅÒÏ× ×ÓÅÈ ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ ÍÅÛËÏ× É ÎÅ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁ-
ÖÄÙÊ ÍÅÛÏË ÐÏ-ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÈÏÖÅ, ÞÔÏ ÏÄÎÉÍ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÅÍ ÔÕÔ ÎÅ
ÏÂÏÊÔÉÓØ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÏÄÎÏÇÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ!

éÄÅÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÍÅÎÉÔØ ÔÏÞËÕ ÚÒÅ-
ÎÉÑ É ×ÓÐÏÍÎÉÔØ Ï ÓÉÓÔÅÍÁÈ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉ-
ÅÍ b, ÎÁÄÏ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÍÅÛËÉ ÏÔ 0 ÄÏ n − 1 (ÇÄÅ n ÞÉÓÌÏ ÍÅÛËÏ×, ÐÏËÁ
ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ) É ×ÙÂÒÁÔØ bk ÍÏÎÅÔ ÉÚ ÍÅÛËÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ k. ìÅÇËÏ
ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ (ÐÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÄÌÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, b = 10), ÞÔÏ
×ÍÅÓÔÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ×ÅÓÁ P = 6 · (1 + b+ : : :+ bn) ÓÔÒÅÌËÁ ×ÅÓÏ× ÏÓÔÁÎÏ-
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×ÉÔÓÑ ÎÁ ×ÅÓÅ, ÒÁÚÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó P × b-ÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ
×ÙÒÁÖÁÔØÓÑ ÞÉÓÌÏÍ, ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. íÅÓÔÁ, ÎÁ
ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, ËÁË ÒÁÚ É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÎÏÍÅÒÁÍ ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ
ÍÅÛËÏ×!

ðÒÉÍÅÒ 5. îÁ ÐÒÑÍÏÊ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ 500 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÉÌØÑÒÄÎÙÈ ÛÁ-
ÒÏ×: 200 ÉÚ ÎÉÈ ËÁÔÑÔÓÑ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï Ó ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÓËÏÒÏÓÔØÀ
v, Á 300 ÏÓÔÁÌØÎÙÈ | ÓÐÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v (ÒÉÓ. 5).
íÅÖÄÕ ÛÁÒÁÍÉ ÎÁÞÉÎÁÀÔ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÕÐÒÕÇÉÅ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ, ÐÏÓÌÅ ËÁ-

v v : : : v vv: : :v
︸ ︷︷ ︸

200
︸ ︷︷ ︸

300

òÉÓ. 5.

ÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÌËÎÕ×ÛÉÅÓÑ ÛÁÒÙ ÍÅÎÑÀÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ Ó×ÏÉÈ Ä×É-
ÖÅÎÉÊ ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ, ÎÏ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔ Ó×ÏÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ. (òÁÓÓÔÏ-
ÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÛÁÒÁÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ
ÐÏÒÑÄÏË ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÛÁÒÏ× ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎ.) ëÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÏ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ × ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ? åÓÌÉ ËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ËÁËÉÍ ÏÎÏ
ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ?

úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÓÅ ÛÁÒÙ ÓÌÅ×Á ÎÁÐÒÁ×Ï ÏÔ 1 ÄÏ 500. óÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ ÛÁÒÏ× ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÒÅÁÌØÎÏ: ÄÁÖÅ ÆÉËÓÉÒÏ-
×Á× ×ÓÅ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÂÕÄÅÔ ÔÒÕÄÎÏ ÕÓÌÅÄÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË, × ËÏÔÏÒÏÍ
ÜÔÉ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÑ ÐÒÏÉÓÈÏÄÑÔ. ìÕÞÛÅ ÓÍÅÎÉÔØ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ: ×ÍÅÓÔÏ ÔÏ-
ÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÐÁÒÏÊ ÓÔÏÌËÎÕ×ÛÉÈÓÑ É ÚÁÔÅÍ ÒÁÚÌÅÔÅ×ÛÉÈÓÑ ÛÁÒÏ×,
ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ Ä×Á ÛÁÒÁ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÏÎÉËÌÉ ÄÒÕÇ ÓË×ÏÚØ ÄÒÕÇÁ ËÁË
ÂÅÓÐÌÏÔÎÙÅ ÔÅÌÁ, ÏÂÍÅÎÑ×ÛÉÓØ Ó×ÏÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ. ïÔ ÔÁËÏÊ ÓÍÅÎÙ ÔÏÞ-
ËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÁÒÔÉÎÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÛÁÒÏ× ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ (Á ÎÏÍÅÒÁ ÛÁÒÏ× ÎÁÓ
ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÐÏÓÔÏÌØËÕ-ÐÏÓËÏÌØËÕ), ÏÄÎÁËÏ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÁÛÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ë
ÜÔÏÊ ËÁÒÔÉÎÅ É ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÏÂÁ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ×ÏÐÒÏÓÁ ÏÄÎÏ-
×ÒÅÍÅÎÎÏ. íÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ Ó ÎÏ×ÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ
ÐÒÏÎÉËÎÏ×ÅÎÉÊ ÛÁÒÏ× ÄÒÕÇ ÓË×ÏÚØ ÄÒÕÇÁ. ôÁËÉÈ ÐÒÏÎÉËÎÏ×ÅÎÉÊ, ÏÞÅ×ÉÄ-
ÎÏ, ÂÕÄÅÔ 200×300 = 60000, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÐÒÁ×ÙÊ ÛÁÒ ÐÒÏÛÅÌ ÓË×ÏÚØ
ËÁÖÄÙÊ ÌÅ×ÙÊ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÛÁÒÙ ËÁË × ÌÅ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÅ, ÔÁË É
× ÐÒÁ×ÏÊ ÎÅ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ). éÔÁË, ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ ×
ÓÉÓÔÅÍÅ ÛÁÒÏ× ×ÓÅÇÄÁ ËÏÎÅÞÎÏ É ÒÁ×ÎÏ 60000, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØ-
ÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ É ÏÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÈ ÓÔÏÌËÎÏ×ÅÎÉÊ.

õËÁÚÁÎÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ Ä×ÉÖÕÝÉÈÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÂÉÌØÑÒÄÎÙÈ ÛÁÒÏ×
ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ, ÐÏÓÌÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ËÁË ÐÒÉÍÉÔÉ×-
ÎÙÊ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: ÞÉ-
ÓÌÁ ÛÁÒÏ×, Ä×ÉÖÕÝÉÈÓÑ ×ÌÅ×Ï, ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÛÁÒÏ×, Ä×ÉÖÕÝÉÈÓÑ ×ÐÒÁ×Ï.
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ðÒÉÍÅÒ 6. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ×ÁÛ ÄÒÕÇ ÚÁÄÕÍÁÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ É ÐÏ×ÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ), Á
×Ù ÈÏÔÉÔÅ ×ÓÅ ÉÈ ÕÇÁÄÁÔØ (ÚÁÏÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉ× É ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï), ÐÒÉÞÅÍ
ÉÍÅÎÎÏ × ÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, × ËÁËÏÍ ÏÎ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÚÁÄÕÍÁÌ (Ô. Å. ÕÇÁÄÁÔØ ×ÅÓØ
×ÅËÔÏÒ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ). ÷ÁÍ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÏÐÒÏÓÉÔØ ÄÒÕÇÁ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÒÏÉÚ-
×ÏÌØÎÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÅÇÏ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÐÒÏÓÉÔØ ÅÇÏ
ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÌÉ ÓÕÍÍÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ ÎÉÈ , ÉÌÉ ÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÕÀ
ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ. ëÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ, ËÏÇÄÁ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÁ-
ÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÈÏÄÏÍ�. (äÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÚÁÄÁÞÉ: ÎÁ
ËÁÖÄÏÍ ÈÏÄÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÏÌÖÎÏ ÏËÁÚÙ×ÁÔØÓÑ ÎÅÃÅÌÏÅ ÞÉ-
ÓÌÏ). úÁ ËÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× ×Ù ÓÍÏÖÅÔÅ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÉÔØ ÚÁÄÕÍÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ?

é × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ (ËÁË É × ÞÅÍ-ÔÏ ÐÏÈÏÖÅÊ ÎÁ ÎÅÅ ÚÁÄÁÞÅ ÉÚ ÐÒÉÍÅ-
ÒÁ 4 Ï ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ ÍÅÛËÁÈ) ÏÔ×ÅÔ: ×ÓÅÇÏ ÚÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ! óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÚÂÅ-
ÒÅÍ ÐÅÒ×ÕÀ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÇÄÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ
ÈÏÄÅ | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. åÓÌÉ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÇÌÁÚÁÍÉ ÌÏÇÉËÁ,
ÚÎÁÀÝÅÇÏ Ï Ç�ÅÄÅÌÅ×ÓËÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ×ÓÅÈ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ-ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ
×Ù×ÏÄÁ × ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ (ÔÁËÁÑ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å
ÔÅÏÒÅÍÙ ç�ÅÄÅÌÑ Ï ÎÅÐÏÌÎÏÔÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ), ÔÏ ÏÔ×ÅÔ �ÚÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ� ÏÞÅ-
×ÉÄÅÎ: ÅÓÌÉ ÚÁÄÕÍÁÎ ×ÅËÔÏÒ ÞÉÓÅÌ n = (n1; n2; : : : ; nk), ÇÄÅ k | ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×Ï ÚÁÄÕÍÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÐÒÏÓÉÔØ ÄÒÕÇÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÞÉÓÌÏ
N = pn1

1 · pn2
2 · : : : · pnkk , ÇÄÅ p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, . . . , pk | ÐÅÒ×ÙÅ

k ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. (åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÌÉ-
ÞÅÓÔ×Ï ÚÁÄÕÍÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÐÏÐÒÏÓÉÔØ ÄÒÕÇÁ ÓÄÅÌÁÔØ
ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÓÌÏ×ÅÓÎÏ: �÷ÏÚØÍÉ ÐÏÄÒÑÄ ÓÔÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ,
ÓËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ ÔÙ ÚÁÄÕÍÁÌ, ×ÏÚ×ÅÄÉ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ × ÓÔÅÐÅÎØ, ÒÁ×-
ÎÕÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÚÁÄÕÍÁÎÎÏÍÕ ÔÏÂÏÊ ÞÉÓÌÕ, ÐÅÒÅÍÎÏÖØ ÐÏÌÕÞÅÎ-
ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ É ÓÏÏÂÝÉ ÍÎÅ ÏÔ×ÅÔ.�) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏ-
ÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ
(ÜÔÏÔ ÆÁËÔ | ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ N
× ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ×ÙÛÅ ×ÉÄÅ ÄÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅËÔÏÒÁ n.

åÓÌÉ ÖÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÅÃÅÌÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ,
ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÍÅÓÔÏ ÞÉÓÌÁ N ÐÏÐÒÏÓÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÅÇÏ ÏÂÒÁÔ-
ÎÏÅ N−1: ÔÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ (−n), Á Ó ÎÉÍ É ÉÓËÏÍÙÊ ×ÅËÔÏÒ n.
éÌÉ ÖÅ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÒÏÓÉÔØ ÄÒÕÇÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÞÉÓÌÏ N=pk+1 (ÇÄÅ pk+1 | ÜÔÏ
ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÄÕÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁ ÕÖÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍÉ ÐÒÏÓÔÙÍÉ p1,
p2, : : : , pk), É ÐÏ ÎÅÍÕ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ×ÅËÔÏÒ n. ðÒÑÍÏ ÉÌÉ ËÏÓ×ÅÎÎÏ
×ÓÅ ÔÁËÉÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÉÄÅÅ Ç�ÅÄÅÌÅ×ÓËÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ.

ïÄÎÁËÏ ÞÅÌÏ×ÅËÕ, ÎÅ ÚÎÁËÏÍÏÍÕ Ó Ç�ÅÄÅÌÅ×ÓËÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÅÊ, ÓÔÏÉÔ ÓÍÅ-
ÎÉÔØ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ: ×ÓÐÏÍÎÉÔØ Ï ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÑÈ É ÐÏÐÒÏÓÉÔØ
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ÄÒÕÇÁ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ

� = m1 + 1

m2 + 1

m3 + : : :+ 1
mk

;

ÇÄÅ ËÁÖÄÏÅ mi = ni + 1. (ïÐÑÔØ ÖÅ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ÎÁÄÏ ÓÆÏÒ-
ÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÏ×ÅÓÎÏ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÏ×ÅÓÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ Ç�ÅÄÅÌÅ×ÓËÏÇÏ
ÎÏÍÅÒÁ ×ÅËÔÏÒÁ n.)

úÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ m1, m2, : : : , mk ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÐÏ
ÞÉÓÌÕ � ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ: m1 | ÜÔÏ ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ �; m2 | ÜÔÏ ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ
� = 1=(�−m1); m3 | ÜÔÏ ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ 1=(�−m2); É Ô. Ä. îÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ
× ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁÂÏÒÁ {mi} ÍÏÇÌÁ ÂÙ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁ-
ÇÅ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ, ÓËÁÖÅÍ, M , É ÎÅ
ÚÎÁÅÍ, ËÁËÏÊ ×Ù×ÏÄ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ: ÔÏ ÌÉ mk = M , ÔÏ ÌÉ mk−1 = M−1 É
mk = 1. ë ÓÞÁÓÔØÀ, ÎÉËÁËÏÊ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÚÄÅÓØ ÎÅÔ: ÍÙ ÄÌÑ ÔÏÇÏ-ÔÏ
É ÐÒÉÂÁ×ÉÌÉ ×ÎÁÞÁÌÅ ËÏ ×ÓÅÍ ÚÁÄÕÍÁÎÎÙÍ {ni} ÐÏ ÅÄÉÎÉÞËÅ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕ-
ÞÉÔØ ÞÉÓÌÁ mi > 2, Á ÔÏÇÄÁ ×ÔÏÒÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ × ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÄÉÈÏÔÏÍÉÉ
ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØÓÑ. éÔÁË, ×ÅËÔÏÒ m = (m1;m2; : : : ;mk), Á ×ÍÅÓÔÅ Ó
ÎÉÍ É ÉÓËÏÍÙÊ ×ÅËÔÏÒ n = (n1; n2; : : : ; nk) = (m1− 1;m2− 1; :::; mk − 1), Á
ÚÁÏÄÎÏ É ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÏÒÄÉÎÁÔ k ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎ-
ÎÙÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

üÔÉÍ ÎÅÏÂÙÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÙ ×ÔÏÒÉÞÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ ×ÅÓØ ×ÅËÔÏÒ n.

ðÒÉÍÅÒ 7. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Á ÕÒÁ×ÎÅ-
ÎÉÑ
(a1 + b1

√
2)2004 + (a2 + b2

√
2)2004 + : : :+ (a100 + b100

√
2)2004 = 5000 + 4000

√
2:

òÁÓËÒÏÅÍ ×ÓÅ ÓËÏÂËÉ ÓÌÅ×Á É ÓÏÂÅÒÅÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ×ÓÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÏÔ-
ÄÅÌØÎÏ ×ÓÅ ÃÅÌÙÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ

√
2. ðÅÒ×ÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ 5000,

×ÔÏÒÁÑ 4000. ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ Ó×ÏÂÏÄÙ × ×ÙÂÏÒÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ
ai É bi, ÏÄÎÁËÏ ÐÅÒ×ÁÑ ÖÅ ÐÏÐÙÔËÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÉÈ Ë ÕÓÐÅÈÕ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ.
óÍÅÎÉÍ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ: ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ É ÚÁÍÅÎÉÍ × ËÁÖÄÏÊ
ÓËÏÂËÅ ÓÌÅ×Á ÚÎÁË �+� ÎÁ �−�. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÑ×ÉÔÓÑ
ÞÉÓÌÏ 5000 − 4000

√
2 (ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ÓÏÂÒÁÎÎÙÅ ÐÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË

ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ, Á ×ÓÅ ÃÅÌÙÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ
√

2,
ÐÏÍÅÎÑÀÔ ÚÎÁË). éÔÁË,

(a1− b1
√

2)2004 + (a2− b2
√

2)2004 + : : :+ (a100− b100
√

2)2004 = 5000−4000
√

2:
ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÍÙ ÎÅ ÕÚÎÁÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ. îÏ ÏÂÒÁÔÉÍ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ,
ÞÔÏ 5000 − 4000

√
2 < 0. íÙ ÔÕÔ ÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:

ÓÌÅ×Á × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å ÓÔÏÉÔ ÓÕÍÍÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÉÚ-ÚÁ
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ÞÅÔÎÏÓÔÉ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑ 2004), Á ÓÐÒÁ×Á | ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×Ï×ÓÅ!

éÄÅÑ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉ × ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÓÏÓÔÏÉÔ ×
ÎÁÌÉÞÉÉ ÓËÒÙÔÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ: ÐÏÓÍÏÔÒÅ× × �ÚÅÒËÁÌÏ� (ÉÚÍÅÎÉ× ÚÎÁËÉ �+�
ÎÁ �−�), ÍÙ ÎÅ Õ×ÉÄÅÌÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ; ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ, É ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ ÎÅ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ.

îÁ ÜÔÏÍ ÍÙ ÚÁËÏÎÞÉÍ ÄÅÍÏÎÓÔÒÁÃÉÀ ÐÒÉÍÅÒÏ× ËÏÒÏÔËÉÈ ÚÁÄÁÞ É ÐÅ-
ÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÓÔÁÔØÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÒÅÛÅÎÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å
ÓÍÅÎÙ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.

3. úÁÄÁÞÁ Ï ÂÉÌØÑÒÄÎÏÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ × Rd

ðÕÓÔØ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rd ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ (d − 1)-ÍÅÒÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ �,
ËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÅ ÚÅÒËÁÌÏ. ó×ÅÒÈÕ ÏÔ
ÚÅÒËÁÌÁ �, × ËÁËÉÈ-ÔÏ ÔÏÞËÁÈ A1, A2, : : : , An ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ
ÍÁÌÅÎØËÉÅ ËÕÓÏÞËÉ ÐÌÏÓËÉÈ ÚÅÒËÁÌ, ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ, Á ÔÁËÖÅ É ÏÔ ÚÅÒËÁÌÁ
� ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ Ó×ÅÔÏ×ÏÊ ÌÕÞ, ÏÂÒÁÚÕÑ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÔÒÁÅËÔÏ-
ÒÉÀ  = A1B1A2B2 : : : An−1Bn−1AnBnA1 (ÒÉÓ. 6). ôÒÁÅËÔÏÒÉÀ  ÂÕÄÅÍ ÎÁ-
ÚÙ×ÁÔØ ÐÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ �ÂÉÌØÑÒÄÎÏÊ�: ÔÏÞÅÞÎÙÊ ÂÉÌØÑÒÄÎÙÊ
ÛÁÒ, ×ÙÐÕÝÅÎÎÙÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ A1 × ÔÏÞËÕ B1, ÂÕÄÅÔ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÐÏ ÔÒÁÅËÔÏ-
ÒÉÉ , ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÅÒËÁÌÁ ÕÇÏÌ ÅÇÏ
ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÅÇÏ ÐÁÄÅÎÉÑ, ËÁË É ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ Ó×ÅÔÏ×Ï-
ÇÏ ÌÕÞÁ. îÅÓÏÓÅÄÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ  × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ
d > 3 ÂÕÄÕÔ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 6Á, Á × ÓÌÕ-
ÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ A1, A2, : : : , An É ÔÏÞËÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ B1, B2, : : : , Bn−1,
Bn ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (d = 2), ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ 
×ÙÇÌÑÄÉÔ, ËÁË ÎÁ ÒÉÓ. 6Â.

B1B2

B3

Bn−1

Bn

:::

Á) Â)

òÉÓ. 6. úÁÄÁÞÁ Ï ÂÉÌØÑÒÄÎÏÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å É ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ �k = 4AkBkAk+1 (k = 1; 2; : : : ; n − 1) É
�n = 4A1BnAn, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÂÉÌØÑÒÄÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ. äÌÑ ËÁ-
ÖÄÏÇÏ ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ n−1 ÂÉÌØÑÒÄÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÉÚÂÙÔÏË

�k = AkBk +BkAk+1 −AkAk+1 ;
É ÅÇÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒ

pk = AkBk +BkAk+1 +AkAk+1 :
ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÚÂÙÔÏË É ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, n-ÇÏ, ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ �n = 4A1BnAn:

�n = A1Bn +BnAn −A1An ;
pn = A1Bn +BnAn +A1An :

óÒÁ×ÎÉÍ Ä×Á ÞÉÓÌÁ: ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÚÂÙÔËÏ× �1�2 · : : : · �n−1=�n É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
ÐÅÒÉÍÅÔÒÏ× p1p2 · : : : · pn−1=pn.

úÁÄÁÞÁ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÅÍÙÈ Ä×ÕÈ ÞÉ-
ÓÅÌ ×ÓÅÇÄÁ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÂÉÌØÑÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ , ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ
ÄÒÕÇÏÅ? ÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÄÌÑ ËÁËÉÈ
ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ ?

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÏÔ×ÅÔÙ ÎÁ ÏÂÁ ×ÏÐÒÏÓÁ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, Á ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÔ-
ÎÏÛÅÎÉÊ ÉÚÂÙÔËÏ× É ÐÅÒÉÍÅÔÒÏ× ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÔ ÎÅÏÂÙÞÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÞÅË {Ai} É {Bi} × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rd. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÁ-
ÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1.
(A). äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÂÉÌØÑÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ  ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Ï
�1�2 · : : : · �n−1

�n
6 p1p2 · : : : · pn−1

pn
: (1)

(B). îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-
ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÒÁÓÐÏÌÏ-
ÖÅÎÉÅ ÔÏÞÅË {Ai} É {Bi} × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rd:

(b1) ×ÓÅ A-ÔÏÞËÉ {Ak} É ×ÓÅ B-ÔÏÞËÉ {Bk} (k = 1; 2; : : : ; n) ÒÁÓÐÏ-
ÌÏÖÅÎÙ × ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2;

(b2) ×ÓÅ B-ÔÏÞËÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ` ∈ R2 ∩ �, ÐÒÉ-
ÞÅÍ ÐÅÒ×ÙÅ n − 1 B-ÔÏÞÅË ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ × ÐÏÒÑÄËÅ B1, B2, : : : , Bn−1 ÎÁ
ÐÒÑÍÏÊ `, Á ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÔÏÞËÁ Bn ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ
(B1; Bn−1) ∈ `;

(b3) ×ÓÅ A-ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ c ∈ R2, ÃÅÎÔÒ
ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ O ÐÒÑÍÏÊ `, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ c ÏÎÉ ÉÄÕÔ × ÐÏÒÑÄËÅ A1, A2, : : : , An.
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ôÅÏÒÅÍÁ 1 ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÍÅÎÉÔØ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ É
ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ×ÓÀ ÚÁÄÁÞÕ Ó ÐÏÚÉÃÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. óÍÅÎÁ ÔÏÞ-
ËÉ ÚÒÅÎÉÑ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ × ÞÁÓÔÉ 5, Á ÐÏËÁ ÞÔÏ
ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÆÁËÔÁÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É ÂÉÌØÑÒÄÎÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÅ.

4. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ É ÂÉÌØÑÒÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ
îÁÐÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÁËÔÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÉÌÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉ-

ÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ. îÁÍ ÚÄÅÓØ ×ÁÖÎÁ ÓÁÍÁÑ ÕÐÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÜÔÏÊ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÏÄÅÌØ ðÕÁÎËÁÒÅ × ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ
ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, É × ×ÅÒÈÎÅÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÅÓÌÉ
ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÔÒÉ É ×ÙÛÅ.

îÁÞÎÅÍ Ó Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ H2. åÅ ÍÏÄÅÌØÀ ðÕÁÎËÁ-
ÒÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2:
×ÓÅ ÔÏÞËÉ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÙÛÅ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ Ox Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÁ-
ÍÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ H2, Á ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÏÓÉ Ox ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎ-
ÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ïÓØ ÁÂÓÃÉÓÓ Ox ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÔÁËÖÅ ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ðÒÑÍÙÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ H2 (Ë
ÎÉÍ ÐÒÉÌÁÇÁÅÔÓÑ ÜÐÉÔÅÔ �ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ�, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÐÕÔÁÔØ
ÉÈ Ó Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍÉ ÐÒÑÍÙÍÉ) ÂÙ×ÁÀÔ Ä×ÕÈ ÔÉÐÏ×: Ë ÐÅÒ×ÏÍÕ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ
×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ù ÌÕÞÉ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÏÓÉ Ox, Á ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ |
Å×ËÌÉÄÏ×Ù ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ Ox. (üÐÉÔÅÔ �Å×ËÌÉ-
ÄÏ×� ÄÌÑ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× | ÔÏÞÅË, ÐÒÑÍÙÈ, ÏÔÒÅÚËÏ×, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ,
ËÒÉ×ÙÈ É Ô. Ä. | ÍÙ ÞÁÓÔÏ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ; ÌÀÂÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂß-
ÅËÔ Ó ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÜÐÉÔÅÔÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ.
üÐÉÔÅÔ �ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ� ÍÙ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÂÕÄÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÓËÒÕÐÕÌÅÚ-
ÎÏ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÔØ Ë ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ÏÂßÅËÔÕ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ.)
äÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË A É B ÎÁ ×ÅÒÈÎÅÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÍÙ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÅÍ
ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÏÍÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÔÉÐÏ× ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ
AB: ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÁÑ AB ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ ÏÓÉ Ox, ÔÏ Ë ÐÅÒ×ÏÍÕ, Á ÅÓÌÉ AB ÎÅ
ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁ Ox, ÔÏ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁË ÐÏÓÔÒÏ-
ÉÔØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÑÍÕÀ AB ÃÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ: ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ
ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÓÅÒÅÄÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ AB, ÎÁÊÔÉ ÔÏÞËÕ O ÐÅÒÅ-
ÓÅÞÅÎÉÑ ÅÇÏ Ó ÏÓØÀ ÁÂÓÃÉÓÓ É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ
O, | ÅÅ ×ÅÒÈÎÑÑ ÏÔËÒÙÔÁÑ (ÂÅÚ ËÏÎÃÏ×, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÁÂÓÏÌÀÔÕ) ÐÏÌÕ-
ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÒÉÓ. 7Á). åÓÌÉ ÇÉ-
ÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÔÏÞËÁ P ÌÅÖÉÔ ×ÎÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ `, ÔÏ ÞÅÒÅÚ P
ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÃÅÌÙÊ ÐÕÞÏË ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÑÍÙÈ, �ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ�
(Ô. Å. ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË Ó) ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ` (ÒÉÓ. 7Â): ÐÑ-
ÔÙÊ ÐÏÓÔÕÌÁÔ å×ËÌÉÄÁ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÄÁÎÎÏÊ, ×
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ.
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A

B A
B

O

P `
A

B

�L(
A;B

)

xA xB

y

Á) Â) ×)

òÉÓ. 7.

ðÕÓÔØ A É B | Ä×Å ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ
ËÒÉ×ÏÊ �. ôÏÇÄÁ ÅÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÄÌÉÎÁ �L(A;B) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ
ÆÏÒÍÕÌÅ

�L(A;B) =
B∫

A

ds
y ;

ÇÄÅ ds | ÜÌÅÍÅÎÔ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ: ds =
√
dx2 + dy2, Á y | ÏÒÄÉÎÁÔÁ

ÔÅËÕÝÅÊ ÔÏÞËÉ ËÒÉ×ÏÊ � (ÒÉÓ. 7×). åÓÌÉ y ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x, y = y(x),
ÔÏ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ËÒÉ×ÏÊ � ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

�L(A;B) =
xB∫

xA

p
dx2 + dy2

y =
xB∫

xA

p
1 + (dy=dx)2

y dx:

ëÒÉ×ÏÊ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A É B ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÕÇÁ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ËÏÎÃÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ A É B, ÉÌÉ, ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅ-
ÓËÉÊ ÏÔÒÅÚÏË `AB (ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ A É B ÌÅÖÁÔ ÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ
ÉÍ ÂÕÄÅÔ Å×ËÌÉÄÏ× ÏÔÒÅÚÏË AB); ÅÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÄÌÉÎÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ
ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ (ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÚÄÅÓØ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ
ÂÕÄÅÍ), ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÄÌÉÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ×ÓÅÇÄÁ ËÏ-
ÒÏÞÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÄÌÉÎÙ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ËÏÎÃÁÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ
ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÏÔÒÅÚÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÍ (Ô. Å. �ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ�)
ÏÔÒÅÚËÏÍ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ H2. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ: ÄÌÉÎÁ ÌÀÂÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ ÓÕÍÍÕ ÄÌÉÎ
×ÓÅÈ ÅÇÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÎÉËÁÅÔ, ËÏÇÄÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ
ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.

÷ÓÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ H2 ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ Hd (ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ
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ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï). á ÉÍÅÎÎÏ, × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rd ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ
ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÁÑ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ � = �d−1, É ×ÅÒÈÎÅÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÌÕÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ � ÏÂßÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÄÅÌØÀ (ðÕÁÎËÁÒÅ) ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅ-
ÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Hd (Ô. Å. Å×ËÌÉÄÏ×Ù ÔÏÞËÉ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ), Á
ÓÁÍÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ � | ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ (ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ
ÔÏÞÅË) ÜÔÏÇÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÒÁÓÓÔÏ-
ÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ A É B, ÎÁÄÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÐÕ-
ÓÔÉÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ ÎÁ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔØ �, ÐÒÏ×ÅÓÔÉ Ä×ÕÍÅÒÎÕÀ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ R2 ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ (ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÅÓ-
ÌÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÞËÉ A É B ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ), É × ÜÔÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÚÑÔØ ×ÅÒÈÎÀÀ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÎÁÄ ÐÒÑÍÏÊ, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÐÅÒÅ-
ÓÅÞÅÎÉÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2 É ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ �), ËÏÔÏÒÁÑ É ÂÕÄÅÔ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ
ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. á Ë ÎÅÊ ÕÖÅ ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ×ÓÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ-
ÎÙÅ ×ÙÛÅ: ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÞÅÒÅÚ A É B ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ
×ÙÛÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÄÌÉÎÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ
ÏÔÒÅÚËÁ `AB.

ðÏÓÌÅ ÜÔÉÈ ÏÂÝÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÐÒÏÓÔÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ
ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÕÀ ÄÌÉÎÕ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ `AB.

ðÏÍÅÓÔÉÍ × ÔÏÞËÕ A ÂÉÌØÑÒÄÎÙÊ ÛÁÒ É ÚÁÐÕÓÔÉÍ ÅÇÏ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
Rd × ÓÔÏÒÏÎÕ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ � ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÐÏÓÌÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ
C ∈ � ÐÏÐÁÌ × ÔÏÞËÕ B. ëÁË ÎÁÊÔÉ ÔÏÞËÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ C × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ �,
ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÒÉÓÕÎÏË 8: ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÏÔÒÁÚÉÔØ ÔÏÞËÕ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ � (ÐÒÉÞÅÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÅÌÁÔØ × Ä×Õ-

� �

A

A′

C

B

áÂÓÏÌÀÔ �

�
�

A

A′

C

B

R2

Á) Â)

òÉÓ. 8. âÉÌØÑÒÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ É × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ
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ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ �), É ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÏÂÒÁÚ, ÔÏÞËÕ A′,
ÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ó ÔÏÞËÏÊ B. ôÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ A′B Ó ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏ-
ÓÔØÀ R2 É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ: C = A′B ∩�. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ � = �, Ô. Å. ÕÇÏÌ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ
ÐÁÄÅÎÉÑ (ÒÉÓ. 8), ÔÁË ÞÔÏ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ A → C → B |
ÂÉÌØÑÒÄÎÁÑ.

éÔÁË, ×ÏÚÎÉË ÂÉÌØÑÒÄÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÉÍÅÔÒ
p = AC + CB + AB = dB + dE , ÇÄÅ dB = AC + CB | ÂÉÌØÑÒÄÎÏÅ ÒÁÓ-
ÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A É B (ÏÔÓÀÄÁ É ÉÎÄÅËÓ B Õ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÓ-
ÓÔÏÑÎÉÑ), Á dE | Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÅÍÉ ÖÅ ÔÏÞËÁÍÉ; É ÅÓÔØ
ÜËÓÃÅÓÓ | ×ÅÌÉÞÉÎÁ � = AC + CB − AB = dB − dE . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÉÐÅÒ-
ÂÏÌÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A É B ÞÅÒÅÚ dL. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÁÑ

ôÅÏÒÅÍÁ 2 (ÂÉÌØÑÒÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ).

dL = ln p
� = ln dB + dE

dB − dE
: (2)

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ 4ABC ×ÙÒÏÖÄÅÎ, Ô. Å. ÔÏÞËÉ A É B ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄ-
ÎÏÍ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÌÕÞÅ CAB, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ (2) ÄÁÅÔ ÈÏÒÏÛÏ
ÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ ÉÚ ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÆÏÒÍÕÌÕ dL = ln

∣∣∣ACBC
∣∣∣ , Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ É ÎÁÞÎÅÍ

ÎÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ (2) × ÞÁÓÔÉ 6 ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÏ × ÞÁÓÔÉ 6, ÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÏÓÎÏ×Ù-

×ÁÑÓØ ÎÁ ÂÉÌØÑÒÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ, ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.

5. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÂÉÌØÑÒÄÎÏÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ
óÍÅÎÉÍ ÔÏÞËÕ ÚÒÅÎÉÑ É ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÉÍÅÀÝÉÊÓÑ Å×ËÌÉÄÏ× ÇÅÏÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÏÂßÅËÔ × ×ÅÒÈÎÅÍ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (Rd)+ | ÚÅÒËÁÌÏ � É
ÂÉÌØÑÒÄÎÕÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ  = A1B1A2B2 : : : An−1Bn−1AnBnA1 | ËÁË ÎÁ
ÎÅËÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ × d-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ Hd. á ÉÍÅÎ-
ÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÍÙÓÌÉÔØ ×ÅÒÈÎÅÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (Rd)+ ËÁË ÍÏÄÅÌØ ðÕ-
ÁÎËÁÒÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ Ó ÁÂÓÏÌÀÔÏÍ �; ÔÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ ÏÔÒÁÖÅ-
ÎÉÑ A1, A2, : : : , An−1, An ÐÒÅ×ÒÁÔÑÔÓÑ × ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ, Á
ÔÏÞËÉ B1, B2, : : : , Bn−1, Bn ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ oÔ ÚÅÒËÁÌÁ � | × ÂÅÓËÏÎÅÞ-
ÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Hd. äÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ËÁÒÔÉÎÙ ÎÁÍ ÎÅ
ÄÏÓÔÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÔÏÞËÉ A1, A2, : : : , An−1,
An × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ
(Á × ËÏÎÃÅ | ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÔÏÞËÕ An Ó ÔÏÞËÏÊ A1), ÞÔÏ
ÍÙ É ÓÄÅÌÁÅÍ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË
A1A2 : : : An−1An, ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ `AkAk+1 ËÏÔÏÒÏÇÏ | ÜÔÏ ÄÕÇÉ
Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÎÁ ÚÅÒËÁÌÅ �. ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ
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ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÄÌÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÙ `A1An ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ
ÓÕÍÍÙ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÈ ÄÌÉÎ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ:

dL(`A1An) 6 dL(`A1A2) + dL(`A2A3) + : : :+ dL(`An−1An); (3)
ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ A2; : : : ; An−1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÄÕ-
ÇÅ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ `A1An, É ÉÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ (ÏÔ A2
ÄÏ An−1).

íÙ ÓÅÊÞÁÓ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3) × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (1), ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ËÁË ÒÁÚ É ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ; ÜÔÉÍ ÍÙ ÚÁ×ÅÒÛÉÍ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÞÁÓÔÉ (A) ÔÅÏÒÅÍÙ 1. þÁÓÔØ (B) ÔÅÏÒÅÍÙ 1 (ÐÒÉÞÅÍ ÓÒÁÚÕ
×ÓÅ ÐÕÎËÔÙ) ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÐÒÅ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3) × ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Ï (ÓÍ. ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÁÂÚÁÃÁ). éÔÁË, ÐÒÏÓÔÁÑ
ÓÍÅÎÁ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÓÔ ÎÁÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ!

ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ÔÁË:
p1
�1
· p2
�2
· : : : · pn−1

�n−1
> pn

�n
: (1.1)

÷ÏÚØÍÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ:
ln p1

�1
+ ln p2

�2
+ : : :+ ln pn−1

�n−1
> ln pn

�n
: (1.2)

óÏÇÌÁÓÎÏ ÂÉÌØÑÒÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (2), ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × ÌÅ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ-
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1.2), ln pk

�k
(1 6 k 6 n − 1), ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ

ÄÌÉÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ `AkAk+1, Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ln pn
�n

× ÐÒÁ×ÏÊ
ÞÁÓÔÉ | ÜÔÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÄÌÉÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ `A1An.
üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (1) ⇔ (3), Á Ó ÎÅÊ É ÐÅÒ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1) ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÅÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1.1), (1.2) É (3) ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ.
îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3) ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÐÒÉ ÐÏÐÁÄÁÎÉÉ, ËÁË ÕÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ,
×ÓÅÈ ÔÏÞÅË ÏÔ A2 ÄÏ An−1 ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ÏÔÒÅÚÏË `A1An. ðÏ ÏÐ-
ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Å×ËÌÉÄÏ×Ù ÄÕÇÉ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ `A2A3, `A3A4, . . . , `An−2An−1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÄÕÇÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
`A1An. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÔÏÞËÉ A2, A3, . . . , An−1, ÉÍÅÎÎÏ × ÜÔÏÍ ÐÏÒÑÄ-
ËÅ, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÄÕÇÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ `A1An (ÒÉÓ. 9). üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ
ÔÒÕÄÎÙÊ ÐÕÎËÔ (b3) ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. (éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ
ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÒÁÚÕ | Ó ÄÒÕ-
ÇÉÍÉ ÐÕÎËÔÁÍÉ ÎÁÄÏ ÅÝÅ ÐÏ×ÏÚÉÔØÓÑ! | É ×ÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÚÁ ÓÞÅÔ ÏÄÎÏÊ ÔÏÌØËÏ
ÓÍÅÎÙ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ!)

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÔÏÞ-
ËÉ A1, A2, . . . , An ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÏÞËÁÍÉ B1, B2, . . . , Bn ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÏÔ ÚÅÒ-
ËÁÌÁ � ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2, ÐÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ Ä×ÕÍÅÒ-
ÎÙÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÉÌØÑÒÄÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× 4AkBkAk+1
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B1

B3

B4

Bn−1

Bn

A1

A2
A3 An

�n−1

R
2

c

`
�n−1

òÉÓ. 9. òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÂÉÌØÑÒÄÎÏÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ × Rn

(2 6 k 6 n − 1) É 4A1BnAn ÏÂÑÚÁÎÙ ÓÏ×ÐÁÓÔØ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ (b1) ÔÅÏÒÅÍÙ 1.

îÁËÏÎÅÃ, ÄÏËÁÖÅÍ ÐÕÎËÔ (b2). ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÔÏÞËÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÂÉ-
ÌØÑÒÄÎÏÊ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ  ÏÔ ÚÅÒËÁÌÁ � (�B-ÔÏÞËÉ�) ÏÂÑÚÁÎÙ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ
ÐÒÑÍÏÊ ` = R2 ∩ �, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ËÁË ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ � (ÐÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÞÅË ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ), ÔÁË É ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÊ ÅÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2 (× ÓÉÌÕ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ). ÷ÄÏÂÁ×ÏË, ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ Bk,
k = 1; : : : ; n− 1, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÁ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ` ÍÅÖÄÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÏÅË-
ÃÉÑÍÉ pr(Ak) É pr(Ak+1) ÔÏÞÅË Ak É Ak+1 ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ `: ÏÔÒÅÚÏË [A′kAk+1],
ÇÄÅ A′k | ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ Ak ÐÒÉ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÉÐÅÒÐÌÏÓËÏÓÔÉ
�, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔÒÅÚÏË [pr(Ak) pr(Ak+1)] × ÅÇÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ Bk (ÍÙ
ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÔÏÞËÉ Ak É
Ak+1 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ). ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÏÔ-
ÒÁÖÅÎÉÑ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ  ÎÁ ÚÅÒËÁÌÅ �, Bn, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ
ÔÏÞËÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ [pr(A1) pr(An)]. ë ÔÏÍÕ ÖÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÒÅÚÏË [A′1A2] ÌÅ-
ÖÉÔ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2 ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ \A1A′1An (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÏÞËÁ A2 ÌÅÖÉÔ
×ÎÕÔÒÉ ÄÕÇÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ `A1An), ÏÎ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÏÔÒÅÚÏË [pr(A1)Bn] × ÅÇÏ
×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ B1. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÔÅÐÅÒØ Ó ÔÏÞ-
ËÉ An, ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË A′nAn−1 ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2 ×ÎÕ-
ÔÒÉ ÕÇÌÁ \AnA′nA1. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ Bn−1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ
ÔÏÞËÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ [Bn pr(An)]. éÓÈÏÄÑ ÉÚ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ B1 ∈ [pr(A1)Bn]
É Bn−1 ∈ [Bn pr(An)], ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ Bn ∈ [B1Bn−1]. îÏ ÔÏÞËÁ Bn ÎÅ
ÍÏÖÅÔ ÓÏ×ÐÁÓÔØ ÎÉ Ó ËÏÎÃÏÍ B1, ÎÉ Ó ËÏÎÃÏÍ Bn−1 ÏÔÒÅÚËÁ [B1Bn−1];
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, Bn ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ (B1; Bn−1). õÔ×Å-
ÒÖÄÅÎÉÅ ÐÕÎËÔÁ (b2) ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÏËÁÚÁÎÏ, É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1,
ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ.
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6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÉÌØÑÒÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ
ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A′ ÏÂÒÁÚ ÔÏÞËÉ A ÐÒÉ ÅÅ ÏÔÒÁÖÅÎÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÐÒÑÍÏÊ `. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ` | ÜÔÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÅ ÚÅÒËÁÌÏ, ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÂÉÌØÑÒÄÎÙÊ ÛÁÒ, ÚÁÐÕÝÅÎÎÙÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ A × ÔÏÞËÕ B, É ÏÄ-
ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÁÂÓÏÌÀÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ.) ôÏÇÄÁ
AC = A′C É ÆÏÒÍÕÌÕ (2) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ

dL(A;B) = ln A′B +AB
A′B −AB : (2.1)

÷ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ 4ABC, ÆÏÒÍÕÌÁ (2.1) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÉÚ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ dL: × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ xA = xB,
ÐÏÜÔÏÍÕ dx = 0 É, ÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ,

dL(A;B) =
B∫

A

p
dx2 + dy2

y =
yB∫

yA

dy
y =

= (ln y)
∣∣∣
yB

yA
= ln

(yB
yA

)
= ln

(2yB
2yA

)
=

= ln (yB + yA) + (yB − yA)
(yB + yA)− (yB − yA) = ln A′B +AB

A′B −AB :

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ 4ABC. ôÏÇÄÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅ-
ÓËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ H2 ÂÕÄÅÔ (Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ) ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔØÀ c Ó ÃÅÎÔÒÏÍ O ÎÁ ÁÂÓÏÌÀÔÅ `, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É B. óÎÁ-
ÞÁÌÁ ÍÙ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ ÔÒÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ dL(A;B).

÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: Y X ∈ ` | ÄÉÁÍÅÔÒ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏ-
ÓÔÉ c, \AOX = ' É \BOX =  , \AYX = � É \BYX = � (ÓÍ. ×ÅÒÈÎÀÀ
ÐÏÌÏ×ÉÎÕ ÒÉÓ. 10). ÷×ÅÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ [AB;XY ] ÄÌÑ
Ä×ÏÊÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË A;B;X; Y :

[AB;XY ] := AX=AY
BX=BY :

ìÅÍÍÁ. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ
ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A É B:

dL(A;B) =
∣∣∣ ln

tg
�'

2
�

tg
� 

2
� ∣∣∣ ; (2.2)

dL(A;B) =
∣∣∣ ln

( tg�
tg �

)∣∣∣ ; (2.3)

dL(A;B) =
∣∣∣ ln [AB;XY ]

∣∣∣ : (2.4)
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B

A

Y

A′

XO
�
2 − �

�
2 − �

�
�
  

'

òÉÓ. 10. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÉÌØÑÒÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÐÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ x = r cos �, y = r sin �,
ds =

√
dr2 + r2d�2 = rd� (ÐÏÓËÏÌØËÕ dr = 0 ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ); ÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏ,

dL(A;B) =
'∫

 

ds
y =

'∫

 

rd�
r sin � =

∣∣∣∣ ln
∣∣∣ tg

(�
2

)∣∣∣
∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
'

 
=

∣∣∣ ln
tg
�'

2
�

tg
� 

2
� ∣∣∣ ;

É ÆÏÒÍÕÌÁ (2.2) ÄÏËÁÚÁÎÁ.
äÁÌÅÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ '

2 = 1
2(`ABX) = � É  

2 = 1
2(`BX) = �, ÎÁÈÏÄÉÍ ÉÚ

(2.2):
∣∣∣ ln

tg
�'

2
�

tg
� 

2
� ∣∣∣ =

∣∣∣ ln
( tg�

tg �

)∣∣∣ ;

É ÆÏÒÍÕÌÁ (2.3) ÄÏËÁÚÁÎÁ.
úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ 4Y AX É 4Y BX ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ.

÷ÙÒÁÚÉÍ tg� É tg � ÞÅÒÅÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ AX=AY É BX=BY , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ:
∣∣∣ ln

( tg�
tg �

)∣∣∣ =
∣∣∣ ln AX=AY

BX=BY

)∣∣∣ :

æÏÒÍÕÌÁ (2.4), Á Ó ÎÅÊ É ÌÅÍÍÁ, ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤
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ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù Ë ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 2.
ðÒÏÄÌÉÍ ÐÏÌÕÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É B, Ó ×ÅÒÈÎÅÊ

ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÎÉÖÎÀÀ | ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÌÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ c Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ
XY ∈ ` É ÃÅÎÔÒÏÍ O ∈ `. ðÕÓÔØ R ÅÅ ÒÁÄÉÕÓ. ôÏÞËÁ A′, ÚÅÒËÁÌØÎÙÊ ÏÂÒÁÚ
ÔÏÞËÉ A, ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ c ÎÉÖÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ Y X. óÏÅÄÉÎÉÍ ÔÏÞËÕ A′
Ó ÔÏÞËÏÊ B É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ÕÖÅ ××ÅÄÅÎÎÙÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍ
\AYX = � É \BYX = �) \AY B = \AXB = , \AXY = \A′XY = �=2−�
(ÒÉÓ. 10).

ðÒÉÍÅÎÉÍ (Å×ËÌÉÄÏ×Õ) ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÉÎÕÓÏ× Ë ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍ 4ABX É
4A′BX:
AB = 2R sin  = 2R sin(�− �) É A′B = 2R · sin(\BXA′) = 2R sin(�+ �):

ðÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÄÒÏÂØ, ÓÔÏÑÝÕÀ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ
ÆÏÒÍÕÌÙ (2):

A′B +AB
A′B −AB = sin(�+ �) + sin(�− �)

sin(�+ �)− sin(�− �) =
2 sin �+ � + �− �

2 cos �+ � − �+ �
2

2 sin �+ � − �+ �
2 cos �+ � + �− �

2
=

= sin� cos�
sin� cos� = tg�

tg � :

ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÁÊÄÅÎÎÏÍÕ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÕ (2.3) ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ
ÌÅÍÍÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

dL(A;B) =
∣∣∣ ln

( tg�
tg �

)∣∣∣ = ln A′B +AB
A′B −AB = ln

(p
�

)
;

Ô. Å. ÆÏÒÍÕÌÕ (2). âÉÌØÑÒÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ¤
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