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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñà

� 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-4

Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñà � ýòî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü Ñîìîñ-4. Îíà çàäà¼òñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

sn+2sn−2 = αsn+1sn−1 + βs2n, (1)

ãäå α è β � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. ×åòâ¼ðêà â íàçâàíèè � ýòî ïîðÿäîê ðå-

êóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (1). Îí ïîêàçûâàåò, ñêîëüêî íàäî çàäàòü íà÷àëüíûõ

÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn}, ÷òîáû ìîæíî áûëî âû÷èñëèòü âñå îñòàëüíûå.

Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-4 îáû÷íî ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè s0, s1, s2 è s3.

Åñëè ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn} íå îáðàùàþòñÿ â íîëü, òî ðåêóð-

ðåíòíîå ñîîòíîøåíèå (1) çàäà¼ò áåñêîíå÷íóþ â îáå ñòîðîíû ÷èñëîâóþ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðåáóåòñÿ íàêëàäû-

âàòü äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ. Åñòåñòâåííåé âñåãî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ýëåìåíòû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. ×èòàòåëü, íå çíàêîìûé ñ êîìïëåêñ-

íûìè ÷èñëàìè, ìîæåò ñ÷èòàòü ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn} äåéñòâèòåëü-
íûìè.

Óðàâíåíèþ (1) óäîâëåòâîðÿþò íåêîòîðûå ïðîñòûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà-

ïðèìåð,

sn = (An+B)qan
2+bn+c, (2)

ãäå A, B, q, a, b, c � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâëÿþòñÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèè,

à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü qn
2

, êîòîðàÿ ïðè q > 1 ðàñò¼ò áûñòðåå ëþáîé

ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (2) äåéñòâèòåëüíî óäîâëå-

òâîðÿþò óðàâíåíèþ (1). Íàéäèòå ñîîòâåòñòâóþùèå åé êîýôôèöèåíòû α è β.

Áîëåå èíòåðåñíûé ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-4 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è

F0, F1, F2, . . . = 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . . , (3)

êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè F0 = 0, F1 = 1 è ðåêóððåíòíûì ñî-

îòíîøåíèåì Fn+1 = Fn + Fn−1 (n ⩾ 1). Äëÿ îòðèöàòåëüíûõ íîìåðîâ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è äîîïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýòîãî æå ñîîòíîøåíèÿ,

ïåðåïèñàííîãî â âèäå Fn−1 = Fn+1 − Fn (n ⩽ 0). Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è óäîâëåòâîðÿþ ðàâåíñòâó

Fn+2Fn−2 = −Fn+1Fn−1 + 2F 2
n . (4)
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Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è � ýòî òîæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-4.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå ôîðìóëó (4).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ëèíåéíîé ðåêóð-

ðåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà. Â îáùåì ñëó÷àå òàêèå ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè çàäàþòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

sn+2 = usn+1 + vsn (5)

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè u è v. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå òàêèå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè òàêæå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (1), ò.å. ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòÿìè Ñîìîñ-4.

Çàäà÷à 3. Âûðàçèòå ÷åðåç u è v êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (1), êîòîðîìó

óäîâëåòâîðÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì (5).

Èçâåñòíî, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) èìååò âèä (ñì. [3]) sn = c1λ
n
1 +

c2λ
n
2 èëè sn = (c1n + c0)λ

n, ãäå âñå ïàðàìåòðû � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Çíà-

÷èò, sn îãðàíè÷åíû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

sn = qn
2

, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðàâåíñòâó (1), íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âòîðîãî ïîðÿäêà.

Åù¼ îäèí ïðèìåð áûñòðî ðàñòóùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � ýòî Ñîìîñ-(4).

Êðóãëûå ñêîáêè çäåñü îçíà÷àþò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ñïåöèàëüíóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-4 ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè s0 = s1 = s2 = s3 = 1, óäî-

âëåòâîðÿþùóþ ðåêóððåíòíîìó óðàâíåíèþ (1), â êîòîðîì êîýôôèöèåíòû α è β

òàêæå ðàâíû ñ åäèíèöàì:

sn+2sn−2 = sn+1sn−1 + s2n. (6)

Âîò íà÷àëî ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:

s0, s1, . . . = 1, 1, 1, 1, 2, 3, 7, 23, 59, 314, 1529, 8209, 83313, . . . (7)

Íà ðèñóíêå ñëåâà èçîáðàæåíû ïåðâûå 80 ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(4),

âûïèñàííûå ñâåðõó âíèç ìåëêèì øðèôòîì:
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Ïðàâàÿ ñòîðîíà ïîëó÷èâøåãîñÿ êðèâîëèíåéíîãî òðåóãîëüíèêà ïîõîæà íà ïà-

ðàáîëó. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-(4) ðàñò¼ò ïðèìåðíî êàê

cn
2

, ãäå c > 1. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Ñîìîñ-(4) íå ÿâëÿåòñÿ ëè-

íåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñóíêå ñïðàâà

ïîìåùåíû ïåðâûå 80 ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è. Ïðàâàÿ ñòîðîíà ïîëó÷èâøåãîñÿ òðå-

óãîëüíèêà áëèçêà ê ïðÿìîé ëèíèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýêñïîíåíöèàëüíîìó ðîñòó

÷èñåë Ôèáîíà÷÷è.

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-(4) íå ÿâëÿåòñÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòüþ âèäà (2).

Â îáùåì ñëó÷àå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(4) íåëüçÿ âûðàçèòü

÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè, çäåñü îêàçûâàþòñÿ íåîáõîäèìû ýëëèïòè÷åñêèå

ôóíêöèè, ðàçãîâîð î êîòîðûõ âûõîäèò çà ðàìêè ñòàòüè. Ïîýòîìó ìû çàéì¼ì-

ñÿ òåìè ñâîéñòâàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ñîìîñà, êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü,

èñïîëüçóÿ ëèøü ýëåìåíòàðíûå ñîîáðàæåíèÿ. Íàøåé ãëàâíîé öåëüþ áóäåò äî-

êàçàòåëüñòâî ñëåäóþùèõ äâóõ ðåçóëüòàòîâ.

Òåîðåìà 1. Âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(4) � öåëûå ÷èñ-

ëà.

Òåîðåìà 2. Îñòàòêè, êîòîðûå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(4)

äàþò ïðè äåëåíèè íà ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, ïåðèîäè÷åñêè ïîâòî-

ðÿþòñÿ.

Ðåøèâ çàäà÷è 14� 16, ÷èòàòåëü ñìîæåò äîêàçàòü àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ

è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(5).

Òåîðåìà 1 íåî÷åâèäíà, ïîñêîëüêó äëÿ íàõîæäåíèÿ î÷åðåäíîãî ýëåìåíòà sn+2

ïî ôîðìóëå (6) ñóììó sn+1sn−1 + s2n íóæíî ïîäåëèòü íà sn−2, è íåïîíÿòíî,

ïî÷åìó âñåãäà ïðîèñõîäèò äåëåíèå íàöåëî.

Àíàëîã òåîðåìû 2 õîðîøî èçâåñòåí äëÿ ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé. Íàïðèìåð, îñòàòêè, êîòîðûå äàþò ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ïðè äåëå-

íèè íà íàòóðàëüíîå m, ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòà-

òî÷íî çàìåòèòü, ÷òî îò óðàâíåíèÿ Fn+1 = Fn + Fn−1 ìîæíî ïåðåéòè ê ñðàâ-

íåíèþ Fn+1 ≡ Fn + Fn−1 (mod m). 1 Ñ åãî ïîìîùüþ îñòàòîê Fn+1 mod m

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïàðå îñòàòêîâ (Fn mod m,Fn−1 mod m). 2 Òà-

êèõ ïàð íå áîëüøå m2, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ äâà çíà÷åíèÿ n, äëÿ êîòîðûõ

ïàðû îñòàòêîâ ñîâïàäóò, à ýòî ïðèâåä¼ò ê çàöèêëèâàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Fn (mod m). Ïîäîáíîå ðàññóæäåíèå íåëüçÿ ïðîâåñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ñîìîñ-(4). Íàïðèìåð, åñëè ìîäóëü � ýòî ïðîñòîå ÷èñëî p, òî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ

òàê, ÷òî sn−2 ≡ 0 (mod p). Òîãäà ñðàâíåíèå sn+2sn−2 ≡ sn+1sn−1 + s2n (mod p)

íå ïîçâîëèò íàéòè çíà÷åíèå sn+2. Òàêèì îáðàçîì íåëèíåéíîñòü ðåêóððåíòíîãî

ñîîòíîøåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðåïÿòñòâèåì ê äîêàçàòåëüñòâó ïåðè-

îäè÷íîñòè.

1Ñðàâíåíèå a ≡ b (mod m) ïî îïðåäåëíèþ îçíà÷àåò, ÷òî ðàçíîñòü a− b äåëèòñÿ íà m, èëè,
äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òî a è b äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà m.

2Çäåñü mod m � ýòî îïåðàöèÿ, êîòîðàÿ ïðåâðàùàåò ÷èñëî â åãî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà
m, ëåæàùèé â ïðåäåëàõ îò 0 äî m− 1.
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� 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñà ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ñîìîñ�k (k ⩾ 2) íàçûâàåòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn}∞n=−∞, êîòîðàÿ çàäà¼òñÿ êâàäðàòè÷íûì ðåêóððåíò-

íûì ñîîòíîøåíèåì

sn+ksn =

[k/2]∑
j=1

αjsn+k−jsn+j , (8)

ãäå αj � íåêîòîðûå êîíñòàíòû.

Íîìåð k � ýòî ïîðÿäîê ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (8). Îí ïîêàçûâàåò,

ñêîëüêî íàäî çíàòü ïîäðÿä èäóùèõ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn}, ÷òîáû
ìîæíî áûëî âû÷èñëèòü âñå îñòàëüíûå å¼ ÷ëåíû. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-k

îáû÷íî ïðåäïîëàãàþò èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿ s0, . . . , sk−1.

Ñëåäóþùèå çàäà÷è ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñà äëÿ k = 2

è k = 3 óñòðîåíû î÷åíü ïðîñòî. Òàêèì îáðàçîì, Ñîìîñ-4, êàê áûëî ñêàçàíî

âûøå, äåéñòâèòåëüíî åñòü ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ñîìîñà.

Çàäà÷à 5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ�2, çàäàâàåìîé

óðàâíåíèåì sn+2sn = αs2n+1, ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî ôîðìóëå

sn = αn(n−1)/2s1−n0 sn1 .

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ�3, çàäàâàåìîé

óðàâíåíèåì sn+3sn = αsn+2sn+1, èìåþò âèä

sn =

{
αn

2/4s
−n/2
−1 s0s

n/2
1 , åñëè n ÷¼òíîå;

α(n2−1)/4s
(1−n)/2
−1 s

(n+1)/2
1 , åñëè n íå÷¼òíîå.

(9)

Àíàëîãè÷íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(4) îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè Ñîìîñ-(k) äëÿ k > 4. Äëÿ ýòîãî â ôîðìóëå (8) íàäî ïîëîæèòü α1 = α2 =

. . . = 1 è âûáðàòü s0 = s1 = . . . = sk−1 = 1. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ñîìîñ�(5) çàäà¼òñÿ óðàâíåíèåì

sn+5sn = sn+4sn+1 + sn+3sn+2, (10)

è íà÷èíàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

s0, s1, . . . ,= 1, 1, 1, 1, 1, 2, 3, 5, 11, 37, 83, 274, 1217, 6161, . . .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ�(6) çàäà¼òñÿ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèåì

sn+6sn = sn+5sn+1 + sn+4sn+2 + s2n+3, (11)

è íà÷èíàåòñÿ ñ ÷èñåë

s0, s1, . . . ,= 1, 1, 1, 1, 1, 1, 3, 5, 9, 23, 75, 421, 1103, . . .

Öåëî÷èñëåííûìè îêàçûâàþòñÿ òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ�(k) ïðè k =

4, 5, 6, 7. Äàëüøå ýòà çàêîíîìåðíîñòü íàðóøàåòñÿ. Íàïðèìåð, â ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè Ñîìîñ�(8) âîñåìíàäöàòûé ÷ëåí ðàâåí 420514
7 .



ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÑÎÌÎÑÀ 5

Çàäà÷à 7. Ïðî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè sn = n2 è sn = 2n
3

âûÿñíèòå, ÿâëÿþòñÿ

ëè îíè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè (à) Ñîìîñ�4, (á) Ñîìîñ�6.

Â öåëîì ÷åì áîëüøå íîìåð k, òåì áîëåå ñëîæíî ìîæåò áûòü óñòðîåíà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-k. Îäíàêî äëÿ ìàëûõ k ïðè ïåðåõîäå îò ÷¼òíîãî íîìåðà

ê íå÷¼òíîìó ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ íå î÷åíü ñèëüíî. Ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-3, êàê è ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ñîìîñà íå÷¼òíîãî

ïîðÿäêà, îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû: ýëåìåíòû ñ ÷¼òíûìè èëè

ñ íå÷¼òíûìè íîìåðàìè ìîæíî óìíîæèòü íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó, è ïðè ýòîì

ïîëó÷èòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùàÿ òîìó æå óðàâíåíèþ (8).

Ðàâåíñòâà (9) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

sn = ∆nα
n2/4s

−n/2
−1 s0s

n/2
1 , ãäå ∆n =

{
1, åñëè n ÷¼òíîå;

α−1/4s
1/2
−1 s

−1/2
1 , åñëè n íå÷¼òíîå.

Òàêèì îáðàçîì, óìíîæèâ ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-3 ñ ÷¼òíûìè íî-

ìåðàìè íà ïîäõîäÿùåå ÷èñëî, ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-2.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè Ñîìîñ-5 (ñì. çàäà÷è 18�19 íèæå). Å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ÷¼òíûìè

è íå÷¼òíûìè íîìåðàìè ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Ñîìîñ-4. Óìíîæèâ

ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-5 ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè íà íåêîòîðóþ êîí-

ñòàíòó, ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-4. Ïî-âèäèìîìó, àíàëîãè÷-

íîå ÿâëåíèå áóäåò íàáëþäàòüñÿ è äëÿ íåêîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ñîìîñà

áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

� 3. Èñòîðèÿ î ñóììàõ êâàäðàòîâ, ðàññêàçàííàÿ Ìàéêëîì Ñîìîñîì

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê äåòàëüíîìó èññëåäîâàíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ñî-

ìîñà, ïðèâåä¼ì äîâîäû ñàìîãî Ìàéêëà Ñîìîñà, îáúÿñíÿþùèå, êàê ïîÿâëÿþòñÿ

òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñì. [12].

Îäíî èç êëàññè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé òåîðèè ÷èñåë çàíèìàåòñÿ âîïðîñàìè î

ïðåäñòàâëåíèè ÷èñåë â âèäå ñóìì êâàäðàòîâ. Îäèí èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ â

ýòîé îáëàñòè � ýòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ëàãðàíæà.

Òåîðåìà 3. Êàæäîå öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî ñóì-

ìîé ÷åòûð¼õ êâàäðàòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â áðîøþðå [6]. Ðàç-

ëîæåíèé â ñóììó ÷åòûð¼õ êâàäðàòîâ ìîæåò áûòü íåñêîëüêî. Íàïðèìåð,

4 = 22+02+02+02 = 12+12+12+12, 10 = 32+12+02+02 = 22+22+12+12.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ, â êîòîðûõ âñå ñëàãàåìûå îòëè÷-

íû îò íóëÿ. Òîãäà íàèìåíüøåå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå òðåìÿ ðàçíûìè ñïîñîáà-

ìè � ýòî 28:

28 = 52 + 12 + 12 + 12 = 42 + 22 + 22 + 22 = 32 + 32 + 32 + 12.

×èñëà, êîòîðûå çäåñü âîçâîäÿòñÿ â êâàäðàò, îêàçûâàþòñÿ ñâÿçàíû äðóã ñ äðó-

ãîì: ïåðåìíîæèâ ÷èñëà â êàæäîé ÷åòâ¼ðêå, ìû ïîëó÷èì ïðîèçâåäåíèÿ

5 = 5 · 1 · 1 · 1, 32 = 4 · 2 · 2 · 2, 27 = 3 · 3 · 3 · 1, (12)
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îäíî èç êîòîðûõ åñòü ðàçíîñòü äâóõ äðóãèõ: 5 = 32− 27.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ÷èñëà, îáëàäàþùåãî òðåìÿ ðàçëè÷íûìè ðàçëîæåíèÿìè

â ñóììó ÷åòûð¼õ êâàäðàòîâ � ýòî 42:

42 = 62 + 22 + 12 + 12 = 52 + 32 + 22 + 22 = 42 + 42 + 32 + 12.

Çäåñü ÷èñëà, âîçâîäèìûå â êâàäðàò, ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì òî÷íî òàê æå. Ïðî-

èçâåäåíèÿ ÷èñåë â ÷åòâ¼ðêàõ ñóòü

12 = 6 · 2 · 1 · 1, 60 = 5 · 3 · 2 · 2, 48 = 4 · 4 · 3 · 2. (13)

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îäíî èç ïðîèçâåäåíèé åñòü

ðàçíîñòü äâóõ äðóãèõ: 12 = 60− 48.

Âûäåëèì â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë Ôèáîíà÷÷è (3) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè:

F0, F2, F4, . . . , F2n, . . . = 0, 1, 3, 8, 21, 55, 144, 377, . . .

Çàìåíèì òåïåðü â ïðîèçâåäåíèÿõ (12) êàæäîå ÷èñëî n íà F2n. Òîãäà ìû ïîëó-

÷èì ÷èñëà

55 = 55 · 1 · 1 · 1, 567 = 21 · 3 · 3 · 3, 512 = 8 · 8 · 8 · 1,

îäíî èç êîòîðûõ ñíîâà åñòü ðàçíîñòü äâóõ äðóãèõ: 55 = 567− 512. Òî æå ñàìîå

ïîëó÷àåòñÿ, åñëè çàìåíó n→ F2n ñäåëàòü â ïðîèçâåäåíèÿõ (13):

432 = 144 · 3 · 1 · 1, 3960 = 55 · 8 · 3 · 3, 3528 = 21 · 21 · 8 · 1,

è 432 = 3960− 3528.

Ïðèâåä¼ííûå âûøå ïðèìåðû ðàçëîæåíèé â ñóììû êâàäðàòîâ ÷èñåë 28 è 42

ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè áîëåå îáùèõ òîæäåñòâ

(n+ 2)2 + (n− 2)2 + 12 + 12 = (n+ 1)2 + (n− 1)2 + 22 + 22 = n2 + n2 + 32 + 12.

È ïðè ëþáîì öåëîì n âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

(n+ 2) · (n− 2) · 1 · 1 = (n+ 1) · (n− 1) · 2 · 2− n · n · 3 · 1, (14)

F2(n+2) · F2(n−2) · F2 · F2 = F2(n+1) · F2(n−1) · F4 · F4 − F2n · F2n · F6 · F2. (15)

Çàäà÷à 8. ×òî èçìåíèòñÿ, åñëè âìåñòî çàìåíû n→ F2n èñïîëüçîâàòü çàìåíó

n→ Fn?

Ðàâåíñòâà (14) è (15) ìîæíî ïîíèìàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: îáå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè sn = n è sn = F2n óäîâëåòâîðÿþò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

sn+2sn−2s
2
1 = sn+1sn−1s

2
2 − s2ns3s1. (16)

Åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò âîïðîñ î òîì êàê óñòðîåíû äðóãèå ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ (16). Íàïðèìåð, ìîæíî â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé âçÿòü

åäèíèöû: s1 = s2 = s3 = 1. Òîãäà ñîîòíîøåíèå (16) ïðèìåò âèä

sn+2sn−2 = sn+1sn−1 − s2n. (17)
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Åñëè äîïîëíèòåëüíî âûáðàòü s4 = −1, òî ìû ïîëó÷èì ÷èñëà

s0, s1, . . . = 0, 1, 1, 1,−1,−2,−3,−1, 7, 11, 20,−19,−87,−191, . . .

Ïîõîæèé ïðèìåð � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè s1 = s2 = 1,

s3 = −1. Çäåñü ìû ïðèõîäèì ê óæå èçâåñòíîìó íàì óðàâíåíèþ (6), è ïðè s4 = 1

ïðèõîäèì ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

s0, s1, . . . = 0,1, 1,−1, 1,2,−1,−3,−5,7,−4,−23, 29,59, 129, . . . (18)

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ýëåìåíòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ íå÷¼òíûìè íî-

ìåðàìè, âûäåëåííûå æèðíûì, èìåþò ÷åðåäóþùèåñÿ çíàêè. Åñëè ýòè çíàêè

îòáðîñèòü, òî ïîëó÷èòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-(4), ñì. (7).

Âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðûå çäåñü âîçíèêëè, ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííû-

ìè, íî ýòî îòíþäü íå î÷åâèäíî. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé ðàç äëÿ íàõîæäå-

íèÿ ýëåìåíòà sn+2 ïðàâóþ ÷àñòü ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ íàäî ïîäåëèòü

íà ÷èñëî sn−2, êîòîðîå ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì. Ïîýòîìó öåëî-

÷èñëåííîñòü ïîäîáíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì ôàêòîì,

êîòîðûé íóæäàåòñÿ â îáîñíîâàíèè.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ ïðèíöèï ¾ñóììû êâàäðàòîâ¿ ïîçâîëÿåò

êîíòðîëèðîâàòü ïðàâèëüíîñòü ôîðìóë: åñëè ôîðìóëà âåðíàÿ, òî âî âñåõ ñëàãà-

åìûõ ñóììû êâàäðàòîâ èíäåêñîâ äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè. Ïðè ýòîì íàäî

íå çàáûâàòü, ÷òî â êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ åäèíè÷íûå ñîìíîæèòåëè, êîòîðûå

îáû÷íî íå ïèøóò, ìîãóò èìåòü ñìûñë íà÷àëüíûõ ýëåìåíòîâ äàííîé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè. Ñðàâíèòå ñóììû êâàäðàòîâ èíäåêñîâ â ôîðìóëàõ (16) è (17).

� 4. Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî öåëî÷èñëåííîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(4)

Ó òåîðåìû 1 åñòü êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî, íå òðåáóþùåå äåòàëüíîãî èçó-

÷åíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(4). Åäèíñòâåííîå ñâîéñòâî, êîòîðîå ïîíàäî-

áèòñÿ, î÷åíü ïðîñòîå.

Ëåììà 1. Ïóñòü â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(4) ýëåìåíòû s0, s1, . . . ,

sn � öåëûå ÷èñëà. Òîãäà â ëþáîé ÷åòâ¼ðêå (sk−3, sk−2, sk−1, sk), ãäå k = 3, . . . , n,

âñå ÷èñëà ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû ïî èíäóêöèè. Ïðè k = 3

ìû èìååì ÷åòâ¼ðêó (s0, s1, s2, s3) = (1, 1, 1, 1), â êîòîðîé, î÷åâèäíî, âñå ÷èñ-

ëà ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî

âïëîòü äî ÷åòâ¼ðêè (sk−4, sk−3, sk−2, sk−1), ãäå 4 ⩽ k ⩽ n. Òîãäà äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà ïîïàðíîé âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë sk−3, sk−2, sk−1, sk äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü, ÷òî (sk−3sk−2sk−1, sk) = 1. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà (6) ñëåäóåò,

÷òî sk ìîæåò èìåòü îáùèé ïðîñòîé äåëèòåëü p ñ sk−1 èëè ñ sk−3 òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà p äåëèò sk−2. Íî ýòî ïðîòèâðå÷èò ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïðîâåðèì, ÷òî åñëè ÷èñëà sn−4,

. . . , sn, . . . , sn+3 � öåëûå (î÷åâèäíî, ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî ïðè n = 4), òî

÷èñëî sn+4 òàêæå áóäåò öåëûì. Òîãäà ïî èíäóêöèè ïîëó÷èì, ÷òî âñå ÷èñëà
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sn � öåëûå. Äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæèì sn−3 = a, sn−2 = b, sn−1 = c. Òîãäà

snsn−4 = ac+ b2, è sn äåëèò ac+ b2. Ñîãëàñíî ëåììå 1, (abc, sn) = 1. Ïîýòîìó

ìû ìîæåì íåñêîëüêî ðàç ïðèìåíèòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (6) ïî ìîäóëþ

÷èñëà sn:

sn+1a = snb+ c2 ≡ c2 (mod sn), ò. å. sn+1 ≡ c2a−1 (mod sn);

sn+2b = sn+1c+ s2n ≡ sn+1c (mod sn), ò. å. sn+2 ≡ c3a−1b−1 (mod sn);

sn+3c = sn+2sn + s2n+1 ≡ s2n+1 (mod sn), ò. å. sn+3 ≡ c3a−2 (mod sn).

Çäåñü âåçäå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî îáðàòíûé ýëåìåíò âû÷èñëÿåòñÿ ïî ìîäóëþ

sn.
3 Òàêèì îáðàçîì, ïî ìîäóëþ sn ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a, b, c, 0, c2a−1, c3a−1b−1, c3a−2.

Ñëåäóþùèé ýëåìåíò sn+4 ìû äîëæíû íàõîäèòü èç ðàâåíñòâà snsn+4 = sn+1sn+3+

s2n+2. Íî òåïåðü ìû ìîæåì ïðîâåðèòü äåëèìîñòü ïðàâîé ÷àñòè íà sn, çàìåíèâ

âñå ÷èñëà èõ îñòàòêàìè îò äåëåíèÿ íà sn:

sn+1sn+3 + s2n+2 ≡ c5(ac+ b2)a−3b−2 ≡ 0 (mod sn).

Òàêèì îáðàçîì sn äåëèò sn+1sn+3 + s2n+2, è sn+4 � öåëîå ÷èñëî.

Ïðèâåä¼ííîå äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òîò ñòðàííûé ôàêò, ÷òî â âûðà-

æåíèè sn+1sn+3 + s2n+2, âçÿòîì ïî ìîäóëþ sn, óäàëîñü âûäåëèò ñîìíîæèòåëü

ac + b2 = sn−3sn−1 + s2n−2, äåëÿùèéñÿ íà sn. Ýòî ðàññóæäåíèå, êîíå÷íî, äî-

êàçûâàåò òåîðåìó, íî ïðîëèâàåò ìàëî ñâåòà íà ïðèðîäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ñîìîñ-(4). Íàïðèìåð, íå ïîíÿòíî, ïîâåç¼ò ëè íàì ñíîâà, êîãäà ìû ïîïûòàåìñÿ

òàê æå äîêàçûâàòü öåëî÷èñëåííîñòü êàêîé-íèáóäü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñà

áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, è âïåðâûå

öåëî÷èñëåííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ñîìîñ-(4), . . . , Ñîìîñ-(7) áûëà äîêàçà-

íà èìåííî òàêèì îáðàçîì, ñì. [9]. Ýòî ïîòðåáîâàëî îãðîìíûõ ñèìâîëè÷åñêèõ

âû÷èñëåíèé, ïðîäåëàííûõ íà êîìïüþòåðå, è ñäåëàëî ñèòóàöèþ ëèøü åù¼ áîëåå

çàãàäî÷íîé.

Çàäà÷à 9. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(5), çàäàâàåìîé

ðàâåíñòâîì (10), ýëåìåíòû s0, s1, . . . , sn � öåëûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî â

ëþáîé ïÿò¼ðêå (sk−4, sk−3, sk−2, sk−1, sk), ãäå k = 4, . . . , n, âñå ÷èñëà ïîïàðíî

âçàèìíî ïðîñòû.

Çàìå÷àíèå 2. Óòâåðæäåíèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå â ëåììå 1 è â çàäà÷å 9,

äîïóñêàþò óòî÷íåíèå, ñì. çàäà÷è 21, 22 íèæå.

Ïðèâåä¼ì òàêæå çàäà÷ó ñ ìîñêîâñêîé îëèìïèàäû 1963 ã., ðåøåíèå êîòîðîé

èñïîëüçóåò òó æå èäåþ, ÷òî è ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Çàäà÷à 10. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, a3, . . . çàäà¼òñÿ íà÷àëüíûìè óñëî-

âèÿìè a1 = 1, a2 = 1, è ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì

an =
a2n−1 + 2

an−2
, n ⩾ 3.

Äîêàæèòå, ÷òî âñå ýëåìåíòû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � öåëûå ÷èñëà.

3Îáðàòíûì ê a ïî ìîäóëþ m íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî a−1, ÷òî aa−1 ≡ 1 (mod m). Îá-
ðàòíûé ýëåìåíò ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a,m) = 1, ñì. [2]. Äàëåå âî âñåõ
ñðàâíåíèÿõ îáðàòíûå ýëåìåíòû áóäóò ïîíèìàòüñÿ èìåííî â òàêîì ñìûñëå.
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� 5. Ñêðûòûé èíâàðèàíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ � 4

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-4, çàäàâàåìóþ ðåêóð-

ðåíòíûì ñîîòíîøåíèåì (1). Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âìåñòå ñ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòüþ {sn} òîìó æå ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ áóäåò óäîâëåòâîðÿòü è ëþáàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà s̃n = A · Bn · sn, ãäå A, B � íåíóëåâûå êîíñòàíòû.

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïåðåéòè ê íîâûì ïåðåìåííûì, äëÿ êîòîðûõ ïîäîáíîé ñâî-

áîäû óæå íå áóäåò. Ýòè íîâûå ïåðåìåííûå �

fn =
sn−1sn+1

s2n
. (19)

Òàê êàê sn+2sn−2

s2n
= fn+1f

2
nfn−1, òî â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ fn ðåêóððåíòíîå

ñîîòíîøåíèå (1) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

fn+1f
2
nfn−1 = αfn + β. (20)

Ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ ïðîùå, ïîñêîëüêó íîâîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå èìååò

óæå íå ÷åòâ¼ðòûé, à âòîðîé ïîðÿäîê.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé (20), îá-

ëàäàåò íå âèäèìûì íà ïåðâûé âçãëÿä èíâàðèàíòîì.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñî-

îòíîøåíèåì (20). Òîãäà âåëè÷èíà

Tn = fnfn−1 + α

(
1

fn
+

1

fn−1

)
+

β

fnfn−1
(21)

íå çàâèñèò îò n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûðàçèì êîýôôèöèåíò β äâóìÿ ðàçíûìè ñïîñîáàìè:

fn+1f
2
nfn−1 − αfn = β = fn+2f

2
n+1fn − αfn+1

Ïîäåëèì âñå òðè âûðàæåíèÿ íà fnfn+1

fn−1fn − α

fn+1
=

β

fnfn+1
= fn+1fn+2 −

α

fn
,

à çàòåì ïðèáàâèì êî âñåì ÷àñòÿì ñóììó fnfn+1 + α
(

1
fn

+ 1
fn+1

)
. Òîãäà ïî-

ñåðåäèíå ìû ïîëó÷èì âåëè÷èíó Tn, à ïî êðàÿì � äâà íîâûõ âûðàæåíèÿ äëÿ

Tn:

fn−1fn + fnfn+1 +
α

fn
= Tn = fnfn+1 + fn+1fn+2 +

α

fn+1
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîëó÷àåòñÿ èç ëåâîé çàìåíîé n → n + 1. Ïîñêîëüêó n ïðîèç-

âîëüíî, ðàâåíñòâî ýòèõ âûðàæåíèé îçíà÷àåò, ÷òî îíè íå çàâèñÿò îò íîìåðà n,

à çíà÷èò, Tn � èíâàðèàíò.

Ñëåäñòâèå 1. Çíà÷åíèå èíâàðèàíòà T ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

T = fn−1fn + fnfn+1 +
α

fn
. (22)
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Êàê ñàìà òåîðåìà 4, òàê è å¼ äîêàçàòåëüñòâî, ïðè ïåðâîì çíàêîìñòâå âûçû-

âàþò ÷óâñòâî íåäîóìåíèÿ. Êîãäà ïðåäúÿâëåíà ôîðìóëà (21) è íàïèñàíî äîêà-

çàòåëüñòâî èíâàðèàíòíîñòè âåëè÷èíû Tn, ïðîâåðèòü âñå âûêëàäêè ëåãêî. Íî

íå ïîíÿòíî, îòêóäà ïîÿâèëàñÿ èíâàðèàíò Tn, è êàê ìû óãàäàëè òå øàãè, êîòî-

ðûå íóæíî ñäåëàòü äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4. Íà ýòè âîïðîñû ìû îòâåòèì

â ðàçäåëå 8. À ïîêà çàìåòèì, ÷òî íà èíâàðèàíò T = Tn, çàäàâàåìûé ôîðìó-

ëîé (21), ìîæíî ïîñìîòðåòü ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Åñëè íà ïëîñêîñòè

Oxy ðèñîâàòü òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) = (fn−1, fn), òî âñå îíè áóäóò ëåæàòü

íà êðèâîé, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì

xy + α

(
1

x
+

1

y

)
+

β

xy
= T. (23)

Òàêèì îáðàçîì èíâàðèàíò T � ýòî êîýôôèöèåíò êðèâîé (23), êîòîðàÿ ñêðû-

âàåòñÿ çà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (6). Êðèâóþ (23) ìîæíî îáíàðóæèòü ýêñïå-

ðèìåíòàëüíî, åñëè íàðèñîâàòü äîñòàòî÷íî ìíîãî òî÷åê (x, y) = (fn−1, fn), ñì.

ðèñóíîê. À ñóùåñòâîâàíèå òàêîé êðèâîé óæå ñàìî ïî ñåáå îçíà÷àåò íàëè÷èå

èíâàðèàíòà: ïàðû (fn−1, fn) ñâÿçàíû íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèåì, çàâèñÿùåì îò

íà÷àëüíûõ óñëîâèé (f1, f2).

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

� 6. Ñâÿçü ñ ýëëèïòè÷åñêèìè êðèâûìè

Ïîïûòêè ïðèâåñòè ðàâåíñòâî (23) ê óðàâíåíèþ ýëëèïñà, ïàðàáîëû èëè ãèïåð-

áîëû îáðå÷åíû íà íåóäà÷ó. Îäíàêî, çàìåíèâ y íà íîâóþ ïåðåìåííóþ y′ = xy,

óðàâíåíèå (23) ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ òðåòüåé ñòåïåíè âèäà

f(x, y) = ax3 + bx2y + . . .+ cy + d = 0.

Êðèâûå, çàäàâàåìûå òàêèìè óðàâíåíèÿìè íàçûâàþòñÿ êðèâûìè òðåòüåãî ïî-

ðÿäêà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îíè äåëÿòñÿ íà äâà áîëüøèõ êëàññà. Ê ïåðâîìó

êëàññó îòíîñÿòñÿ êðèâûå, êîòîðûå èìåþò òî÷êó âîçâðàòà (êàê òî÷êà (0; 0) ó

ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû y2 = x3), òî÷êó ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (êàê òî÷êà (0; 0) ó

äåêàðòîâîãî ëèñòà y2 = x3+x2, ñì. ðèñ. . . ), à òàêæå êðèâûå, äëÿ êîòîðûõ ìíî-

ãî÷ëåí f(x, y) ïðåäñòàâèì â âèäå f(x, y) = f1(x, y)f2(x, y), ãäå f1(x, y), f2(x, y) �

ìíîãî÷ëåíû ìåíüøèõ ñòåïåíåé, ñì. ðèñ. . .
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Íàçîâ¼ì òàêèå êðèâûå âûðîæäåííûìè. Âòîðîé êëàññ îáðàçóþò âñå îñòàëüíûå,

íåâûðîæäåííûå êðèâûå, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè. Èçâåñòíî, ÷òî

êàæäóþ òàêóþ êðèâóþ ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ ìîæíî ïðèâåñòè ê êà-

íîíè÷åñêîìó âèäó y2 = x3 + ax+ b. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (23) (çà èñêëþ-

÷åíèåì íåêîòîðûõ âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ, êîòîðûå êàê ðàç è ñîîòâåòñòâóþò

ýëåìåíòàðíûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì Ñîìîñ-4) íåèçáåæíî ïðèâîäèò íàñ â ìèð

ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ñîìîñ-4 � íåýëåìåíòàðíûå îáúåêòû. Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ èõ ñâîéñòâ òðåáóåò-

ñÿ èñïîëüçîâàíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ ýëëèïòè÷åñêèìè

êðèâûìè òàê æå, êàê òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè � ñ îêðóæíîñòüþ.

Îñíîâíîå ñâîéñòâî ëþáîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà íåé

îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ òî÷åê, ñì. ïîäðîáíîñòè â ñòàòüå [4]. Åñëè ïîä-

õîäèòü ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì Ñîìîñ-4 ñ òî÷êè çðåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ,

òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü

¾àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ¿ èç òî÷åê Pn = P0 + nP (n ∈ Z) íà íåêîòîðîé

êðèâîé.

Íàïðèìåð, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (18), íóæíî ðàññìîòðåòü

êðèâóþ y2 = x3 − x + 1
4 è òî÷êó P = (0, 12 ) íà íåé. Òîãäà òî÷êà nP =

P + P + . . .+ P︸ ︷︷ ︸
n

áóäåò èìåòü êîîðäèíàòû
(
φn

ψ2
n
, ωn

ψ3
n

)
, ãäå {ψn} � ýòî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü (18) (ψ0 = 0, ψ1 = ψ2 = 1, ψ3 = −1, . . . ), φn = −ψn−1ψn+1 è

ωn = (ψn+2ψ
2
n−1 − ψn−2ψ

2
n+1)/2. Ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(4) ïðè

òàêîì ïîäõîäå � ýòî ÷èñëà (−1)nψ2n−3. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èì ñîîòâåòñòâó-

åò ¾ðàçðåæåííàÿ¿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê P2n−3 =

P + 2(n− 2)P .

Òàêèì îáðàçîì âñå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ñîìîñ-4 ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü íå êàê ñòðàííûå ñëó÷àéíîñòè, à êàê ñëåäñòâèÿ òîãî, ÷òî â äåéñòâèòåëüíî-

ñòè (â ñêðûòîì âèäå) ìû èìååì äåëî ñ ýëëèïòè÷åñêèìè êðèâûìè. Âîçìîæíîñòü

ñêëàäûâàòü òî÷êè ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå àðèôìåòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé. Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ îá ýëëëèïòè÷åñêèõ êðèûõ ìîæíî íàéòè â

ñòàòüÿõ æóðíàëà ¾Êâàíò¿ [1, 4, 5].

� 7. Ñîìîñ-4 åñòü Ñîìîñ-5

Îäíèì èç îñíîâíûõ ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ñîìîñ-4 ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî

îíè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Ñîìîñ-k äëÿ ëþáîãî k ⩾ 5. Áîëåå

òî÷íî ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîãî

j ⩾ 2 ìîæíî ïðåäúÿâèòü òàêèå ÷èñëà αj , βj , α̃j , β̃j , ÷òî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ



12 À.Â. ÓÑÒÈÍÎÂ

ðàâåíñòâà

sn+jsn−j = αjsn+1sn−1 + βjs
2
n (k = 2j),

sn+j+1sn−j = α̃jsn+2sn−1 + β̃jsn+1sn (k = 2j + 1).

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ k = 5, ïîñêîëüêó ýòîãî áóäåò äîñòà-

òî÷íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1 è 2. Äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî ðåçóëüòàòà ñì.

â [7, 10].

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-4, çàäàíà ðåêóððåíòíûì

ñîîòíîøåíèåì (1) è èìååò èíâàðèàíò T . Òîãäà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ñîìîñ-5 è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

sn+3sn−2 = α̃sn+2sn−1 + β̃sn+1sn (24)

ñ êîýôôèöèåíòàìè

α̃ = −β è β̃ = α2 + βT. (25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 4, ïåðåéä¼ì ê áîëåå

óäîáíûì ïåðåìåííûì fn, ñì. (19). Ïîäåëèì óðàâíåíèå (24) íà sn+1sn è çàìåòèì,

÷òî
sn+2sn−1

sn+1sn
= fnfn+1,

sn+3sn−2

sn+1sn
= fn+2f

2
n+1f

2
nfn−1.

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ óðàâíåíèå (24) ïðèìåò âèä

fn+2f
2
n+1f

2
nfn−1 = α̃fnfn+1 + β̃.

Ïîïðîáóåì ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû α̃ è β̃ òàê, ÷òîáû ýòî ðàâåíñòâî äåéñòâè-

òåëüíî âûïîëíÿëîñü. Èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (20) ñëåäóåò, ÷òî

fn+2fn+1fn = α+
β

fn+1
, fn+1fnfn−1 = α+

β

fn
.

Ïåðåìíîæàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî α̃ è β̃ ïðè ëþáîì n äîëæíû óäîâëå-

òâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ(
α+

β

fn+1

)(
α+

β

fn

)
= α̃fnfn+1 + β̃,

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

β̃ − α2 = −α̃fnfn+1 + αβ

(
1

fn
+

1

fn+1

)
+

β2

fnfn+1
. (26)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà îêàçûâàåòñÿ ïîõîæà íà ôîðìóëó (21) äëÿ èíâà-

ðèàíòà T . Ñ ó÷¼òîì ýòîé ôîðìóëû ïîëó÷àåì, ÷òî α̃ è β̃ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü

ñîîòíîøåíèþ

β̃ − α2 = βT − (β + α̃)fnfn+1.

Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå fnfn+1 ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçíûå çíà÷åíèÿ, äëÿ âûïîë-

íåíèÿ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íåîáõîäèìî, ÷òîáû α̃ = −β. Ïîñëå ýòîãî íàõîäèì,
÷òî β̃ = α2 + βT . Ïîëó÷åííûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íà α̃ è β̃ ÿâëÿþòñÿ è

äîñòàòî÷íûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü ôîðìóëà (26), ðàâíîñèëüíàÿ óðàâ-

íåíèþ (24).
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� 8. Êàê íàõîäèòü ñêðûòûå èíâàðèàíòû?

Íàéòè èíâàðèàíò T ìîæíî, çíàÿ òåîðåìó 5. Òîò ôàêò, ÷òî âñÿêàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-4 ÿâëÿåòñÿ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ñîìîñ-5, ìîæíî îáíà-

ðóæèòü ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ðàññìàòðèâàÿ ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Ñîìîñ-4, ïî å¼ ïåðâûì ýëåìåíòàì ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ ïðåäïîëàãàåìûõ êî-

ýôôèöèåíòîâ α̃ è β̃. Åñëè ðàâåíñòâî (24) áóäåò âûïîëíåíî äëÿ ìíîãèõ çíà÷åíèé

n, òî ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíî, äåéñòâèòåëüíî, âåðíîå è ïîïðîáîâàòü åãî

äîêàçàòü. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà íåèçáåæíûì îáðàçîì ïîÿâèòñÿ èíâàðèàíò

T ïîäîáíî òîìó, êàê îí ïîÿâèëñÿ â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.

Ïîñëå òîãî, êàê ôîðìóëà (21) âûïèñàíà, èíâàðèàíòíîñòü âåëè÷èíû Tn ìîæ-

íî äîêàçàòü, íå èñïîëüçóÿ çàìûñëîâàòûå âûêëàäêè, ïðèâåä¼ííûå âûøå. Äî-

ñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ðàçíîñòü Tn+1 − Tn è óïðîñòèòü ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå,

èñïîëüçóÿ ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå (20) (íè÷åãî äðóãîãî ó íàñ íåò!):

Tn+1 − Tn = fn+1fn +
α

fn+1
+

β

fnfn+1
− fnfn−1 −

α

fn−1
− β

fn−1fn
. (27)

Ïðèâåäÿ âñ¼ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷èì âûðàæåíèå, êîòîðîå ðàñêëàäû-

âàåòñÿ íà ìíîæèòåëè:

Tn+1 − Tn =
1

fn−1fnfn+1
(fn+1 − fn−1)(fn−1f

2
nfn+1 − αfn − β). (28)

Òåïåðü èç ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (20), î÷åâèäíî, ñëåäóåò, ÷òî Tn+1−Tn =

0.

� 9. Åù¼ äâà äîêàçàòåëüñòâà öåëî÷èñëåííîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(4)

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(4)

çíà÷åíèå èíâàðèàíòà T ðàâíî 4. Ïî òåîðåìå 5 ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ

sn+2sn−3 = −sn+1sn−2 + 5snsn−1. (29)

Äîêàçàòåëüñòâî öåëî÷èñëåííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(4) áóäåì ïðîâî-

äèòü ïî èíäóêöèè. Â êà÷åñòâå áàçû áóäåì èñïîëüçîâàòü öåëî÷èñëåííîñòü ýëå-

ìåíòîâ s0, . . . , s4. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ øàãà èíäóêöèè ïðåäïîëîæèì, ÷òî n ⩾ 3,

öåëî÷èñëåííîñòü s0, . . . , sn+1 óæå äîêàçàíà, è ïðîâåðèì, ÷òî sn+2 òàêæå áóäåò

öåëûì ÷èñëîì. Ïîëüçóÿñü ðàâåíñòâàìè (6) è (29), ìû ìîæåì âûïèñàòü äâà

ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ sn+2:

sn+2 =
sn+1sn−1 + s2n

sn−2
, sn+2 =

−sn+1sn−2 + 5snsn−1

sn−3
.

Ïóñòü d� ýòî çíàìåíàòåëü òîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå

ñîêðàùåíèÿ ýòèõ äðîáåé. Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî d äåëèò sn−2. Èç

âòîðîãî ðàâåíñòâà, � ÷òî d äåëèò sn−3. Íî, ñîãëàñíî ëåììå 1, sn−2 è sn−3 �

âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, çíà÷èò, d = 1, è sn+2 � öåëîå.
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Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 äëÿ èíâàðèàíòà T ó íàñ ïîÿâèëîñü

ïðåäñòàâëåíèå (22). Â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ sn îíî ïðèíèìàåò âèä

sn−2sn+1

sn−1sn
+
sn−1sn+2

snsn+1
+

αs2n
sn−1sn+1

= T. (30)

Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå òðåòüå-

ãî ïîðÿäêà, çàäàþùåå èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sn}:

sn+2 = (Tsn+1snsn−1 − s2n+1sn−2 − αs3n)s
−2
n−1. (31)

Ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî ïðåäúÿâèòü åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1.

Òðåòüå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Êàê îòìå÷àëîñü â ïðåäûäóùåì äî-

êàçàòåëüñòâå, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(4) çíà÷åíèå èíâàðèàíòà T ðàâíî

4. Ñíîâà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî n ⩾ 3, è öåëî÷èñëåííîñòü ýëåìåíòîâ s0, . . . ,

sn+1 óæå äîêàçàíà. Òîãäà äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî sn+2 � öåëîå ÷èñëî, çàïèøåì

ðàâåíñòâà (6) è (31):

sn+2 =
sn+1sn−1 + s2n

sn−2
, sn+2 =

4sn+1snsn−1 − s2n+1sn−2 − αs3n
s2n−1

.

Òåïåðü, êàê è âî âòîðîì äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, èç âçàèìíîé ïðîñòîòû çíà-

ìåíàòåëåé s2n−1 è sn−2 ñëåäóåò, ÷òî sn+2 � öåëîå ÷èñëî.

� 10. Ïåðèîäè÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ñîìîñà

Ïóñòü m = pγ11 p
γ2
2 . . . pγll � êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà m íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè. Òîãäà ïåðèîäè÷íîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî ìîäóëþm ðàâíîñèëü-

íà òîìó, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðèîäè÷íà ïî êàæäîìó èç ìîäóëåé âèäà pγii
(i = 1, 2, . . . , l). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ìîäóëåé,

êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ïðîñòîãî ÷èñëà.

Çàäà÷à 11. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿåòñÿ ïî êàæ-

äîìó èç ìîäóëåé pγii (i = 1, 2, . . . , l). Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}
áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé è ïî ìîäóëþ m = pγ11 p

γ2
2 . . . pγll .

Ïîïðîáóåì âûÿñíèòü, êàê âåä¼ò ñåáÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-4

ïî ìîäóëþ pγ , ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, è γ ⩾ 1.

Áóäåì äàëåå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî {sn} � ýòî öåëî÷èñëåííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü. Åñëè âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåëÿòñÿ íà ïðîñòîå p, òî îò {sn}
èìååò ñìûñë ïåðåéòè ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {snp−k}, ãäå k � ìàêñèìàëüíî âîç-

ìîæíàÿ ñòåïåíü p, íà êîòîðóþ äåëÿòñÿ âñå ÷èñëà sn. Òàêîé ïåðåõîä ðàâíîñèëåí

èçìåíåíèþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå, çàäàþùåå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü, ïðè ýòîì íå èçìåíèòñÿ. Ýòó îïåðàöèþ ìîæíî ïðîäåëàòü äëÿ âñåõ

ïðîñòûõ ÷èñåë p. Â èòîãå ïîëó÷èòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, âñå ýëåìåíòû êîòî-

ðîé íå èìåþò îáùèõ äåëèòåëåé. Áóäåì íàçûâàòü òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïðèìèòèâíûìè.

Òåîðåìó 2 ìû äîêàæåì â ñëåäóþùåé, íåìíîãî áîëåå îáùåé ôîðìóëèðîâêå.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, γ ⩾ 1, è {sn} � ïðèìèòèâ-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-4, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðåêóððåíòíîìó ñîîòíî-

øåíèþ (1), â êîòîðîì (αβ, p) = 1. Òîãäà îñòàòêè, êîòîðûå ýëåìåíòû ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè {sn} äàþò ïðè äåëåíèè íà pγ , ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ.
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Èç ðàâåíñòâà (31) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû çíà÷åíèå âåëè÷èíû T áûëî

êîððåêòíî îïðåäåëåíî ïî ìîäóëþ pγ (γ ⩾ 1), äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòè {sn} íàøëîñü òðè ïîäðÿä èäóùèõ ÷ëåíà sn−1, sn, sn+1, âçàèìíî

ïðîñòûõ ñ p. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðèìèòèâíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ïðè

äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè íà êîýôôèöèåíò β) ýòî âñåãäà âîçìîæíî. Ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèêàöèþ ëåììû 1.

Ëåììà 2. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî è {sn} � ïðèìèòèâíàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü Ñîìîñ-4, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ (1), â

êîòîðîì (αβ, p) = 1. Òîãäà â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âñåãäà ìîæíî âûáðàòü

òðè ïîäðÿä èäóùèõ ýëåìåíòà, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn} íå ìî-
æåò áûòü äâóõ ïîäðÿä èäóùèõ ýëåìåíòîâ, êðàòíûõ p. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

p | sn−2 è p | sn−1, òî èç óðàâíåíèÿ (1) è óñëîâèÿ (β, p) = 1 ñëåäóåò, ÷òî p | sn.
Ïîâòîðÿÿ ýòî ðàññóæäåíèå, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè {sn} äåëÿòñÿ íà p. Òàêèì îáðàçîì, ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå ïðîòèâîðå÷èò

óñëîâèþ ïðèìèòèâíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn}.
Åñëè íàéäóòñÿ äâà ÷èñëà, êðàòíûå p, ó êîòîðûõ íîìåðà îòëè÷àþòñÿ íà òðè,

òî ñíîâà ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè p | sn−2 è p | sn+1,

òî èç óðàâíåíèÿ (1) è óñëîâèÿ (β, p) = 1 ñëåäóåò, ÷òî p | sn. Çíà÷èò, äâà

ïîäðÿä èäóùèõ ýëåìåíòà sn è sn+1 äåëÿòñÿ íà p, ÷òî, êàê ìû óæå äîêàçàëè,

íåâîçìîæíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn} íàéäóòñÿ äâà ýëåìåíòà, êðàò-
íûõ p è èäóùèõ ÷åðåç îäèí. Åñëè p | sn−2 è p | sn, òî èç óðàâíåíèÿ (1) è óñëîâèÿ
(α, p) = 1 ñëåäóåò, ÷òî p | sn−1sn+1. Òîãäà p äåëèò sn è îäèí èç ñîñåäíèõ ýëå-

ìåíòîâ, ÷òî ñíîâà ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ: íà p äåëÿòñÿ ëèáî äâà ñîñåäíèõ

ýëåìåíòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ëèáî äâà ýëåìåíòà, íîìåðà êîòîðûõ îòëè÷àþòñÿ

íà òðè.

Èç äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî íîìåðà äâóõ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè, äåëÿùèõñÿ íà p, îòëè÷àþòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå íà 4. Çíà÷èò, âñåãäà

ìîæíî âûáðàòü òðè ïîäðÿä èäóùèõ ýëåìåíòà, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ p.

Ñëåäñòâèå 2. Â óñëîâèÿõ ëåììû 2 äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn} êîð-

ðåêòíî îïðåäåëåíî çíà÷åíèå T (mod pγ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 2 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn} íàéäóòñÿ òðè

ïîäðÿä èäóùèõ ýëåìåíòà, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ p. Ýòî ïîçâîëÿåò íàéòè çíà÷å-

íèå T (mod pγ) ïî ôîðìóëå (30).

Îòìåòèì, ÷òî âìåñòå ñ T ïî ìîäóëþ pγ áóäóò êîððåêòíî îïðåäåëåíû è êîýô-

ôèöèåíòû α̃, β̃ óðàâíåíèÿ (24), ñì. ôîðìóëû (25).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6. Ïðîâåðèì, ÷òî çíà÷åíèå sn+2 mod pγ îä-

íîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îñòàòêàìè, êîòîðûå ïðè äåëåíèè íà pγ äàþò sn+1, sn,

sn−1, sn−2, sn−3. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ sn+2 mod pγ áóäåì ïðèìå-

íÿòü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ (1) è (24), çàïèñàííûå â âèäå

sn+2 ≡ (αsn+1sn−1 + βs2n)s
−1
n−2 (mod pγ),

sn+2 ≡ (α̃sn+1sn−2 + β̃snsn−1)s
−1
n−3 (mod pγ). (32)
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Ïåðâîå èç íèõ èìååò ñìûñë, åñëè (sn−2, p) = 1. Âòîðîå, � åñëè (sn−3, p) = 1.

Íî õîòÿ áû îäíî èç ýòèõ óñëîâèé âñåäà âûïîëíåíî, ò. ê. äâà ñîñåäíèõ ýëåìåíòà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn} íå ìîãóò äåëèòüñÿ íà îäíî è òî æå ïðîñòîå ÷èñëî p

îäíîâðåìåííî (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2).

Òåïåðü îñòà¼òñÿ ïîâòîðèòü òå ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ìû âñïîìèíàëè ïðè

äîêàçàòåëüñòâå ïåðèîäè÷íîñòè ëèíåéíûõ ðåêóððåíòíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Åñëè ìû ðàññìîòðèì ïåðâûå p5γ ïÿò¼ðîê âèäà (sn−3, sn−2, sn−1, sn, sn+1), òî

ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå äâå, â êîòîðûõ âñå ïÿòü ÷èñåë äàþò îäíè

è òå æå îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà pγ . Èç ôîðìóë (32) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü ïî ìîäóëþ pγ çàöèêëèòñÿ.

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 6 âìåñòî ðåêóððåíòíîãî ñî-

îòíîøåíèÿ ïÿòîãî ïîðÿäêà (24) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

÷åòâ¼ðòîãî ïîðÿäêà

sn+2s
2
n−1 = Tsn−1snsn+1 − sn−2s

2
n+1 − αs3n,

ïîëó÷àþùååñÿ èç ðàâåíñòâà (30) óìíîæåíèåì íà sn−1snsn+1.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå, ÷òî â òåîðåìå 6 íåëüçÿ îòáðîñèòü óñëîâèå (αβ, p) = 1.

Çàäà÷à 13. Äîêàæèòå, ÷òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(4) íåò ÷èñåë, äå-

ëÿùèõñÿ íà 5.

� 11. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ãåéëà � Ðîáèíñîíà

Ñóùåñòâóåò ãèïîòåçà, ÷òî ìíîãî÷èñëåííûå ñâîéñòâà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé Ñîìîñ-4 è Ñîìîñ-5, áóäóò âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòåé Ãåéëà � Ðîáèíñîíà, êîòîðûå çàäàþòñÿ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

äâóõ òèïîâ:

snsn−k = αsn−lsn−k+l + βsn−msn−k+m,

ãäå 0 < l < m < k, èëè

snsn−k = αsn−psn−k+p + βsn−qsn−k+q + γsn−rsn−k+r,

ãäå 0 < p < q < r < k, è p+q+r = k. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ñîìîñ-k ïðè k = 4, 5, 6, 7 ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ãåéëà � Ðîáèíñîíà.

Ñ ðîñòîì ïîðÿäêà k ñèòóàöèÿ ñèëüíî óñëîæíÿåòñÿ, íî äëÿ ìàëûõ k ÷èñ-

ëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò ãèïîòåçó. Íà÷èíàÿ ñ k = 6 èññëåäîâàíèå

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Ãåéëà � Ðîáèíñîíà ìîæåò ïðèâåñòè ê íîâûì èíòåðåñíûì

ðåçóëüòàòàì.



ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÑÎÌÎÑÀ 17

Çàäà÷è

Çàäà÷à 14. Ïóñòü ïîñëåäîâàòëüíîñòü Ñîìîñ-5 çàäàíà ðåêóððåíòíûì ñîîò-

íîøåíèåì

sn+3sn−2 = α̃sn+2sn−1 + β̃sn+1sn. (33)

Ïðîâåðüòå, ÷òî â ïåðåìåííûõ fn ýòî ñîîòíîøåíèå çàïèñûâàåòÿ â âèäå

fn−1f
2
nf

2
n+1fn+2 = α̃fnfn+1 + β̃. (34)

Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòàìè ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè Ñîìîñ-5:

I = In = fn−1fnfn+1 + α̃

(
1

fn−1
+

1

fn
+

1

fn+1

)
+

β̃

fn−1fnfn+1
,

J = Jn = fn−1fn + fnfn+1 + α̃

(
1

fn−1fn
+

1

fnfn+1

)
+

β̃

fn−1f2nfn+1
. (35)

Äîêàæèòå òàêæå ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ

I = fn−1fnfn+1 + fnfn+1fn+2 + α̃

(
1

fn
+

1

fn+1

)
, (36)

J = fn−1fn + fnfn+1 + fn+1fn+2 +
α̃

fnfn+1
. (37)

Çàäà÷à 15. Ñ ïîìîùüþ êàæäîé èç ôîðìóë (36), (37) äîêàæèòå, ÷òî âñå

ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(5) � öåëûå ÷èñëà.

Çàäà÷à 16. Ïóñòü m � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è {sn} � ýòî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü Ñîìîñ-(5). Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (36), (37) äîêàæèòå, ÷òî îñòàòêè, êîòî-

ðûå ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {sn} äàþò ïðè äåëåíèè íà m, ïåðèîäè÷åñêè

ïîâòîðÿþòñÿ.

Çàäà÷à 17∗. (ñì. [8]) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ sn ðåêóððåíòíîãî

ñîîòíîøåíèÿ (33) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ÷¼òíûìè è íå÷¼òíûìè íîìåðàìè

s∗n = s2n è s∗n = s2n+1 óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ñîìîñ-4

s∗n+2s
∗
n−2 = α∗s∗n+1s

∗
n−1 + β∗(s∗n)

2, (38)

â êîòîðîì α∗ = β̃2, β∗ = α̃(α̃3 + 2β̃2 + α̃β̃J).

Çàäà÷à 18∗. (ñì. [8]) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-5, çàäàâàå-

ìàÿ óðàâíåíèåì (33) è îáëàäàþùàÿ èíâàðèàíòàìè I è J , áóäåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòüþ Ñîìîñ-4 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà I2 = 4(β̃ + α̃J).

Çàäà÷à 19. Äîêàæèòå, ÷òî óìíîæèâ ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-5

ñ ÷¼òíûìè íîìåðàìè íà íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, ìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü Ñîìîñ-4.

Çàäà÷à 20∗. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-4 å¼ ïîä-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ ÷¼òíûìè è íå÷¼òíûìè íîìåðàìè {s2n} è {s2n+1} òàêæå

ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Ñîìîñ-4.

Çàäà÷à 21∗. (ñì. [11]) Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(4)

óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ

sns
2
n+6 + s2n+2sn+8 ≡ 0 (mod sn+4).
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Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñðàâíåíèÿ äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ÷èñëà sn è sn+4 âçà-

èìíî ïðîñòû.

Çàäà÷à 22∗. (ñì. [11]) Äîêàæèòå, ÷òî ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ñîìîñ-(5)

óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ

snsn+7sn+8 + sn+2sn+3sn+10 ≡ 0 (mod sn+5).

Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 0 < |k − l| ⩽ 5 ÷èñëà sk è sl âçàèìíî ïðîñòû.
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