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1.0. Èñòîðè÷åñêîå ââåäåíèå

1.0.0. Êàâàëüåðè è Ìåíãîëè. Îäèí èç êëàññèêîâ èòàëüÿíñêîãî Âîçðîæäå-
íèÿ, Áîíàâåíòóðà Êàâàëüåðè (1598 � 1647)

� ïðÿìîé íàñëåäíèê Àðõèìåäà1 â åâðîïåéñêîé ìàòåìàòèêå. Îí ââ¼ë ïîíÿòèå
íåäåëèìûõ è èçäàë ôóíäàìåíòàëüíûé òðóä [Êàâàëüåðè1940]; íåêîòîðûå ìå-
òîäèñòû ñ÷èòàþò (ñì., íàïðèìåð, [Ñèòêèí2011]), ÷òî è ñåé÷àñ, ÷åòûðå âåêà
ñïóñòÿ, öåëåñîîáðàçíî ïðåïîäàâàòü îáú¼ìû íà îñíîâå ïðèíöèïà Êàâàëüåðè2. Ñ
ïîìîùüþ ñâîåãî ïðèíöèïà Êàâàëüåðè ïîëó÷èë íåñêîëüêî ôîðìóë, êîòîðûå íà
ñîâðåìåííîì ÿçûêå èìåþò âèä∫ 1

0

xndx =
1

n+ 1
,

íî ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå â XXI-ì âåêå ïðåäñòàâëÿëèñü áû ñîäåðæàòåëüíûìè,
âèäèìî, íå îñòàâèë.

1Ñðàâíåíèå ïðèíàäëåæèò Ãàëèëåþ, ñîñòîÿâøåì ñ Êàâàëüåðè â îáøèðíîé íàó÷íîé ïåðåïèñ-
êå è íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäîâàâøèì åãî íà äîëæíîñòü ïðîôåññîðà â Áîëîíñêèé Óíèâåðñèòåò.

2ß ïðèäåðæèâàþñü ïðîòèâîïîëîæíîãî ìíåíèÿ: íå òîëüêî çà òûñÿ÷è ëåò ïîñëå Àðõèìåäà,
íî è çà ñîòíè ïîñëå Êàâàëüåðè ïîíÿòèå èíòåãðàëà ïðîÿñíèëîñü, è ñëåäóåò ó÷èòü åìó â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ñîâðåìåííûì ïîíèìàíèåì. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü áûëà ðåàëèçîâàíà â ó÷åáíèêàõ
À.Í. Êîëìîãîðîâà � âïðî÷åì, îòâåðãíóòûõ ïåäàãîãè÷åñêèì ñîîáùåñòâîì.
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Äëÿ íàñ Êàâàëüåðè íàèáîëåå èíòåðåñåí ñâîèì ó÷åíèêîì, ãîðàçäî ìåíåå èçâåñò-
íûì ìàòåìàòèêîì Ïüåòðî Ìåíãîëè (1626 � 1686)

.

Èç íå î÷åíü âïå÷àòëÿþùèõ (íàñ) ðåçóëüòàòîâ Ìåíãîëè îòìåòèì ðàñõîäèìîñòü

ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà; ýòîò è äðóãèå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå ìû áóäåì óïîìèíàòü,
îïóáëèêîâàíû â [Mengoli1650].

Êàê ýòîò èñêëþ÷èòåëüíî óïîðíûé ìàòåìàòèê ïèñàë3 â 1672, îí ñ þíîñòè èçó-
÷àë êâàäðàòóðó êðóãà, ñàìóþ æåëàííóþ ïðîáëåìó Ãåîìåòðèè4, ïîíèìàÿ å¼ êàê
òùàòåëüíîå èçó÷åíèå ïëîùàäè ïîëóêðóãà äèàìåòðà 1, âûðàæàåìîé íà íàøåì
ÿçûêå èíòåãðàëîì ∫ 1

0

√
x(1− x)dx.

Îäíî èç íåñîìíåííûõ äîñòèæåíèé Ìåíãîëè � âêëþ÷åíèå ýòîãî èíòåãðàëà â
ñåìåéñòâî èíòåãðàëîâ ∫ 1

0

xm(1− x)ndx,

ãäå m,n ∈ 1
2Z � öåëûå èëè ïîëóöåëûå ÷èñëà. Òåì ñàìûì áûë ñäåëàí âàæíûé

øàã íà ïóòè ýêñòðàïîëÿöèè B-ôóíêöèè Ýéëåðà íà �ïðîèçâîëüíûå� (âåùåñòâåí-
íûå èëè êîìïëåêñíûå) çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ, ïðè÷¼ì çà 70 ëåò äî íåãî! Ìåíãîëè
èçó÷èë ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñâîèìè èíòåãðàëàìè äëÿ âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ, ïî ñóùåñòâó ïîñòðîèâ àíàëîã òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ äëÿ ïîëóöå-
ëûõ ÷èñåë. Ýòî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü çàìå÷àòåëüíîå ïî òåì âðåìåíàì ïðèáëè-
æåíèå π ñ 11 äåñÿòè÷íûìè çíàêàìè5,

π = 3.14159265359...

Ïî õîäó äåëà (÷òî, ðàçóìååòñÿ, íå ìåíåå çàìå÷àòåëüíî) îí ïîëó÷èë íåðàâåíñòâà

3 · 3 · 5 · 5 · 7 · 7 · 9 · 9 . . .
2 · 4 · 4 · 6 · 6 · 8 · 8 · 10 . . .

<
4

π
<

3 · 3 · 5 · 5 · 7 · 7 · 9 · 9 . . .
2 · 4 · 4 · 6 · 6 · 8 · 8 . . .

,

ïî ñóùåñòâó ðàâíîñèëüíûå ôîðìóëå Âàëëèñà, ïîëó÷åííîé ïðèìåðíî òîãäà æå,
â 1655 (âñïîìíèì ìîãèëó Àðõèìåäà: ñíîâà òðàíñöåíäåíòíîå ñâÿçûâàåòñÿ ñ ðà-
öèîíàëüíûì, åñëè òîëüêî íàó÷èòüñÿ ïðàâèëüíî îáðàùàòüñÿ ñ áåñêîíå÷íîñòüþ).

Ìû íåìíîãî ïîãîâîðèëè î äîñòèæåíèÿõ Ìåíãîëè íå ïîòîìó, ÷òî îíè èìåþò
îòíîøåíèå ê íàøåìó êóðñó, à ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî îí áûë óñåðäíûì è ñèëüíûì

3Îðèãèíàëû ðàáîò Ìåíãîëè òðóäíîäîñòóïíû. ß ïîëüçóþñü ñâåäåíèÿìè èç ðàáîòû
[Rosa2009] è áëàãîäàðþ å¼ ïåðâîãî àâòîðà çà ññûëêè è ðàçúÿñíåíèÿ.

4Cercai, �no da giovinetto, il Problema Della quadratura del Circolo, il pi�u desiderato di tutti

nella Geometria,...
5Äðóãèå ðåçóëüòàòû XVII-ãî âåêà: â 1621 ãîäó Ñíåëëèóñ ñ ïîìîùüþ ïðàâèëüíîãî 96-

óãîëüíèêà ïîñ÷èòàë 7 çíàêîâ π, íî îáîñíîâàíî ýòî áûëî òîëüêî â 1654 ãîäó Ãþéãåíñîì.
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ìàòåìàòèêîì (îí ðàáîòàë â îáîçíà÷åíèÿõ, êîòîðûå ïîíèìàòü î÷åíü òðóäíî, íî
ýòî îòíîøåíèÿ ê äåëó íå èìååò). Òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê âîïðîñó, êîòîðûé îí
ïîñòàâèë è íà êîòîðûé íà êîòîðûé åìó, âèäèìî, î÷åíü õîòåëîñü îòâåòèòü � îä-
íàêî íå óäàëîñü! Èìåííî ñ ýòîãî âîïðîñà íà÷èíàåòñÿ íàø êóðñ.

Ñ ïîìîùüþ ñâîèõ èíòåãðàëîâ Ìåíãîëè âû÷èñëèë íåñêîëüêî ñèìïàòè÷íûõ ñóìì,
íà÷èíàÿ ñ

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= 1.

Äëÿ íåãî ýòî áûëà ñóììà∫ 1

0

xdx+

∫ 1

0

x(1− x)dx+

∫ 1

0

x(1− x)2dx+

∫ 1

0

x(1− x)3dx+ · · · =

=
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+

1

3 · 4
+

1

4 · 5
+ · · · = 1.

Åñòåñòâåííî, îäíàêî, ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îí çíàë è äðóãîé âûâîä, îñíîâàííûé
íà òîæäåñòâå 1

n(n+1) ≡
1
n −

1
n+1 :

1
1·2 + 1

2·3 + 1
3·4 + 1

4·5 + · · · = 1
1 −

1
2

+ 1
2 −

1
3

+ 1
3 −

1
4

+ 1
4 −

1
5

. . .

Âñå ñëàãàåìûå, êðîìå ïåðâîãî, �î÷åâèäíî� ñîêðàùàþòñÿ.

Çàêîííî ëè òàêîå îáðàùåíèå ñ áåñêîíå÷íûìè ñóììàìè/ðàçíîñòÿìè? Âäóì÷èâûé ó÷å-
íèê Êàâàëüåðè (åñëè âñ¼ ýòî äåéñòâèòåëüíî áûëî � íàïîìíþ, ÷òî ìû îáñóæäàåì
èñòîðè÷åñêóþ ôàíòàçèþ) íå ìîã íå çàäóìàòüñÿ îá ýòîì. Òåì áîëåå ÷òî ðàáîòàòü ñî
çíàêîïåðåìåííûìè áåñêîíå÷íûìè cóììàìè òàê, êàê åñòåñòâåííî áûëî áû ñ êîíå÷íû-
ìè (÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî âû÷èòàíèé)

a− b+ c− d+ e− f · · · = a+ c+ e+ · · · − (b+ d+ f + . . . )

â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íåçàêîííî � ýòî Ìåíãîëè, ïîëó÷èâøèé ïðèçíàíèå áëàãî-
äàðÿ óñòàíîâëåíèþ ðàñõîäèìîñòè ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà, çíàë òî÷íî.

Íà ñàìîì äåëå è óòâåðæäåíèå, è åãî îáîñíîâàíèå áåçóïðå÷íû; îäíàêî ïîíÿòèÿ, ïîç-
âîëÿþùèå ïðèäàâàòü ïðèâåä¼ííûì ïîíÿòèÿì, îïåðàöèÿì è ðàññóæäåíèÿì òî÷íûé
ñìûñë, ðàçðàáàòûâàëèñü â òå÷åíèå áîëåå ÷åì äâóõ ñòîëåòèé ïîñëå Ìåíãîëè. Ïðåä-
ñòîÿëî äàòü îïðåäåëåíèÿ ÷èñëàì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, ñõîäèìîñòè è àáñîëþòíîé
ñõîäèìîñòè.

Ìû îïóñêàåì èññëåäîâàííûå Ìåíãîëè (òàêæå ñ ïîìîùüþ åãî èíòåãðàëîâ) ñóì-
ìû

∞∑
n=0

1

(m+ n+ 1)
(
m+n
n

) =
1

m
,
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∞∑
n=0

1

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3)
=

1

4

� ñì. [Rosa2009]. Âìåñòî ýòîãî ïðîäîëæèì èñòîðè÷åñêèå ôàíòàçèè: ïðåäïî-
ëîæèì, Ìåíãîëè îò ñóììû

∑∞
n=1

1
n(n+1) ïåðåø¼ë áû ê ñóììå

∑∞
n=1

1
n(n+ 1

2 )
. Ñ

ïîìîùüþ òîæäåñòâà 1
n(n+ 1

2 )
≡ 2
(
1
n −

1
n+ 1

2

)
îí áû âû÷èñëèë

∞∑
n=1

1

n(n+ 1
2 )

= 2

∞∑
n=1

( 1

n
− 1

n+ 1
2

)
= 4

∞∑
n=1

( 1

2n
− 1

2n+ 1

)
=

= 4
(1

2
− 1

3
+

1

4
− 1

5
± . . .

)
= 4− 4

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
∓ . . .

)
= 4− 4 log 2,

èñïîëüçîâàâ ðÿä Íüþòîíà-Ìåðêàòîðà

log(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
± . . .

ïðè x = 1.

Ñóãóáî âðåìåííî ââåä¼ì ôóíêöèþ Ìåíãîëè

Meng(t) :=

∞∑
n=1

1

n(n+ t)
.

Ïîêà ìû óñòàíîâèëè
Meng(1) = 1,

Meng
(1

2

)
= 4− 4 log 2 = 1.227...,

Ìîé êîìïüþòåð (òî÷íåå, MAPLE) âû÷èñëÿåò åù¼ äâà çíà÷åíèÿ

Meng
(1

3

)
= 9−

√
3

2
π − 9

2
log 3 = 1.335...

è

Meng
(1

4

)
= 16− 12 log 2− 2π = 1.399...,

à ñ Meng
(
1
5

)
óæå íå ñïðàâëÿåòñÿ...

Çà÷åì ÿ âñ¼ ýòî ðàññêàçûâàþ? Â ìåíüøåé ñòåïåíè � ïðîñòî ÷òîáû ïîêàçàòü
êðàñèâóþ ìàòåìàòèêó XVII-ãî âåêà. Â îñíîâíîì æå � ÷òîáû ïðîëîæèòü ïóòü ê
âîïðîñó

Meng(0) =

∞∑
n=1

1

n2
=???

î ñóììå îáðàòíûõ êâàäðàòîâ, ñ êîòîðîãî è íà÷èíàåòñÿ íàø êóðñ. Õîòÿ Ïüåòðî
Ìåíãîëè íà íåãî è íå îòâåòèë, îí ýòîò âîïðîñ ïîñòàâèë. Òàêîâ, âèäèìî, ãëàâ-
íûé (è î÷åíü ñóùåñòâåííûé!) âêëàä â Ìàòåìàòèêó ïî÷òè çàáûòîãî èòàëüÿíöà,
êîòîðîìó ìû óäåëèëè íåêîòîðîå âíèìàíèå.

1.0.1. Áàçåëüñêàÿ çàäà÷à, Ýéëåð. Âîïðîñ ×ÅÌÓ ðàâíà ñóììà îáðàòíûõ

êâàäðàòîâ? ïîñòàâëåí íå î÷åíü òî÷íî. Â íàøå âðåìÿ àíàëîãè÷íà ñèòóàöèÿ ñ
ñóììîé îáðàòíûõ êóáîâ: ìû íå çíàåì, âûðàæàåòñÿ ëè îíà ÷åðåç êàêèå-íèáóäü
äðóãèå èçâåñòíûå íàì âåëè÷èíû. Íî â XVII-ì âåêå âåäóùèå ìàòåìàòèêè âåðè-
ëè, ÷òî ñóììó îáðàòíûõ êâàäðàòîâ ìîæíî ÂÛ×ÈÑËÈÒÜ � è îêàçàëèñü ïðàâû.
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Îäíàêî äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ ýòîé âåðû ïðèøëîñü äîæèäàòüñÿ XVIII-ãî âåêà.

Ïîñëå Ìåíãîëè (âî ìíîãèõ èñòî÷íèêàõ óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî îí ñôîðìóëèðîâàë
ñâîé âîïðîñ â 1644) ìàòåìàòèêè äîêàçûâàëè ñõîäèìîñòü ñóììû

∑∞
n=1

1
n2 , ïî-

ëó÷àëè íåêîòîðûå å¼ îöåíêè (äîâîëüíî ñëàáûå, ïîòîìó ÷òî ñõîäèòñÿ ðÿä ìåä-
ëåííî) íî áîëüøåãî äîñòè÷ü èì íå óäàâàëîñü � â ÷¼ì, íàïðèìåð, ïóáëè÷íî ïðè-
çíàëñÿ ßêîá Áåðíóëëè â 1689. Âîîáùå ñåìåéñòâî Áåðíóëëè óñåðäíî çàíèìàëèñü
ýòèì ÷èñëîì (ñì. [Bernoulli1713]), â ñâÿçè ñ ÷åì óñòàíîâëåíèå åãî �òî÷íîãî�
çíà÷åíèÿ ñòàëî íàçûâàòüñÿ Áàçåëüñêîé çàäà÷åé ïî ìåñòó æèòåëüñòâà çíàìåíè-
òîãî ñåìåéñòâà.

Òåì ñåíñàöèîííåå áûëî ïîëó÷åííîå Ýéëåðîì â 1734 ãîäó ðåøåíèå Áàçåëüñêîé
çàäà÷è:

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6

Îíî áûëî äîëîæåíî â Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé Àêàäåìèè Íàóê 5 äåêàáðÿ 1735 è
îïóáëèêîâàíî â [Euler1740]. ×àñòî ññûëàþòñÿ íà ñòàòüþ [Euler1768], âûøåä-
øóþ â Áåðëèíå ìíîãî ëåò ñïóñòÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ýéëåðà îñíîâàíî íà òîæäåñòâå

sin(πx) ≡ πx
∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
, (F)

êîòîðîå îí ïîíèìàë êàê ðàâåíñòâî �ìíîãî÷ëåíîâ áåñêîíå÷íîé ñòåïåíè�, îñíî-
âàííîå íà ñîâïàäåíèè ìíîæåñòâ èõ êîðíåé: â äàííîì ñëó÷àå ýòî � ìíîæåñòâî
öåëûõ ÷èñåë. Â âåùåñòâåííîé îáëàñòè ýòî ñîâïàäåíèå ìàëî î ÷¼ì ãîâîðèò (íà-
ïðèìåð, íå ðåäêîñòü ìíîãî÷ëåíû ñ ïóñòûìè ìíîæåñòâàìè êîðíåé), è Ýéëåðó
áûëî íåëåãêî îáîñíîâàòü ðàâåíñòâî (F). Åñëè æå âûéòè â êîìïëåêñíóþ îá-
ëàñòü (ýòî äåéñòâèå ñòàëî ñàìî ñîáîé ðàçóìåþùèìñÿ ëèøü â XIX âåêå), òî
ðàâåíñòâî ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè î÷åâèäíûì (êîíå÷íî, íà îñíîâå âåñüìà ðàçâèòîé
òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, ÒÔÊÏ).

Äåëî â òîì, ÷òî è ëåâàÿ, è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (F) çàäàþò öåëûå ôóíêöèè, òî
åñòü âñþäó ñõîäÿùèåñÿ ñòåïåííûå ðÿäû � ýòî áûëî íåòðóäíî óñòàíîâèòü è âî âðåìåíà
Ýéëåðà. À îäíà èç òåîðåì ÒÔÊÏ óòâåðæäàåò, ÷òî äâå öåëûå ôóíêöèè ñ ñîâïàäàþ-
ùèìè ìíîæåñòâàìè íóëåé ìîãóò îòëè÷àòüñÿ ðàçâå ÷òî óìíîæåíèåì íà ýêñïîíåíòó îò
åù¼ îäíîé öåëîé ôóíêöèè. Íî ÷àñòüþ ÒÔÊÏ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ ðîñòà öåëûõ ôóíêöèé,
è îí ïîä÷èíÿåòñÿ ïðèíöèïó ÷åì ðåæå êîðíè, òåì ìåäëåííåå ðîñò (ýòî � áåñêîíå÷-
íûé àíàëîã ýëåìåíòàðíîãî ïðèíöèïà ÷åì ìåíüøå ó ìíîãî÷ëåíà êîðíåé, òåì ìåíüøå

åãî ñòåïåíü). Â ñëó÷àå æå (F) êîðíè äîñòàòî÷íî ðåäêè; óìíîæåíèå íà ýêñïîíåíòó
ìíîãî÷ëåíà õîòÿ áû âòîðîé ñòåïåíè óâåëè÷èëî áû ðîñò ôóíêöèé, à óìíîæåíèå íà
ýêñïîíåíòó ìíîãî÷ëåíà ïåðâîé íàðóøèëî áû ÷¼òíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ëåâàÿ è ïðà-
âàÿ ÷àñòè (F) ïðîïîðöèîíàëüíû, è ðàññìîòðåíèå ïðîèçâîäíûõ ïðè x = 0 çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ ðåøåíèÿ Áàçåëüñêîé çàäà÷è îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü ê (F) "ôîðìóëû Âèåòà�,
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òî åñòü �ðàñêðûòü ÂÑÅ ñêîáêè� â ïðàâîé ÷àñòè. Çäåñü íàäî ïðîÿâèòü î÷åðåäíóþ
îñòîðîæíîñòü ïðè ðàáîòå ñ àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòüþ: ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â

πx
(

1− x2

12

)(
1− x2

22

)(
1− x2

32

)
. . . ,

èç ïî÷òè âñåõ (òî åñòü âñåõ, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà) ñêîáîê íàäî âçÿòü 1, è

òîëüêî èç êîíå÷íîãî ÷èñëà − x2

n2 , è ó÷åñòü 1 ·1 ·1 · · · · = 1. Òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü â

ïðàâîé ÷àñòè (F) êîýôôèöèåíò ïðè x3, íàäî âçÿòü 1 èç âñåõ ñêîáîê, êðîìå ðîâ-
íî îäíîé. Ïîñêîëüêó ðàçëîæåíèå ñèíóñà â ðÿä Òåéëîðà áûëî èçâåñòíî çàäîëãî

äî Ýéëåðà, ñðàâíåíèå êîýôôèöèåíòû ïðè x3 â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ (F) äà¼ò

−π
3

3!
= −π

( 1

12
+

1

22
+

1

32
+ . . .

)
,

à ýòî è åñòü ðåçóëüòàò Ýéëåðà.

Íà ñàìîì äåëå èç ðàçëîæåíèÿ ñèíóñà â ïðîèçâåäåíèå âûòåêàåò áåñêîíå÷íî áîëåå
ãëóáîêèé âûâîä, ÷åì ðåøåíèå Áàçåëüñêîé çàäà÷è: ïðè ëþáîì ÷¼òíîì ïîëîæè-
òåëüíîì k ∈ N>0

∞∑
n=1

1

n2k
∈ Qπ2k

Ðàöèîíàëüíûå ìíîæèòåëè ïðè π2k íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Áåðíóëëè � ê ñîæà-
ëåíèþ, ñ òî÷íîñòüþ äî íåêîòîðûõ íîðìèðîâî÷íûõ ìíîæèòåëÿõ, êîòîðûå â ñî-
âðåìåííîé ëèòåðàòóðå íå óñòîÿëèñü. Ìû áóäåì âïîñëåäñòâèè ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ
íèõ äðóãèìè îáîçíà÷åíèÿìè, íå âûçûâàþùèìè ðàçíî÷òåíèé, à ïîêà â çàäà÷å
1.12 ïðåäëàãàåì âûâåñòè äëÿ íèõ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ.

Íà÷èíàþùåìó áóäåò ïîëåçíî òåì æå ìåòîäîì, êîòîðûì Ýéëåð ðåøèë Áàçåëü-
ñêóþ çàäà÷ó, óñòàíîâèòü ðàâåíñòâà

∞∑
n=1

1

n4
=
π4

90

è
∞∑
n=1

1

n6
=

π6

945
.

Èç óæå ïðèâåä¼ííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî âûâåñòè ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå, âåðî-
ÿòíî, âîñõèòèëè áû Ìåíãîëè è ëþáîãî Áåðíóëëè:(∑∞

n=1
1
n2

)4(∑∞
n=1

1
n4

)2 =
25

4
,

(∑∞
n=1

1
n4

)3(∑∞
n=1

1
n6

)2 =
49

40

è äðóãèå.

5555555555555555555555555555555
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Âìåñòå ñ òåì êàêàÿ-òî îáùàÿ ïðèðîäà çíà÷åíèé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà â ÷¼ò-
íûõ è íå÷¼òíûõ ÷èñëàõ, âèäèìî, ñóùåñòâóåò; îäíî èç ñâèäåòåëüñòâ ýòîìó îáíà-
ðóæèë Àïåðè. Äîêàçûâàÿ èððàöèîíàëüíîñòü ζ(3), îí çàîäíî ïðåäëîæèë è íîâîå
äîêàçàòåëüñòâî èððàöèîíàëüíîñòè ζ(2) � ðàçóìååòñÿ, óæå èçâåñòíîé è âûòåêà-
þùåé èç ôîðìóëû Ýéëåðà è òðàíñöåíäåíòíîñòè π. Â îáîèõ äîêàçàòåëüñòâàõ
èñïîëüçîâàëàñü ñëèøêîì õîðîøàÿ ïðèáëèæàåìîñòü ζ(2) è ζ(3) ðàöèîíàëüíûìè
÷èñëàìè:

ζ(2) = 3

∞∑
n=1

1

n2
(
2n
n

) (1.2a)

è

ζ(3) =
5

2

∞∑
n=1

(−1)n−1

n3
(
2n
n

) . (1.2b)

Íåñêîëüêî ëåò íàçàä Áåéëè, Áîðâåéí è Áðýäëè [BBB2006] äîáàâèëè ê ôîð-
ìóëàì Àïåðè åù¼ îäíó:

ζ(4) =
36

17

∞∑
n=1

1

n4
(
2n
n

) . (1.2c)

6666666666666666666666666666666
1.0.2. Îá îáîáùåíèÿõ. Ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû Ýéëåðà, äàþùåé ðåøåíèå áà-
çåëüñêîé çàäà÷è, òî åñòü

∞∑
n=1

1

n2
, (1.0.2a)

äîïóñêàåò ìíîãî÷èñëåííûå îáîáùåíèÿ; íåêîòîðûå èç íèõ ìû ñåé÷àñ óïîìÿíåì.

Äëÿ íà÷àëà çàìåíèì ïîñòîÿííûå â âûðàæåíèè (1.0.2a) íà ïåðåìåííûå. Ñàì Ýé-
ëåð ïðîâàðüèðîâàë 2 â çíàìåíàòåëå ýòîãî âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èâ äçåòà-ôóíêöèþ
Ðèìàíà

ζ(s) :=

∞∑
n=1

1

ns
(1.02b)

Ýòî � îäíà èç ãëàâíûõ ãåðîèíü íàøåãî êóðñà. Íàì óæå èçâåñòíû çíà÷åíèÿ

ζ(2) = π2

6 , ζ(4) = π4

90 , ζ(6) = π6

945 .

Åñëè æå ïðîâàðüèðîâàòü 1 â ÷èñëèòåëå, ïîëó÷èì äèëîãàðèôì

Li2(x) :=

∞∑
n=1

xn

n2
. (1.02c)

Èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáîçíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ââåäåíû íå Ýéëåðîì, à
åãî ïîñëåäîâàòåëÿìè; òî æå êàñàåòñÿ äðóãèõ âûñøèõ òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé, ñ
êîòîðûìè îí ðàáîòàë6.

Îáîçíà÷åíèå ζ (êàê è òðàäèöèîííàÿ áóêâà s äëÿ àðãóìåíòà s 7→ ζ(s)) ââåäåíî Ðè-

ìàíîì â [Riem1859]. Èìÿ Ðèìàíà çàêðåïèëîñü çà íàçâàíèåì ζ, ïîñêîëüêó èìåííî îí
ñòðîãî îïðåäåëèë ýòó ôóíêöèþ êàê ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé, ãîëîìîðôíóþ íà C \ {1}, ñ ïîìîùüþ àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, î êîòîðîì

6Íàîáîðîò, îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòàðíûõ òðàíñöåíäåíòíûõ ôóíêöèé, ïîâñåìåñòíî èñïîëü-
çóåìûå ñ âîñåìíàäöàòîãî âåêà, ââåäåíû Ýéëåðîì.
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áóäåò ïîäðîáíî ðàññêàçàíî â ïîñëåäóþùèõ ëåêöèÿõ; íåêîòîðûå àâòîðû, îäíàêî, ïðåä-
ëàãàþò íàçûâàòü ýòó ôóíêöèþ äçåòà-ôóíêöèåé Ýéëåðà-Ðèìàíà.

Íàçâàíèå "äèëîãàðèôì" áûëî ââåäåíî Õèëëîì â [Hill1828]. Èíîãäà äèëîãàðèôì íà-
çûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ñïåíñà ïî èìåíè àâòîðà ðàáîòû [Spe1809]. Îáîçíà÷åíèå äèëî-
ãàðèôìà äî ñèõ ïîð íå âïîëíå óñòîÿëîñü � ìíîãèå àâòîðû ïèøóò íå Li2, à L2. Ìû
îïèðàåìñÿ íà ñîâðåìåííûé ôóíäàìåíòàëüíûé ñïðàâî÷íèê [Lew1981].

Ýéëåð, âèäèìî, ïåðâûì ðàññìîòðåë äçåòà-ôóíêöèþ Ðèìàíà (1.0.2b) � íå óòî÷-
íÿÿ îáëàñòè å¼ îïðåäåëåíèÿ. Äèëîãàðèôì íåñêîëüêî ñòàðøå. Ôîðìóëà (1.0.2c)
ðàâíîñèëüíà

Li2(x) := −
∫ x

0

log(1− t)dt
t

, (1.0.2d)

è ýòîò èíòåãðàë âïåðâûå ïîÿâëÿåòñÿ â ïèñüìå Ëåéáíèöà Èîãàííó Áåðíóëëè,
íàïèñàííîìó â 1696 ãîäó; îáîñíîâàòü ðàâíîñèëüíîñòü äâóõ îïðåäåëåíèé äè-
ëîãàðèôìà ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ â óïðàæíåíèè 1.5. Äèëîãàðèôì èçó÷àëñÿ
Àáåëåì [Abel1881] â åãî òåîðèè ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (Àáåëü æèë ñ
1802 ïî 1829 ãîäû, è óêàçàííàÿ ññûëêà îòíîñèòñÿ ê ïîëíîìó ñîáðàíèþ åãî
ñî÷èíåíèé). Ëîáà÷åâñêèé â [Ëîá1836] âûðàçèë îáú¼ì èäåàëüíîãî òåòðàýäðà â
ãèïåðáîëè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ÷åðåç ôóíêöèþ, êîòîðóþ âïîñëåäñòâèè íàçâàëè
ôóíêöèåé Ëîáà÷åâñêîãî è îáîçíà÷èëè

ë(φ) := −
∫ φ

0

log |2 sinu|du =
1

2

∞∑
n=1

sin(2nφ)

n2
;

ýòà ôóíêöèÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ äèëîãàðèôìîì, ñì. çàìå÷àòåëüíûé ñîâðåìåííûé
îáçîð â ñòàòüå Ìèëíîðà [Mil1982].

Ôîðìóëó Ýéëåðà (1.0.3a) ìû òåïåðü ìîæåì çàïèñàòü â âèäå

Li2(1) = ζ(2) =
π2

6
. (1.0.2e)

Ïåðåä íàìè � ïðîñòåéøåå ñîîòíîøåíèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè äçåòà-ôóíêöèè è
äèëîãàðèôìà; ñ äåâÿòíàäöàòîãî âåêà ïî íàñòîÿùåå âðåìÿ îáíàðóæèâàþòñÿ åãî
ìíîãî÷èñëåííûå è ðàçíîîáðàçíûå îáîáùåíèÿ, íàõîäÿùèå ïðèìåíåíèÿ â ðàç-
ëè÷íûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è ôèçèêè.

Îäèí èç èñòî÷íèêîâ ïîëó÷åíèÿ òàêèõ îáîáùåíèé � ñîîòíîøåíèå îòðàæåíèÿ

Li2(x) + Li2(1− x) ≡
π2

6
− log x log(1− x), (1.0.2f)

ïîëó÷åííîå Ýéëåðîì [Euler1740]; ÷èòàòåëþ ïðåäëàãàåòñÿ îáîñíîâàòü åãî â óïðàæíå-
íèè 1.6. Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, íàïðèìåð, ïðè x = 1

2
ñëåäóåò, ÷òî

Li2(
1

2
) =

π2

12
− (log 2)2

2
; (1.0.2g)

èíà÷å ãîâîðÿ,
1

21 · 12 +
1

22 · 22 +
1

23 · 32 +
1

24 · 42 +
1

25 · 52 + · · · =

=
1

2

( 1

12
+

1

22
+

1

32
+

1

42
+

1

52
+ . . .

)
− 1

2

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+

1

5
∓ . . .

)2

� íå ïðàâäà ëè, êðàñèâåéøàÿ ôîðìóëà? Êàæåòñÿ, îíà ìàëîèçâåñòíà... ÏÐÎÂÅÐÜÒÅ
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Å� ×ÈÑËÅÍÍÎ!

Â ðàáîòå Öàãèðà [Zag1988], ÿâëÿþùåéñÿ ïðåêðàñíûì îáçîðîì ñîâðåìåííîé òåîðèè
äèëîãàðèôìà, îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ó áîëüøèíñòâà òðàíöåíäåíòíûõ ôóíêöèé ëèáî èìååòñÿ
áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ÿâíî âû÷èñëÿåìûõ çíà÷åíèé, ëèáî èõ íåò âîâñå; ó äèëîãàðèô-
ìà æå èõ èçâåñòíî ðîâíî âîñåìü (âêëþ÷àÿ òðèâèàëüíîå Li2(0) = 0), äâà èç êîòîðûõ
ìû ïðèâåëè. Ýòî � îäíà èç ïðè÷èí, ïîáóäèâøàÿ Öàãèðà íàïèñàòü, ÷òî äèëîãàðèôì �
åäèíñòâåííàÿ èçâåñòíàÿ åìó ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ÷óâñòâîì þìîðà.

Ñîåäèíÿÿ äâà ðàññìîòðåííûõ îáîáùåíèÿ, ìû ïðèä¼ì ê ïîíÿòèþ ïîëèëîãàðèô-

ìà

Lis(x) :=

∞∑
n=1

xn

ns
, (1.0.2h)

íàçûâàåìîãî òàêæå ôóíêöèåé Æîíêüåðà ïî èìåíè àâòîðà ðàáîòû [Jonq1889].
Ìû íå áóäåì óòî÷íÿòü îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ;
îáû÷íî îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè íàòóðàëüíûõ s.
Ïîëèëîãàðèôìû ñâÿçûâàþò ìåæäó ñîáîé ðàçíîîáðàçíûå îáëàñòè ñîâðåìåííîé
ìàòåìàòèêè, èíîãäà êàæóùèåñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä î÷åíü äàë¼êèìè äðóã îò äðó-
ãà. Â êà÷åñòâå îäíîãî èç î÷åíü ìíîãèõ ïðèìåðîâ óïîìÿíåì ðàáîòó [Gon2005].

Åù¼ â îäíîì íàïðàâëåíèè äçåòà-ôóíêöèþ Ðèìàíà îáîáùàåò äçåòà-ôóíêöèÿ

Ãóðâèöà

ζ(s, q) :=

∞∑
n=0

1

(n+ q)s
. (1.0.2i)

Îò èçîáèëèÿ ñâÿçàííûõ ñ íåé êëàññè÷åñêèõ ôîðìóë ðàçáåãàþòñÿ ãëàçà; îãðà-
íè÷èìñÿ ïðèâåäåíèåì îäíîé, ïðåäâàðÿþùåé èçó÷åíèå ñâÿçè ζ(s) ñ ζ(1− s):

ζ(1− s, q) =
1

2s

(
e−πis/2β(q; s) + eπis/2β(1− q; s)

)
, (1.0.2j)

ãäå

β(q; s) := 2Γ(s+ 1)

∞∑
n=1

e2πinq

(2πn)s
=

2Γ(s+ 1)

(2π)s
Lis(e

2πiq). (1.0.2k)

Îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ìû ïîêà íå óòî÷íÿåì, ïîäðàçóìåâàÿ àíàëèòè÷åñêèå ïðî-
äîëæåíèÿ. Â çàäà÷å 1.6 ïðåäëàãàåòñÿ ïîðàáîòàòü ñ äçåòà-ôóíêöèåé Ãóðâèöà
ïðè q = 1

2 , s = 2, çàîäíî "âû÷èñëèâ"

.5 + 1.5 + 2.5 + 3.5 + . . . .

Âñå ðàññìîòðåííûå îáîáùåíèÿ ñóììû
∑∞
n=1

1
n2 ïåðåêðûâàþòñÿ òðàíñöåíäåí-

òîé Ëåðõà

Φ(x, s, q) :=

∞∑
n=0

xn

(n+ q)s
, (1.0.2l)

ââåä¼ííîé â ðàáîòå [Ler1887]. Äëÿ íå¼ èçâåñòíî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå

Φ(x, s, q) =
1

Γ(s)

∫ ∞
0

ts−1e−qt

1− xe−t
dt. (1.0.2m)
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Çàâåðøàÿ ðàçãîâîð î äàë¼êîé è áëèçêîé èñòîðèè ïðåäìåòà, ïîä÷åðêí¼ì åãî
íåîáúÿòíîñòü, ïðåäñòàâëåíèå î êîòîðîé ÿ ïûòàëñÿ äàòü, ïðèâîäÿ ðàçðîçíåííûå
ïðèìåðû. ×òîáû íå óòîíóòü â îêåàíå ôîðìóë, ïðåäëàãàåòñÿ ïðèäåðæèâàòüñÿ
ñîâðåìåííûõ òî÷åê çðåíèÿ, ê ÷åìó ìû è ïåðåõîäèì.

1.1. Äçåòà-ôóíêöèè êîììóòàòèâíûõ êîëåö

1.1.0. Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � ïðîèçâîëüíîå êîëüöî; çäåñü è äàëåå ïîä ýòèì
òåðìèíîì ìû âñåãäà ïîäðàçóìåâàåì êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Ââåäÿ
íåñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå

idl(A) := {èäåàëû êîëüöàA},

ñ÷èòàÿ, êàê ïðèíÿòî, çàïèñü a/A ñèíîíèìè÷íîé çàïèñè a ∈ idl(A) è äîãîâîðèâ-
øèñü (êàê íå î÷åíü ïðèíÿòî), ÷òî A/A, ïåðåïèøåì îïðåäåëåíèå äçåòà-ôóíêöèè
Ðèìàíà â âèäå

ζ(s) :=
∑
a/Z

1(
#
(Z
a

))s . (1.1.0a)

Çäåñü âîïðîñ ìîæåò âûçâàòü íóëåâîé èäåàë a = 0; íî, íå óòî÷íÿÿ ñåãîäíÿ îáëà-
ñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ζ, ìû èíòóèòèâíî ñ÷èòàåì, ÷òî s � �áîëüøîå� ÷èñëî,
è ýòî ïîçâîëÿåò âî âñåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ôàêòîð-êîëüöî A

a áåñêîíå÷íî, ïîëîæèòü
1

#
(
A
a

) := 0.

Ôóíêöèþ, îïðåäåë¼ííóþ ôîðìóëîé, îáîáùàþùåé (1.1.0a), ìîæíî ââåñòè äëÿ
ëþáîãî êîëüöà A, ïîëîæèâ

ζ
A

(s) :=
∑
a/A

1(
#
(
A
a

))s (1.1.0b)

(íàøè îáîçíà÷åíèÿ, íå âñåãäà ñòàíäàðòíûå, áóäóò îáúÿñíÿòüñÿ ïî ìåðå ðàñøè-
ðåíèÿ ïðåäìåòîâ, ðàññìîòðåíèÿ, à ïîêà ëèøü îòìåòèì î÷åâèäíîå ζZ = ζ).

Âîçìîæíû íåèíòåðåñíûå ñëó÷àè � íàïðèìåð, î÷åâèäíî, ÷òî

ζC[z] ≡ 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ íåêîòîðûõ êîëåö A îáëàñòü ñõîäèìîñòè ïðàâîé ÷àñòè
âûðàæåíèÿ (1.1.0b) ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòîé; íàïðèìåð, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
òà îáñòîèò äåëî äëÿ êîëüöà

Fq[x1, x2, . . . ]

ìíîãî÷ëåíîâ îò ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ íàä êîíå÷íûì ïîëåì.

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü òàêèå êîëüöà A, ÷òî îáëàñòü ñõîäèìîñòè
âûðàæåíèÿ (1.1.0b) íåïóñòà; îíà âñåãäà îêàæåòñÿ ñäâèíóòîé ïðàâîé ïîëóïëîñ-
êîñòüþ. Îäèí èç êëàññîâ òàêèõ êîëåö, ñâîéñòâà êîòîðûõ áëèçêè ê ñâîéñòâàì
êîëüöà öåëûõ ÷èñåë Z � êëàññ äåäåêèíäîâûõ êîëåö.
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1.1.1. Ñëó÷àé êîëüöà Z. Çäåñü íåò íîâîãî ïðåäìåòà äëÿ îáñóæäåíèÿ. Êàê
óæå áûëî â ñêîáêàõ çàìå÷åíî,

ζZ = ζ

� äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà, îäíî èç ãëàâíûõ äåéñòâóþùèõ ëèö êóðñà, êîòîðîìó
áóäåò óäåëåíî çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå.

1.1.2. Ñëó÷àé êîëüöà Fq[x] ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì. Âû÷èñ-
ëèì äçåòà-ôóíêöèþ "íåêëàññè÷åñêîãî" êîëüöà, áîëüøå âñåãî íàïîìèíàþùåãî
êîëüöî öåëûõ ÷èñåë Z � êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ íàä êîíå÷íûì ïîëåì, Fq[x].

Ââåä¼ì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ k îáîçíà÷åíèÿ

k[x]monic := {ìíîãî÷ëåíû ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì 1} ⊂ k[x]

è
k[x]d := {f ∈ k[x] | deg f = d},
k[x]monic

d := k[x]d
⋂

k[x]monic.

Î÷åâèäíî,

#
(
k[x]monic

d

)
= qd. (1.1.2a)

Íà áóäóùåå ââåä¼ì òàêæå îáîçíà÷åíèå

k[x]irr := {íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû} ⊂ k[x].

Òåîðåìà. ζFq [x]
(s) =

1

1− q1−s

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó Fq[x] � êîëüöî ãëàâíûõ èäåàëîâ, âñå åãî èäåà-
ëû a / Fq[x] èìåþò âèä

a = fFq[x], (1.1.2b)

ãäå f ∈ Fq[x]. Ïîñêîëüêó òàêîé f îïðåäåë¼í ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà F×q ,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

f ∈ Fq[x]monic, (1.1.2c)

è òîãäà òàêîé ýëåìåíò îïðåäåë¼í îäíîçíà÷íî. Íàêîíåö, äëÿ ëþáîãî f ∈ Fq[x]

#

(
Fq[x]

fFq[x]

)
= qdeg f (1.1.2d)

� íàäî ðàññìîòðåòü âåêòîðíîå Fq-ïðîñòðàíñòâî îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà f .

Â ñèëó ýòèõ çàìå÷àíèé

ζFq [x]
(s) =(1.1.0b)

∑
a/Fq [x]

1(
#
(Fq [x]

a

))s =(1.1.2b,1.1.2c)

∑
f∈Fq [x]monic

1(
#
( Fq [x]
fFq [x]

))s =(1.1.2.d)

=
∑

f∈Fq [x]monic

1

qs deg f
=

∞∑
d=0

∑
f∈Fq [x]monic

d

1

qsd
=(1.1.2a)

∞∑
d=0

qd

qsd
=

∞∑
d=0

q(1−s)d =
1

1− q1−s
�

Âàæíîå ïåðåîáîçíà÷åíèå. Îñóùåñòâèâ çàìåíó ïåðåìåííîé

T = q−s
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è ââåäÿ äëÿ ëþáîé Fq àëãåáðû A ôóíêöèþ

ZA(T ) := ζ
A

(s),

ãäå áóêâà Z � ýòî çàãëàâíàÿ äçåòà, ïåðåïèøåì äîêàçàííóþ ôîðìóëó â âèäå

ZFq [x](T ) =
1

1− qT
(1.1.2e)

Ðàöèîíàëüíîñòü ýòîé ôóíêöèè ïî T ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì îäíîãî
èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè, ïåðâîé èç ñåðèè ãèïîòåç Âåéëÿ, äîêàçàííîé
Äâîðêîì.
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