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Теорема об определимости

Опр.
Множество P ⊆ Nk Σ1-определимо в N, если для
некоторой A(x1, . . . , xk) ∈ Σ1

〈n1, . . . , nk〉 ∈ P ⇐⇒ N � A(n1, . . . , nk).

Tеорема.
f : Nk → N вычислима ⇐⇒ множество
{〈~n, m〉 : f (~n) = m} Σ1-определимо в N.



Доказательство теоремы о
Σ1-определимости

Идея: для каждой машины Тьюринга M надо
выписать Σ1-формулу TM(~x) выражающую тот
факт, что на входе, кодирующем ~x , машина M
завершает работу. Это достигается путём
кодирования машин Тьюринга и описания их
вычислений на арифметическом языке.



∆0-определения

x 6= y :↔ ¬ x = y

x < y :↔ x ≤ y ∧ x 6= y

x −· y = z :↔ (y ≤ x ∧ x = z + y) ∨ (¬ y ≤ x ∧ z = 0)



Двоичное разложение

Любое x > 0 однозначно представляется в виде

x = an · 2n + an−1 · 2n−1 + · · ·+ a1 · 2 + a0,

где a0, . . . , an ∈ {0, 1} и an 6= 0.
Обозначение: |x |
 n.



Кодирование двоичных слов

Слово an−1 . . . a0 кодируем числом 1an−1 . . . a0 в
двоичной записи. Пустое слово Λ кодируется
числом 1.

Замечание.
|x | есть длина двоичной записи слова,
кодируемого числом x .



String(x) :↔ x 6= 0

|x | = y :↔ (x = 0 ∧ y = 0) ∨ (2y ≤ x ∧ x < 2y+1)

x ∗ y = z :↔ z = x · 2|y | + (y −· 2|y |)

:↔ ∃u ≤ y (|y | = u ∧ z = x · 2u + (y −· 2u))



Кодирование алфавита Σ

Пусть Σ = {C0, . . . , Cn}.
Возьмём c : 2c ≥ n + 2.
Положим pCiq 
 2c + i для 0 ≤ i ≤ n и
p; q 
 2c + n + 1 (разделитель).

Σ(x) :↔ x = pC0q ∨ · · · ∨ x = pCnq

Byte(x) :↔ String(x) ∧ |x | = c



Слова в алфавите Σ

Слово = последовательность байтов
Σ-слово = последовательность байтов из Σ



Word(x) :↔ String(x) ∧ ∃k ≤ x |x | = c · k

‖x‖ = y :↔ (Word(x) ∧ c · y = |x |) ∨ (¬Word(x) ∧ y = 0)

x ⊆w y :↔ Word(x) ∧Word(y) ∧
∃v ,w ≤ y (Word(v) ∧ y = v ∗ x ∗ w)

x ∈w y :↔ Byte(x) ∧ x ⊆w y

WordΣ(x) :↔ Word(x) ∧ ∀y ≤ x (y ∈w x → Σ(y))



Последовательности слов

Посл-ть 〈w1, . . . , ws〉 Σ-слов кодируем словом
w1; w2; . . . ; ws , где ; — разделитель. Код пустой
посл-ти 〈 〉 есть 0.

Замечание.
Для любого w ∈ Σ∗, p〈w〉q = pwq, в частности,
p〈Λ〉q = 1.



SeqΣ(x) :↔ Word(x) ∧ ∀y ∈w x (Σ(y) ∨ y = p; q)

∨ x = 0

x ; y = z :↔ (x = 0 ∧ z = y) ∨ (y = 0 ∧ z = x) ∨
(x 6= 0 ∧ y 6= 0 ∧ z = x ∗ p; q ∗ y)

x ⊆s y :↔ SeqΣ(x) ∧ SeqΣ(y) ∧
∃u, v ≤ y (SeqΣ(u) ∧ SeqΣ(v) ∧ y = u; x ; v)

x ∈s y :↔ WordΣ(x) ∧ x ⊆s y



Кодирование Машин Тьюринга

Σ(x) рабочий алфавит
Q(x) алфавит состояний
Γ(x)
 Q(x) ∨ Σ(x)
P(x) множество команд
WordΣ(x) слово в рабочем алфавите



Конфигурации

Config(z) :↔ WordΓ(z) ∧ ∃u, v , q ≤ z

(WordΣ(u) ∧WordΣ(v) ∧ Q(q) ∧
v 6= 1 ∧ z = u ∗ q ∗ v)

(1 есть код пустого слова)



Переходы

StepM(x , y) :↔
Config(x) ∧ Config(y)∧
∃u, v , p, q, a, b, c ⊆w x ∗ y

[WordΣ(u) ∧WordΣ(v) ∧ Q(p) ∧ Q(q) ∧ Σ(a) ∧ Σ(b) ∧ Σ(c)∧
[(x = u ∗ p ∗ a ∗ v ∧ y = u ∗ q ∗ b ∗ v ∧ P(p ∗ a ∗ q ∗ b ∗ pNq))

∨ (x = u ∗ c ∗ p ∗ a ∗ v ∧ y = u ∗ q ∗ c ∗ b ∗ v ∧ P(p ∗ a ∗ q ∗ b ∗ pLq))

∨ (x = p ∗ a ∗ v ∧ y = q ∗ p#q ∗ b ∗ v ∧ P(p ∗ a ∗ q ∗ b ∗ pLq))

∨ (x = u ∗ p ∗ a ∗ v ∧ v 6= 1 ∧ y = u ∗ b ∗ q ∗ v ∧ P(p ∗ a ∗ q ∗ b ∗ pRq))

∨ (x = u ∗ p ∗ a ∧ y = u ∗ b ∗ q ∗ p#q ∧ P(p ∗ a ∗ q ∗ b ∗ pRq))
]

]



Вычисления

InitM(x , z) :↔ Config(z) ∧ z = pq1q ∗ x

StopM(z) :↔ Config(z) ∧ ∃u, v ⊆w z (z = u ∗ q0 ∗ v)

CompM(x , z) :↔ SeqΓ(z) ∧ ∃v ∈s z StopM(v) ∧ ∀u, v ,w ≤ z
(z = u; v ;w ∧WordΓ(v)→

(InitM(x , v) ∨ ∃y ∈s u StepM(y , v)))



Кодирование входа

Пусть Σ содержит 1, $.

code(n)
 1 . . . 1 (n + 1 раз)

code(x) = y :↔ Word(y) ∧ ‖y‖ = x + 1 ∧
∀y∈wx y = p1q



Предикат остановки

TM(a1, . . . , ak) :↔
∃z CompM(code(a1)$ . . . $code(ak), z)

Имеем:

N � TM(n1, . . . , nk) ⇐⇒ ϕM(n1, . . . , nk) определена.


