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Çàäà÷à 1. Ïóñòü V � êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä

ïðîèçâîëüíûì ïîëåì è P : V → V � òàêîé ëèíåéíûé îïåðàòîð, ÷òî

P 2 = P . Äîêàæèòå, ÷òî â íåêîòîðîì áàçèñå îïåðàòîð P çàïèñûâà-

åòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ñ ÷èñëàìè 0 èëè 1 íà äèàãîíàëè.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü R � êîììóòàòèâíîå êîëüöî áåç äåëèòåëåé íóëÿ è

QR � åãî ïîëå ÷àñòíûõ. Ïðåäëîæèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ QR ëèáî

a ∈ R, ëèáî a−1 ∈ R. Âåðíî ëè, ÷òî R ÿâëÿåòñÿ ïîëåì?

Çàäà÷à 3. Ïóñòü R � àëãåáðà íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ

ôóíêöèé íà îòðåçêå [0, 1]. Ñ êàæäîé òî÷êîé x ∈ [0, 1] ñâÿæåì ïîä-

ìíîæåñòâî Mx = {f ∈ R | f(x) = 0}. Äîêàæèòå, ÷òî Mx � ìàêñè-

ìàëüíûé èäåàë â R, è âñå ìàêñèìàëüíûå èäåàëû â R èìåþò òàêîé

âèä.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü A � êîíå÷íîìåðíàÿ àëãåáðà íàä áåñêîíå÷íûì ïî-

ëåì k. Äîêàæèòå, ÷òî îáðàòèìûå ýëåìåíòû â A îáðàçóþò ïëîòíîå

îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â êëàññè÷åñêîé òîïîëîãèè, åñëè k = R èëè

C, èëè â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ k.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü f(x) = (x−λ1)s1 . . . (x−λk)sk � ìíîãî÷ëåí ïîëîæè-
òåëüíîé ñòåïåíè. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà k[x]/(f(x)) êîíå÷íîìåðíà
è åå ðàçëîæåíèå â ïðÿìóþ ñóììó ëîêàëüíûõ àëãåáð èìååò âèä

k[x]/(f(x)) = k[x]/((x− λ1)s1)⊕ . . .⊕ k[x]/((x− λk)sk).

Çàäà÷à 6. Ïóñòü A = C[x1, . . . , xn]/(f1, . . . , fm) è X ⊆ Cn � ìíî-

æåñòâî îáùèõ íóëåé ìíîãî÷ëåíîâ f1, . . . , fm. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè

àëãåáðà A êîíå÷íîìåðíà, òî ìíîæåñòâî X êîíå÷íî. Åñëè Âû çíà-

åòå òåîðåìó Ãèëüáåðòà î íóëÿõ, äîêàæèòå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Ïîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî òî÷åê â X ðàâíî ÷èñëó ëîêàëüíûõ ñëàãàåìûõ

â ðàçëîæåíèè êîíå÷íîìåðíîé àëãåáðû A.


