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Ïåðåä âàìè çàïèñêè ëåêöèé, ïðî÷èòàííûõ àâòîðîì â Äóáíå ëåòîì 2011 ãî-
äà íà øêîëå �Ñîâðåìåííàÿ Ìàòåìàòèêà�. Íà ñàìîì äåëå, ïåðâûå äâå ëåêöèè
âïîëíå ñîîòâåòñòâóþò òîìó, ÷òî áûëî ïðî÷èòàíî, à ïîñëåäíèå äâå, ñêîðåå,
ÿâëÿþòñÿ ðàñøèðåííûì âàðèàíòîì òðåòüåé ëåêöèè. Èç ÷åòâåðòîé ëåêöèè ÿ
ïëàíèðóþ ñäåëàòü âòîðóþ ÷àñòü.
Âðÿäëè ìîæíî ïîíÿòü ýòîò òåêñò, íå ðåøàÿ çàäà÷è. Ê ÷àñòè çàäà÷ ÿ

ïðèâåë óêàçàíèÿ â êîíöå òåêñòà; áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è îòìå÷åíû çâåçäî÷-
êîé. Íåêîòîðûå òåîðåìû ìíå íå õîòåëîñü äîêàçûâàòü � ïîòîìó, ÷òî äîêà-
çàòåëüñòâî ñëèøêîì ñêó÷íî, èëè ñëèøêîì âûõîäèò çà ðàìêè ýòîãî òåêñòà.
Òàêèå òåîðåìû íàçâàíû �ôàêòàìè� è ïðèâåäåíû áåç äîêàçàòåëüñòâ. ×èòàòå-
ëþ ñëåäóåò ïîâåðèòü â íèõ (èëè ïðî÷èòàòü äîêàçàòåëüñòâî â êàêîì-íèáóäü
ñòàíäàðòíîì êóðñå òåîðèè ÷èñåë).
×àñòü ýòèõ ëåêöèé íàïèñàíà ìåëêèì øðèôòîì, ÿ ðåêîìåíäóþ ÷èòàòåëþ

ïðîïóñòèòü åå ïðè ïåðâîì ÷òåíèè.
Òåêñò íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ïîñòîÿííîãî èçìåíåíèÿ è óëó÷øåíèÿ. Êîãäà-

íèáóäü îí ñòàíåò ÷àñòüþ êíèæêè è ïåðåñòàíåò ìåíÿòüñÿ, à ïîêà ÷òî ïî-
æåëàíèÿ ïî óëó÷øåíèþ åãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñîäåðæàíèÿ âñÿ÷åñêè ïðèâåò-
ñòâóþòñÿ.

Ââåäåíèå

×èòàòåëþ íàâåðíÿêà èçâåñòíà ôîðìóëà äëÿ ñóììû áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ïðîãðåññèè:

(1) 1 + x+ x2 + x3 + . . .+ xn + . . . =
1

1− x
, ãäå |x| < 1.

×òî áóäåò åñëè ïåðåïóòàòü îñíîâàíèå è ïîêàçàòåëü ñòåïåíè: âìåñòî x2 ìû íàïè-
øåì 2x, âìåñòî x3 � 3x è ò.ä; âìåñòî x = x1 ìû íàïèøåì 1x = 1, à ÷ëåí 1 = x0

ïðèäåòñÿ ïðîñòî îòáðîñèòü. Ïîëó÷èòñÿ ôóíêöèÿ

1 + 2x + 3x + . . .+ nx + . . . = 1 +
1

2s
+

1

3s
+ . . .+

1

ns
+ . . . ,

ãäå ìû ñäåëàëè çàìåíó s = −x. Ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ äçåòà-ôóíêöèåé Ðè-
ìàíà è îáîçíà÷àåòñÿ ζ(s). Îêàçûâàåòñÿ, îíà ãîðàçäî èíòåðåñíåå ñóììû áåñêî-
íå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: ïðîñòîé ôîðìóëû äëÿ íåå íå ñóùåñòâóåò,
âû÷èñëèòü åå çíà÷åíèå äàæå â îäíîé òî÷êå ñîâñåì íå ïðîñòî, äà è âîîáùå îíà
îòâåòñòâåííà çà áîëüøèíñòâî ñâÿçåé ìåæäó àíàëèçîì è òåîðèåé ÷èñåë. Íî íàè-
áîëåå âàæíî òî, ÷òî îáîáùåíèÿ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ïðîíèçûâàþò ïðàêòè÷å-
ñêè âñå îáëàñòè ìàòåìàòèêè. Èòàê, ïðèñòóïèì.
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Ëåêöèÿ 1. Äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü s � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

(2) ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
.

Òåîðåìà 1. Ðÿä (2) ñõîäèòñÿ ïðè s > 1 è ðàñõîäèòñÿ ïðè s ≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ s = 1. Ðàññìîòðèì ÷àñòè÷íóþ ñóììó ðÿäà:

(3) 1 + 1
2

+ 1
3

+ . . .+ 1
2n

=

= 1 + 1
2

+
(

1
3

+ 1
4

)
+
(

1
5

+ . . .+ 1
8

)
+ . . .+

(
1

2n−1+1
+ . . .+ 1

2n

)
>

> 1 + 1
2

+
(

1
4

+ 1
4

)
+
(

1
8

+ . . .+ 1
8

)
+ . . .+

(
1

2n
+ . . .+ 1

2n

)
=

= 1 + 1
2

+ 1
2

+ . . .+ 1
2

= 1 + n
2
.

Ìû ðàçáèëè ÷àñòè÷íóþ ñóììó íà ãðóïïû è çàìåòèëè, ÷òî êàæäàÿ èç ãðóïï
áîëüøå, ÷åì 1

2
. Èòàê, ÷àñòè÷íûå ñóììû íå îãðàíè÷åíû, ïîýòîìó ðÿä ðàñõîäèòñÿ.

Ïðè s < 1 ÷àñòè÷íûå ñóììà ðÿäà áîëüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè÷íûå
ñóììû ïðè s = 1, òàê ÷òî îíè òîæå íå îãðàíè÷åíû è ðÿä ðàñõîäèòñÿ. Îñòàëîñü
ðàññìîòðåòü ñëó÷àé s > 1. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïðîâåäåì àíàëîãè÷íóþ îöåíêó:

(4) 1 +
1

2s
+ . . .+

1

(2n+1 − 1)s
= 1 +

(
1

2s
+

1

3s

)
+

(
1

4s
+ . . .+

1

7s

)
+ . . .+

(
1

2ns
+ . . .+

1

(2n+1 − 1)s

)
< 1 +

2

2s
+

4

4s
+ . . .+

2n

2ns
=

1 + 21−s + (21−s)2 + . . .+ (21−s)n =
1− 2(1−s)(n+1)

1− 21−s <
1

1− 21−s .

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé (1) äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè è
òåì, ÷òî 0 < 21−s < 1. Ìû âèäèì, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû îãðàíè÷åíû. Ïîñêîëüêó
÷ëåíû íàøåãî ðÿäà ïîëîæèòåëüíû, èç îãðàíè÷åííîñòè ÷àñòè÷íûõ ñóìì ñëåäóåò,
÷òî ðÿä ñõîäèòñÿ. �

Òàêèì îáðàçîì ôîðìóëà (2) îïðåäåëÿåò äçåòà-ôóíêöèþ ïðè s > 1. Ïðè s
ñòðåìÿùåìñÿ ê åäèíèöå, ζ(s) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Íàñêîëüêî áûñòðî?
Îòâåò äàåòñÿ ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 1.

lim
s→1

(s− 1)ζ(s) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. �

Ïðåäåë â ëåâîé ÷àñòè íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì äçåòà-ôóíêöèè â åäèíèöå. Íà
ñàìîì äåëå, ìîæíî îïðåäåëèòü äçåòà-ôóíêöèþ ïðè s < 1, è äàæå ïðè âñåõ
êîìïëåêñíûõ s 6= 1 (ñì. �1.5).
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Âîò îáùèé ôàêò, íà êîòîðîì áûëî îñíîâàíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1:

Çàäà÷à 1. Ïóñòü an � íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä∑
an ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðÿä

∑
2na2n ñõîäèòñÿ.

Íàñêîëüêî áûñòðî ðàñòóò ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà (2), îïðåäåëÿþùåãî äçåòà-
ôóíêöèþ?

Çàäà÷à 2. Ïóñòü an = 1 + 1
2

+ 1
3

+ . . .+ 1
n
� ÷àñòè÷íàÿ ñóììà ðÿäà (2) ïðè s = 1.

Äîêàæèòå, ÷òî

ln(n+ 1) < an ≤ 1 + lnn.

Íàéäèòå àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëÿ ÷àñòè÷íûõ ñóìì ðÿäà (2) ïðè äðóãèõ çíà÷å-
íèÿõ s.

1.1. Çíà÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèè. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå äçåòà-ôóíêöèè õîòÿ áû
â îäíîé òî÷êå � ñîâñåì íå òðèâèàëüíàÿ çàäà÷à. Âîò ÷òî èçâåñòíî â ýòîì íà-
ïðàâëåíèè:

•

(5) ζ(2) = 1 +
1

4
+

1

9
+ . . .+

1

n2
+ . . . =

π2

6
.

Çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ζ(2) èçâåñòíà êàê ïðîáëåìà Áàçåëÿ. Îíà áûëà ðåøåíà
Ýéëåðîì â 1735-ì ãîäó. Âïðî÷åì, åãî äîêàçàòåëüñòâî áûëî íåñòðîãèì.
Ìû ïðèâåäåì êàê äîêàçàòåëüñòâî Ýéëåðà, òàê è ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî
â �1.3.
• ζ(4) = π4/90.
• Âîîáùå

(6) ζ(2n) = (−1)n+1B2n(2π)2n

2(2n)!
,

ãäå B2n � ÷èñëî Áåðíóëëè ñ íîìåðîì 2n. ×èñëà Áåðíóëëè îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

∞∑
n=0

Bn
tn

n!
=

t

et − 1
.

Èõ ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü ïî èíäóêöèè ôîðìóëàìè

B0 = 1, Bn = −
n−1∑
k=0

(
n

k

)
Bk

n− k + 1
.

Ìû ïðèâåäåì íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (6) â �1.3.
• Òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ çíà÷åíèé ζ â íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ íåèç-
âåñòíû, è, ñêîðåå âñåãî, èõ íå ñóùåñòâóåò. Îäíàêî Àïåðè äîêàçàë â 1978
ãîäó, ÷òî ζ(3) èððàöèîíàëüíî.
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• Â 2001 ãîäó Âàäèì Çóäèëèí äîêàçàë, ÷òî ñðåäè ÷èñåë ζ(2n+1) áåñêîíå÷íî
ìíîãî èððàöèîíàëüíûõ.
• Îí òàêæå äîêàçàë, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë ζ(5), ζ(7), ζ(9), ζ(11) èð-
ðàöèîíàëüíî.

1.2. Ïðîèçâåäåíèå Ýéëåðà. Èñêëþ÷èòåëüíàÿ âàæíîñòü äçåòà-ôóíêöèè Ðè-
ìàíà äëÿ òåîðèè ÷èñåë âî ìíîãîì ñâÿçàíà ñ åå ðàçëîæåíèåì â áåñêîíå÷íîå ïðî-
èçâåäåíèå (7), ê êîòîðîìó ìû ïåðåõîäèì. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýòîé
áðîøþðû ïîñâÿùåíà îáîáùåíèÿì è ïðèìåíåíèÿì òàêèõ ðàçëîæåíèé, ïîýòîìó
÷èòàòåëþ ñëåäóåò îáÿçàòåëüíî èçó÷èòü ìàòåðèàë ýòîãî ïàðàãðàôà (âïðî÷åì,
âîïðîñû ñõîäèìîñòè ÷èòàòåëü ìîæåò îïóñòèòü, òàê êàê îíè íå áóäóò èãðàòü
âàæíîé ðîëè â äàëüíåéøåì).
Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèé. Ïóñòü an � áåñêîíå÷íàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïî àíàëîãèè ñ ñóììîé ðÿäà, ìîæíî îïðåäåëèòü áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå. Äëÿ
ýòîãî ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü bn = a1a2 . . . an. Áåñêîíå÷íûì ïðîèçâåäå-
íèåì

∞∏
n=1

an

íàçûâàåòñÿ ïðåäåë limn→∞ bn. Ãîâîðÿò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ, åñëè ýòîò
ïðåäåë êîíå÷åí è îòëè÷åí îò íóëÿ.

Çàäà÷à 3. Âû÷èñëèòå

∞∏
n=2

(
1− 1

n

)
è

∞∏
n=2

(
1− 1

n2

)
.

Ñâÿçü äçåòà-ôóíêöèè ñ òåîðèåé ÷èñåë îñíîâàíà íà ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

Òåîðåìà 2 (Ïðîèçâåäåíèå Ýéëåðà).

(7) ζ(s) =
∏
p

(
1− 1

ps

)−1

,

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì. Áîëåå òîãî, ëåâàÿ ÷àñòü
ñõîäèòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñõîäèòñÿ ïðàâàÿ ÷àñòü.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåñêàçàííûì, òî÷íûé ñìûñë ïðàâîé ÷àñòè òàêîâ: ïîëî-
æèì

bn =
∏
p<n

(
1− 1

ps

)−1

,

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì, ìåíüøèì n. Òîãäà áåñêîíå÷-
íîå ïðîèçâåäåíèå ïî îïðåäåëåíèþ ðàâíî limn→∞ bn.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïðîâåäåì ñíà÷àëà ôîðìàëüíîå âû÷èñëåíèå, à ïî-
òîì çàéìåìñÿ âîïðîñàìè ñõîäèìîñòè. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì
ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëü â ïðîèçâåäåíèè Ýéëåðà:(

1− 1

ps

)−1

= 1 +
1

ps
+

1

p2s
+ . . .+

1

pms
+ . . .

Ýòî ðàâåíñòâî òîæå ñëåäóåò èç ôîðìóëû (1) äëÿ ñóììû áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè. Çíà÷èò, ïðàâóþ ÷àñòü (7) ìîæíî çàïèñàòü òàê:(

1 +
1

2s
+

1

22s
+ . . .

)(
1 +

1

3s
+

1

32s
+ . . .

)
. . .

(
1 +

1

ps
+

1

p2s
+ . . .

)
. . .

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî åñëè ðàñêðûòü ñêîáêè â ýòîì ïðîèçâåäåíèè, òî ïîëó÷èòñÿ
â òî÷íîñòè ðÿä (2) äëÿ äçåòà-ôóíêöèè. Ïðèâåäåì ñíà÷àëà íåñêîëüêî ïðèìåðîâ:
åñëè âçÿòü ÷ëåí 1

2s
â ïåðâîì ìíîæèòåëå è åäèíèöó âî âñåõ îñòàëüíûõ, òî ïî-

ëó÷èòñÿ 1
2s
. Åñëè âçÿòü âòîðûå ÷ëåíû â äâóõ ïåðâûõ ìíîæèòåëÿõ è åäèíèöû

â îñòàëüíûõ, òî ïîëó÷èòñÿ 1
6s
. Åñëè âçÿòü ÷ëåí 1

22s
â ïåðâîì ìíîæèòåëå, 1

3s
âî

âòîðîì è åäèíèöû â îñòàëüíûõ, òî ïîëó÷èòñÿ 1
12s
.

Òåïåðü óæå ÿñíî, êàê ïîëó÷èòü 1
ns
: íóæíî ðàçëîæèòü n íà ïðîñòûå ìíîæè-

òåëè: n = pm1
1 pm2

2 . . . pmkk è âçÿòü ÷ëåí 1
p
m1s
1

â ìíîæèòåëå, ñîîòâåòñòâóþùåì p1,

÷ëåí 1
p
m2s
2

â ìíîæèòåëå, ñîîòâåòñòâóþùåì p2,. . . , ÷ëåí
1

p
mks

k

â ìíîæèòåëå ñîîò-

âåòñòâóþùåì pk è åäèíèöû âî âñåõ îñòàëüíûõ ìíîæèòåëÿõ. Â ñèëó òåîðåìû
îá îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
êàæäîå ÷èñëî âèäà 1

ns
âñòðåòèòñÿ ðîâíî îäèí ðàç.

Ïðèâåäåì òåïåðü áîëåå ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì

an =
n∑
j=1

1

js
, bn =

∏
p≤n

(
1− 1

ps

)−1

.

Èç ïðåäûäóùåãî ðàññóæäåíèÿ ÿñíî, ÷òî an < bn, ïîýòîìó ñõîäèìîñòü ïðîèçâåäåíèÿ
âëå÷åò ñõîäèìîñòü ðÿäà. ×òîáû ïîëó÷èòü îáðàòíîå íåðàâåíñòâî, ââåäåì åùå

cn,m =
∏
p≤n

(
1 +

1

ps
+ . . .+

1

pms

)
.

Èìååì
cn,m ≤ aN

äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî N (íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü N = (n!)m). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ðÿä (2) ñõîäèòñÿ. Òîãäà èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî cn,m ≤ ζ(s) è

bn = lim
m→∞

cn,m ≤ ζ(s).

Ñëåäîâàòåëüíî, bn, áóäó÷è âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïîëîæèòåëüíûõ ÷è-
ñåë, ñõîäèòñÿ ê íåíóëåâîìó ïðåäåëó. Òàê ÷òî ïðîèçâåäåíèå ñõîäèòñÿ.

Äàëåå, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî an < bn ≤ ζ(s). Òàê êàê limn→∞ an = ζ(s), èç ïðèíöèïà

äâóõ ìèëèöèîíåðîâ ñëåäóåò, ÷òî limn→∞ bn = ζ(s). �
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Ñëåäñòâèå 2.1. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âçÿâ s = 1, ïîëó÷èì

(8)

(
1− 1

2

)(
1− 1

3

)(
1− 1

5

)
. . .

(
1− 1

p

)
. . . = 0.

�

Ñëåäñòâèå 2.2. Èìååì ∑
p

1

p
=∞,

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì.

Ýòîò ðåçóëüòàò êàæåòñÿ óäèâèòåëüíûì � âåäü ïðîñòûõ ÷èñåë òàê ìàëî!

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2.2. Ëîãàðèôìèðóÿ îáå ÷àñòè (8) è ìåíÿÿ çíàê, ïî-
ëó÷èì ∑

p

∣∣∣∣ln(1− 1

p

)∣∣∣∣ =∞.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

lim
p→∞

| ln(1− 1/p)|
1/p

= 1

è íàøå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïðèçíàêà ñðàâíåíèÿ ðÿäîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè
÷ëåíàìè. �

Çàäà÷à 4. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C > 0, ÷òî äëÿ âñåõ n

(9)
∑
p≤n

1

p
> C ln(lnn).

Çàìå÷àíèå 1. Îáîçíà÷èì ëåâóþ ÷àñòü (9) ÷åðåç an. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

an
ln(lnn)

= 1.

Ýòî ëåãêî âûâåñòè èç òàêîãî óòâåðæäåíèÿ:

Ôàêò 1 (Òåîðåìà î ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë). Åñëè îáîçíà÷èòü n-îå ïðî-
ñòîå ÷èñëî ÷åðåç pn, òî

lim
n→∞

pn
n lnn

= 1.

Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ îá èñòîðèè ýòîé çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìû. Âîïðîñ èçó-
÷àëñÿ Ãàóññîì â êîíöå XVIII-ãî âåêà, íî Ãàóññ òàê è íå îïóáëèêîâàë ñâîèõ ãè-
ïîòåç. Â 1838-ì ãîäó Äèðèõëå, ïî ñóòè, ñôîðìóëèðîâàë ýòó òåîðåìó. ×åáûøåâ
èçó÷àë âîïðîñ î ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë â ðàéîíå 1850-ãî ãîäà. Èìåííî
îí îáíàðóæèë ñâÿçü ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì ïðîñòûõ ÷èñåë è äçåòà-ôóíêöèåé.
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Â 1859-ì ãîäó Ðèìàí îïóáëèêîâàë ðàáîòó, â êîòîðîé îí îáíàðóæèë î÷åíü ãëóáî-
êóþ ñâÿçü ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì ïðîñòûõ è íóëÿìè äçåòà-ôóíêöèè (ñì. �1.5).
Íàêîíåö, ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà íåçàâèñèìî Àäàìàðîì è Âàëëå-Ïóññåíîì
â 1898-ì ãîäó. Äàëüíåéøåå îáñóæäåíèå òåîðåìû óâåëî áû íàñ ñëèøêîì äàëåêî
îò íàøåé îñíîâíîé òåìû.

1.3. Çíà÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèè â ÷åòíûõ ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ.
Ñòàíäàðòíîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóë (5) è (6) îñíîâàíî íà çàìå÷àòåëüíîé ôîð-
ìóëå Âàëëèñà:

sinx

x
=
∞∏
n=1

(
1− x2

π2n2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî Ýéëåðà âûãëÿäåëî ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü p(x) � ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè n, èìåþùèé n ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ êîðíåé x1, . . . , xn. Òîãäà ìû ìîæåì
çàïèñàòü:

(10) p(x) = a(x− x1) . . . (x− xn) =

((−1)nax1 . . . xn)

(
1− x

x1

)(
1− x

x2

)
. . .

(
1− x

xn

)
=

= p(0)

(
1− x

x1

)(
1− x

x2

)
. . .

(
1− x

xn

)
.

Ïðèìåíèì ýòó ôîðìóëó ê �ìíîãî÷ëåíó� sinx/x (êîòîðûé ìû ïðîäîëæèì â íîëü
ïî íåïðåðûâíîñòè). Çàìå÷àÿ, ÷òî åãî êîðíè � ýòî öåëûå êðàòíûå π, à çíà÷åíèå
â íóëå ðàâíî åäèíèöå, ïîëó÷èì

sinx

x
=
∏
n>0

(
1− x

πn

)(
1 +

x

πn

)
=
∏
n>0

(
1− x2

π2n2

)
.

Êîíå÷íî, sinx/x � íå ìíîãî÷ëåí, òåì íå ìåíåå ýòîìó äîêàçàòåëüñòâó ìîæíî
ïðèäàòü ñìûñë, åñëè èñïîëüçîâàòü êîìïëåêñíûé àíàëèç. Ìû äàäèì íàáðîñîê
äîêàçàòåëüñòâà â ïðèëîæåíèè A.
Òåïåðü äîêàæåì ôîðìóëó (5). Ðàçëîæèì îáå ÷àñòè ôîðìóëû Âàëëèñà ñ ðÿä

Òåéëîðà ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ, ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ x2. Èìååì

x− x3/6 + . . .

x
= 1− x2

6
+ . . . = 1−

(
∞∑
n=1

1

π2n2

)
x2 + . . . .

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè x2, ïîëó÷àåì:

−1

6
= −

∞∑
n=1

1

π2n2
,

îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìàÿ ôîðìóëà. Ìû ïðèâåäåì ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî
ôîðìóëû (5) ÷óòü íèæå.
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Çàäà÷à 5. Âûâåäèòå ôîðìóëó (6) èç ôîðìóëû Âàëëèñà.

Çàäà÷à 6. Âû÷èñëèòå B0, B1, B2, B4, B6. Äîêàæèòå, ÷òî B2k+1 = 0 ïðè k ≥ 1.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷èñëà Áåðíóëëè âîçíèêàþò èç ñëåäóþùåé åñòåñòâåííîé çàäà÷è. Ïðè
k ≥ 0 îïðåäåëèì

Sk(n) = 1k + 2k + . . .+ nk.

Íàïðèìåð, S0(n) = n, S1(n) = n(n+ 1)/2, S2(n) = n(n+ 1)(2n+ 1)/6. Âîçíèêàåò ãèïî-
òåçà, ÷òî Sk(n) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k + 1 îò n. Ýòà ãèïîòåçà âåðíà, êàê ïîêàçûâàåò

Çàäà÷à 7. Äîêàæèòå, ÷òî

Sk(n) =
1

k + 1

k∑
j=0

(−1)j
(
k + 1

j

)
Bjn

k+1−j .

À òåïåðü ìû ïðèâåäåì ñòðîãîå ðåøåíèå ïðîáëåìû Áàçåëÿ.

Òåîðåìà 3.
∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì íå÷åòíîå ÷èñëî n = 2m+1. Ïîëîæèì ar = πr/n,
ãäå 1 ≤ r ≤ m. Îáîçíà÷èì

Sm =
m∑
r=1

1

a2
r

=
n2

π2

m∑
r=1

1

r2
.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî Sm/(2m + 1)2 ñòðåìèòñÿ ê 1/6, êîãäà m ñòðåìèòñÿ ê
áåñêîíå÷íîñòè. Çàìåòèì, ÷òî

sin ar < ar < tan ar

(ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà íà èíòåðâàëå (0; π/2)). Ïîýòîìó

xr <
1

a2
r

< yr,

ãäå xr =
cos2 ar
sin2 ar

, yr =
1

sin2 ar
. Ïîëîæèì Xm =

∑m
r=1 xr, Ym =

∑m
r=1 yr, èìååì

Xm < Sm < Ym.

Çàìåòèì, ÷òî yr − xr = 1, ïîýòîìó Ym −Xm = m. Ìû äîêàæåì, ÷òî

(11) Xm =
m(2m− 1)

3
.

Òîãäà

lim
m→∞

Xm

(2m+ 1)2
=

1

6
è lim

m→∞

Ym
(2m+ 1)2

= lim
m→∞

Xm +m

(2m+ 1)2
=

1

6
,
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òàê ÷òî íàøå óòâåðæäåíèå áóäåò ñëåäîâàòü èç ïðèíöèïà äâóõ ìèëèöèîíåðîâ.
Èòàê, îñòàëîñü äîêàçàòü (11). Íàïîìíèì, ÷òî eix = cosx+ i sinx è einx = (eix)n.
Èñïîëüçóÿ áèíîì Íüþòîíà, ïîëó÷èì:

(12) sinnx = Im(cosx+ i sinx)n =

= Im
(
cosn x+

(
n
1

)
i sinx cosn−1 x+

(
n
2

)
i2 sin2 x cosn−2 x+

(
n
3

)
i3 sin3 x cosn−3 x+ . . .

)
=

=

(
n

1

)
sinx cosn−1 x−

(
n

3

)
sin3 x cosn−3 x+ . . . .

Äåëÿ íà sinn x, ïîëó÷èì

sinnx

sinn x
=

(
n

1

)
cotn−1 x−

(
n

3

)
cotn−3 x+ . . . = pm(cot2 x),

ãäå pm � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m = (n − 1)/2. ßñíî, ÷òî pm(xr) = 0.
Çíà÷èò, x1, . . . , xm � â òî÷íîñòè êîðíè ìíîãî÷ëåíà pm. Ïî òåîðåìå Âèåòà èõ
ñóììà ðàâíà

(
n
3

)/ (
n
1

)
, ÷òî ñîâïàäàåò ñ (11). �

Çàäà÷à 8. Ìû íàìåòèì åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äëÿ òåõ, êòî çíàåò
òåîðèþ ðÿäîâ Ôóðüå. Ïóñòü f(x) = {2πx}, ãäå {·} îáîçíà÷àåò äðîáíóþ ÷àñòü. Ðàç-
ëîæèòå ôóíêöèþ f(x) â ðÿä Ôóðüå è âûâåäèòå ïðåäûäóùóþ òåîðåìó èç ðàâåíñòâà
Ïàðñåâàëÿ.

1.4. Âåðîÿòíîñòü âûáîðà âçàèìíî-ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïóñòü èç îòðåçêà [1;N ]
ñëó÷àéíî âûáèðàþòñÿ k öåëûõ ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ). Îáîçíà÷èì
÷åðåç pk(N) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòè ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè.
Èíûìè ñëîâàìè, ïóñòü Pk(N) åñòü ÷èñëî íàáîðîâ èç k âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë,
ëåæàùèõ íà ýòîì îòðåçêå. Òîãäà pk(N) = Pk(N)/Nk. ×èñëî pk = limN→∞ pk(N)
åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü âåðîÿòíîñòüþ òîãî, ÷òî k ñëó÷àéíî âûáðàííûõ ÷èñåë âçà-
èìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè.

Òåîðåìà 4.

pk = ζ(k)−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. ßñíî, ÷òî ñðåäè Nk íàáîðîâ ÷èñåë
îò îäíîãî äî N èìååòñÿ ðîâíî [N/p]k íàáîðîâ, â êîòîðûõ âñå ÷èñëà äåëÿòñÿ íà p
([x] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x). ×èñëà íå âçàèìíî-ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíè âñå äåëÿòñÿ íà êàêîå-íèáóäü ïðîñòîå ÷èñëî
p. Çíà÷èò, èç âñåõ Nk íàáîðîâ ÷èñåë îò 1 äî N ìû äîëæíû âû÷åñòü [N/p]k

íàáîðîâ äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ≤ N . Îäíàêî, íàáîðû, â êîòîðûõ ÷èñëà
äåëÿòñÿ íà äâà ïðîñòûõ ÷èñëà, ñêàæåì íà p è q, ìû âû÷ëè äâàæäû, ïîýòîìó ìû
äîëæíû äîáàâèòü [N/pq]k è ò.ä. Èíûìè ñëîâàìè, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó âêëþ÷åíèÿ-
èñêëþ÷åíèÿ, ìû ïîëó÷èì:

Pk(N) = Nk −
∑
p≤N

[N/p]k +
∑

p<q≤N

[N/pq]k −
∑

p<q<r≤N

[N/pqr]k + . . .− . . . ,
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ãäå ïåðâàÿ ñóììà âåäåòñÿ ïî ïðîñòûì, íå ïðåâîñõîäÿùèì N , âòîðàÿ ïî ïàðàì
ïðîñòûõ è ò.ä. Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû çàìåíèòü Pk(N) íà

Qk(N) = Nk −
∑
p≤N

(N/p)k +
∑

p<q≤N

(N/pq)k −
∑

p<q<r≤N

(N/pqr)k + . . .− . . . .

Ïîêàæåì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåë íå èçìåíèòñÿ. Ñäåëàåì ñíà÷àëà îáùåå
óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 1. Åñëè 0 < x ≤ y < x+ 1, òî yk − xk ≤ kyk−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

(13) yk − xk = (y − x)(yk−1 + xyk−2 + . . .+ xk−1) ≤
≤ 1 · (yk−1 + yk−1 + . . .+ yk−1) = kyk−1.

�

Ìû âèäèì, ÷òî

(14)

|Qk(N)− Pk(N)| ≤
∑
p≤N

|(N/p)k − [N/p]k|+
∑

p<q≤N

|(N/pq)k − [N/pq]k|+ . . . ≤

≤ k
∑
p≤N

(N/p)k−1 + k
∑

p<q≤N

(N/pq)k−1 + . . . ≤ kNk−1

N∑
j=1

1

jk−1
.

Åñëè k > 2, òî ìû ïîëó÷àåì

|Qk(N)− Pk(N)|
Nk

≤ kζ(k − 1)

N
,

òàê ÷òî

lim
N→∞

Qk(N)

Nk
= lim

N→∞

Pk(N)

Nk
.

Ïðè k = 2 ìû âîñïîëüçóåìñÿ çàäà÷åé 2:

|Qk(N)− Pk(N)|
Nk

≤ k(1 + lnN)

N
,

è ìû ïðèõîäèì ê òîìó æå ðåçóëüòàòó. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

lim
N→∞

Qk(N)

Nk
= 1−

∑
p

1

pk
+
∑
p<q

1

(pq)k
− . . .+ . . . =

∏
p

(
1− 1

pk

)
= ζ(k)−1.

�

Ñëåäñòâèå 4.1. Äâà ñëó÷àéíî âûáðàííûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà âçàèìíî ïðîñòû
ñ âåðîÿòíîñòüþ 6/π2.
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Çàìå÷àíèå 2. Èìååòñÿ ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå, êîòîðîå, âïðî÷åì, ìû íå óìååì
äåëàòü ñòðîãèì: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç k ñëó÷àéíûõ ÷èñåë íå âñå äåëÿòñÿ íà
äâà, ðàâíà 1 − 2−k. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íå âñå ÷èñëà äåëÿòñÿ íà òðè, ðàâíà
1−3−k. Ýòè ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû â ñèëó êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ, òàê ÷òî
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íå âñå ÷èñëà äåëÿòñÿ íà äâà È íå âñå ÷èñëà äåëÿòñÿ íà
òðè, ðàâíà (1−2−k)(1−3−k). Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, âèäèì ÷òî âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ÷èñëà íå äåëÿòñÿ âñå íè íà îäíî ïðîñòîå, ìåíüøåå n, ðàâíà∏

p≤n

(
1− 1

pk

)
è â ïðåäåëå ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå. Ê ñîæàëåíèþ, âûáîð ñëó÷àé-
íîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íå èìååò ñòðîãîãî ñìûñëà: äåéñòâèòåëüíî, ÿñíî, ÷òî
âñå ÷èñëà äîëæíû âûáèðàòüñÿ ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ, íî òîãäà ýòà âå-
ðîÿòíîñòü áóäåò ðàâíà íóëþ, èáî ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé äîëæíà áûòü ðàâíà
åäèíèöå.

Çàäà÷à 9. Íàéäèòå òàêóþ ôóíêöèþ µ : Z>0 → Z, ÷òî∏
p

(
1− 1

ps

)
=
∞∑
n=1

µ(n)

ns
.

1.5. Ãèïîòåçà Ðèìàíà. Íåâîçìîæíî ãîâîðèòü î äçåòà-ôóíêöèè è íå óïîìÿíóòü ãè-
ïîòåçó Ðèìàíà. Íî äëÿ ýòîãî íóæíî ïðîäîëæèòü äçåòà-ôóíêöèþ çà ïðåäåëû ëó÷à
(1;∞). Ñíà÷àëà, ìû âûéäåì â êîìïëåêñíóþ îáëàñòü.

Çàäà÷à 10. Äîêàæèòå, ÷òî ðÿä (2) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè âñåõ êîìïëåêñíûõ s èç
ïîëóïëîñêîñòè Re s > 1.

1.5.1. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå.

Ðàçìèíêà 1. Ïîëîæèì

f(x) = 1 + x+ x2 + . . .+ xn + . . .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî f(x) îïðåäåëåíà ëèøü ïðè |x| < 1. Îäíàêî, åñëè äîãàäàòüñÿ,
÷òî f(x) = 1

1−x , òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ýòó ôîðìóëó äëÿ ïðîäîëæåíèÿ f íà C \ {1}.
Ýòî ïðîäîëæåíèå ÿâëÿåòñÿ �åñòåñòâåííûì�. Ïîïûòàåìñÿ ïðèäàòü òî÷íûé ñìûñë ýòèì
ñëîâàì.

Ïóñòü U ⊂ C � îòêðûòîå ìíîæåñòâî è f : U → C � ôóíêöèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî
f íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé èëè ãîëîìîðôíîé â òî÷êå z ∈ U , åñëè îíà ìîæåò áûòü
ðàçëîæåíà â ñòåïåííîé ðÿä â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Èíûìè ñëîâàìè,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå r > 0 è òàêèå ÷èñëà an ∈ C, ÷òî

(15) f(w) =

∞∑
n=0

an(w − z)n ïðè |w − z| < r.
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Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå ìîæíî äàòü äëÿ ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî. Â
äåéñòâèòåëüíîì ñëó÷àå, êàæäàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðó-
åìà (òî åñòü èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ), íî áûâàþò íå àíàëèòè÷åñêèå áåñ-
êîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ ðàçèòåëüíî
îòëè÷àåòñÿ:

Ôàêò 2. Ïóñòü f : U → C äèôôåðåíöèðóåìà íà U , òî åñòü â êàæäîé òî÷êå z ∈ U
ñóùåñòâóåò ïðåäåë limw→z

f(w)−f(z)
w−z . Òîãäà f èìååò ïðîèçâîäíûå âñåõ ïîðÿäêîâ íà U

è ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Èòàê, ïóñòü ôóíêöèÿ f àíàëèòè÷íà â U . Âîçüìåì z ∈ U è ðàçëîæèì f â ðÿä â
îêðåñòíîñòè z. Ïóñòü ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ â êðóãå {|w − z| < R}. Ìîæåò òàê îêàçàòüñÿ,
÷òî ýòîò êðóã íå ñîäåðæèòñÿ â U ! Òîãäà ìû ïðîäîëæèëè íàøó ôóíêöèþ íà áîëüøåå
ìíîæåñòâî U ′. Ïðîäîëæàÿ â òîì æå äóõå, ìû, ïðè íåêîòîðîì âåçåíèè, ïðîäîëæèì
ôóíêöèþ íà äîñòàòî÷íî áîëüøîå ìíîæåñòâî. Íàïðèìåð, íà C èëè íà C áåç íåñêîëüêèõ
òî÷åê. Ðàçóìååòñÿ, òàê ïðîèñõîäèò íå âñåãäà. Íåò íèêàêîãî ñïîñîáà ïðîäîëæèòü

√
z íà

C áåç íåñêîëüêèõ òî÷åê1. Òåì íå ìåíåå, åñëè äëÿ f(z) òàêîå ïðîäîëæåíèå ñóùåñòâóåò,
òî îíî åäèíñòâåííî â ñèëó ñëåäóþùåé òåîðåìû:

Òåîðåìà. Ïóñòü f è g ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè íà ñâÿçíîì îòêðûòîì ìíîæåñòâå U .
Ïóñòü A = {z ∈ U : f(z) = g(z)}. Åñëè ìíîæåñòâî A èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó â U ,
òî ôóíêöèè f è g ñîâïàäàþò íà U .

Ìû äîêàæåì ýòó òåîðåìó â ïðèëîæåíèè A.

1.5.2. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå äçåòà-ôóíêöèè è ãèïîòåçà Ðèìàíà.

Ïðåäëîæåíèå 2. Äçåòà-ôóíêöèÿ ãîëîìîðôíà ïðè Re s > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ôàêòó 2, íàì íóæíî ëèøü äîêàçàòü, ÷òî ζ(s) äèôôåðåí-
öèðóåìà ïðè Re s > 1. Èìååì

d

ds
n−s =

− lnn

ns
.

Â ñèëó òåîðåìû î ïî÷ëåííîì äèôôåðåíöèðîâàíèè ðÿäà, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ðÿä
∞∑
n=1

− lnn

ns

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî ïðè Re s > 1. Ýòî ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç ñðàâíåíèÿ ñ ðÿäîì

ζ(t) =
∞∑
n=1

1

nt
,

ãäå t � ëþáîå ÷èñëî íà èíòåðâàëå (1, s). �

Îêàçûâàåòñÿ, äçåòà-ôóíêöèþ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ôóíêöèè, ãîëîìîðôíîé âî âñåõ
êîìïëåêñíûõ ÷èñëàõ, êðîìå òî÷êè 1. Áîëåå òîãî, îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâóåò ïðîñòàÿ
ñâÿçü ìåæäó ζ(1− s) è ζ(s):

1Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè îáõîäå âîêðóã íóëÿ çíà÷åíèå
√
z ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå.
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Ôàêò 3 (Ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ äçåòà-ôóíêöèè).

ζ(1− s) =
2

(2π)s
sin

(
π(1− s)

2

)
Γ(s)ζ(s),

ãäå Γ(s) =
∫∞

0 xs−1e−x dx � ãàììà-ôóíêöèÿ.

Çàäà÷à 11. Ïóñòü íàì óäàëîñü ïðîäîëæèòü äçåòà-ôóíêöèþ äî ôóíêöèè, îïðåäåëåí-
íîé ïðè Re s > 0, s 6= 1 òàê, ÷òîáû ïðè 0 < Re s < 1 âûïîëíÿëîñü ôóíêöèîíàëü-
íîå óðàâíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî äçåòà-ôóíêöèþ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé ïðè âñåõ s 6= 1.

Ïîïðîáóåì íàéòè âñå òî÷êè, ãäå ζ(s) = 0. Èç ïðîèçâåäåíèÿ Ýéëåðà ñëåäóåò, ÷òî
ζ(s) 6= 0 ïðè Re s > 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî
ïðè Re s < 0 èìååì

ζ(s) = 0⇐⇒ s ∈ {−2,−4,−6, . . . ,−2n, . . .}.

Çàäà÷à 12. Äîêàæèòå ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.

Îñòàëîñü âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ s â ïîëîñå 0 < Re s < 1 äçåòà-ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ
â íîëü. . .
Ãèïîòåçà Ðèìàíà. Äçåòà-ôóíêöèÿ íå îáðàùàåòñÿ â íîëü íèãäå, êðîìå òî÷åê −2,

−4, −6,. . . è íåêîòîðûõ òî÷åê íà ïðÿìîé Re s = 1/2.

Çàìå÷àíèå 3. Èçâåñòíî, ÷òî �êðèòè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ� Re s = 1/2 ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî
ìíîãî íóëåé äçåòà-ôóíêöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãèïîòåçà Ðèìàíà, âåðîÿòíî, åùå î÷åíü
äàëåêà îò ðàçðåøåíèÿ. Îíà áûëà âêëþ÷åíà â ñïèñîê ïðîáëåì òûñÿ÷åëåòèÿ, çà ðåøåíèå
êîòîðûõ ïðåäëàãàåòñÿ ïðèç â îäèí ìèëëèîí äîëëàðîâ. Êàê ìû óæå ãîâîðèëè (ñì.
çàìå÷àíèå 1) ãèïîòåçà Ðèìàíà ñâÿçàíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì ïðîñòûõ ÷èñåë. Â ÷àñòíîñòè,
ãèïîòåçà Ðèìàíà ðàâíîñèëüíà ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
Ïóñòü π(x) êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ x, ïîëîæèì òàêæå Li(x) =∫ x

2
dt
ln t , òîãäà

|π(x)− Li(x)| ≤ 1

8π

√
x lnx äëÿ âñåõ x ≥ 2657.

Ëåêöèÿ 2. Äçåòà-ôóíêöèÿ êîëüöà ãàóññîâûõ ÷èñåë è
ïðåäñòàâëåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà â âèäå ñóììû äâóõ

êâàäðàòîâ

Íà ýòîì çàíÿòèè ìû áóäåì èçó÷àòü ñëåäóþùèé âîïðîñ: äàíî íàòóðàëüíîå
÷èñëî n, ìîæíî ëè åãî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ. Åñëè ìîæíî,
òî ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè? Èíûìè ñëîâàìè, ìû õîòèì èññëåäîâàòü êâàäðàòíîå
äèîôàíòîâî óðàâíåíèå n = x2 + y2, ãäå n ôèêñèðîâàíî.
Çàìåòèì, ÷òî ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ (è äàæå ëèíåéíûå ñèñòåìû)

ðåøàþòñÿ ïðîñòî. Íàâåðíÿêà ÷èòàòåëü çíàåò �òåîðèþ� äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ
ax+ by = c.

Çàäà÷à∗ 13. Ðàçðàáîòàéòå àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâ-
íåíèé ñ á�îëüøèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, è ñèñòåì òàêèõ óðàâíåíèé.
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2.1. Ðàçìèíêà: ïðîñòåéøåå êâàäðàòíîå óðàâíåíèå. Äëÿ n ∈ Z ðàññìîò-
ðèì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå n = x2 − y2. ×òîáû âûÿñíèòü, êîãäà îíî èìååò ðå-
øåíèÿ, ðàçëîæèì ïðàâóþ ÷àñòü íà ìíîæèòåëè:

n = (x− y)(x+ y).

ßñíî, ÷òî x− y è x+ y èìåþò îäèíàêîâóþ ÷åòíîñòü. Ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå
ëèáî íå÷åòíî, ëèáî äåëèòñÿ íà 4. Îáðàòíî, åñëè n íå÷åòíî, òî ìîæíî ïîëîæèòü
x − y = 1, x + y = n, ÷òî äàåò x = (n + 1)/2, y = (n − 1)/2. Íàêîíåö, åñëè
n äåëèòñÿ íà 4, òî ìîæíî âçÿòü x − y = 2, x + y = n/2, òî åñòü x = n/4 + 1,
y = n/4− 1. Èòàê, íàøå óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
îñòàòîê îò äåëåíèÿ n íà 4 íå ðàâåí äâóì.

2.2. Ñóììû êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë. Ìû ïåðåõîäèì ê ãîðàçäî áîëåå ñëîæ-
íîìó äèîôàíòîâó óðàâíåíèþ: n = x2 + y2. Â ñâîå âðåìÿ àâòîð ýòîé áðîøþðû
áûë êðàéíå âïå÷àòëåí òåì ôàêòîì, ÷òî ìîæíî ïîëíîñòüþ âûÿñíèòü, êîãäà ýòî
óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèÿ. Ýòî êàæåòñÿ îñîáåííî óäèâèòåëüíûì, åñëè çàìåòèòü,
÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì n êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ x è y îãðàíè÷åíî: |x| ≤

√
n,

|y| ≤
√
n. Ñôîðìóëèðóåì îòâåò:

Òåîðåìà 5. Ïóñòü n = pk11 . . . pkll ðàçëîæåíèå ÷èñëà n íà ðàçëè÷íûå ïðîñòûå
ìíîæèòåëè. ×èñëî n ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ki ÷åòíû, äëÿ âñåõ i, äëÿ êîòîðûõ pi ≡ 3 (mod 4).

Íàïðèìåð, 21 = 3 · 7 íå ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ, ïîòîìó
÷òî 3 âõîäèò â ðàçëîæåíèå â íå÷åòíîé ñòåïåíè, à 90 � ïðåäñòàâèìî, ïîòîìó ÷òî
3 âõîäèò â ÷åòíîé ñòåïåíè.

Òåîðåìà 6. ×èñëî öåëûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x2 + y2 = n â ÷åòûðå ðàçà áîëü-
øå ðàçíîñòè ÷èñëà ïîëîæèòåëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n âèäà 4k + 1 è ÷èñëà
ïîëîæèòåëüíûõ äåëèòåëåé âèäà 4k + 3.

Ìû ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó ýòèõ òåîðåì. Íà ñàìîì äåëå, îáå òåîðåìû
ìîæíî äîêàçàòü ñîâåðøåííî ýëåìåíòàðíûìè ìåòîäàìè, íî ìû äàäèì �êîíöåï-
òóàëüíîå� äîêàçàòåëüñòâî.

2.3. Ãàóññîâû ÷èñëà. Ìû âèäèì, ÷òî ïðåäûäóùåå äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ðå-
øèëîñü ïðîñòî, ïîòîìó ÷òî x2−y2 ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè. Ìíîãî÷ëåí
x2 + y2 òîæå ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè, íî ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü êîì-
ïëåêñíûå ÷èñëà:

x2 + y2 = (x+ iy)(x− iy),

ãäå, êàê âñåãäà, i =
√
−1.

Îïðåäåëåíèå 2. Êîëüöî

Z[i] = {a+ bi|a, b ∈ Z}
íàçûâàåòñÿ êîëüöîì ãàóññîâûõ ÷èñåë.
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Çàäà÷à 14. Äîêàæèòå, ÷òî Z[i] � ïîäêîëüöî â C. Èíûìè ñëîâàìè, äîêàæèòå,
÷òî ñóììà, ðàçíîñòü è ïðîèçâåäåíèå ãàóññîâûõ ÷èñåë åñòü ãàóññîâî ÷èñëî.

Ñîãëàøåíèå. Íà ýòîì çàíÿòèè ãðå÷åñêèå áóêâû áóäóò îáîçíà÷àòü ãàóññî-
âû ÷èñëà, à ëàòèíñêèå � öåëûå ÷èñëà.
Îïðåäåëèì íîðìó ãàóññîâà ÷èñëà α = x+ iy:

Nα = |α|2 = αᾱ = x2 + y2.

Ýòà ôîðìóëà ïîêàçûâàåò, ÷òî íîðìà ìóëüòèïëèêàòèâíà: N(αβ) = NαNβ. ßñ-
íî, ÷òî öåëîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ åñëè è òîëüêî
åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ íîðìîé íåêîòîðîãî ãàóññîâà ÷èñëà. Ìû âèäèì, ÷òî àáñòðàêò-
íàÿ àëãåáðà ïîÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì èç �êëàññè÷åñêîé� çàäà÷è.

Ñëåäñòâèå. Åñëè ÷èñëà m è n ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ, òî
è mn ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ.

Çàäà÷à 15. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ, íå èñïîëüçóÿ ãàóññîâû ÷èñëà.

Âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ �ïðîãðàììà�: ïóñòü α � ãàóññîâî ÷èñëî. Ïðåäñòàâèì
åãî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ �ãàóññîâûõ ïðîñòûõ ÷èñåë�: α = π1π2 . . . πl (ïîâòîðå-
íèÿ âîçìîæíû). Òîãäà Nα = Nπ1Nπ2 . . . Nπl. Çíà÷èò, ÷òîáû âûÿñíèòü êàêèå
÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ, äîñòàòî÷íî íàéòè íîðìû
âñå ãàóññîâûõ ïðîñòûõ ÷èñåë è ðàññìîòðåòü èõ ïðîèçâåäåíèÿ. Íî ÷òî ÿâëÿåòñÿ
àíàëîãîì ïðîñòîãî ÷èñëà â êîëüöå ãàóññîâûõ ÷èñåë?
Íà÷íåì ñ òàêîãî çàìå÷àíèÿ: ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà � ýòî ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà

p, êîòîðûå äåëÿòñÿ òîëüêî íà 1, −1, p è −p 2. ×òî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì 1 è −1 â
ãàóññîâûõ ÷èñëàõ? Äàäèì îáùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 3. Ýëåìåíò ε êîëüöà A íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè íàéäåòñÿ
òàêîé ýëåìåíò ε′, ÷òî εε′ = 1.

Îáðàòèìûå ýëåìåíòû åùå èíîãäà íàçûâàþò åäèíèöàìè.

Ëåììà 2. ε ∈ Z[i] îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Nε = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Nε = 1, òî εε̄ = 1 è ε îáðàòèì. Îáðàòíî, åñëè εε′ = 1,
òî NεNε′ = 1, ñëåäîâàòåëüíî Nε = 1. �

Ñëåäñòâèå. Îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà Z[i] ñóòü 1, −1, i è −i.
Ââåäåì ñëåäóþùåå îáîáùåíèå êîëüöà ãàóññîâûõ ÷èñåë: ïóñòü D ∈ Z, ïîëîæèì

Z[
√
D] = {a+ b

√
D|a, b ∈ Z}.

Îáû÷íî ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî D ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ, òî åñòü â åãî
ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè âñå ïðîñòûå âõîäÿò â ïåðâîé ñòåïåíè. Íîðìà
â ýòîì êîëüöå îïðåäåëÿåòñÿ òàê: N(a+ b

√
D) = |a2 −Db2|.

2Êñòàòè, ñ òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðû îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, îáëàäàþùèå ýòèì ñâîéñòâîì, òîæå
óäîáíî ñ÷èòàòü ïðîñòûìè.
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Çàäà÷à 16. Ïðîâåðüòå, ÷òî íîðìà â Z[
√
D] ìóëüòèïëèêàòèâíà è äîêàæèòå, ÷òî

âñå îáðàòèìûå ýëåìåíòû â Z[
√
D] ïðè D ≤ −2 ñóòü 1 è −1.

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè D > 0 íå ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì, òî îáðàòèìûå ýëå-
ìåíòû êîëüöà Z[

√
D] îáðàçóþò ãðóïïó, èçîìîðôíóþ Z (ñì. �3.3).

Íàçîâåì π ∈ Z[i] ðàçëîæèìûì, åñëè π = βγ, ãäå β è γ íåîáðàòèìû. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå íàçîâåì ýëåìåíò ïðîñòûì. Íàçîâåì ýëåìåíòû α è β àññîöèèðî-
âàííûìè, åñëè α = εβ, ãäå ε � îáðàòèì.

Çàäà÷à 17. Îòíîøåíèå àññîöèèðîâàííîñòè ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíò-
íîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíò, àññîöèèðîâàííûé ñ ïðîñòûì, òîæå ïðîñò. Êðîìå òî-
ãî, â ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå âñåãäà ìîæíî çàìåíèòü íåêîòîðûå ïðîñòûå íà
àññîöèèðîâàííûå. Íàïðèìåð, 15i = 3(i − 2)(1 − 2i) è ìû óâèäèì íèæå, ÷òî
ýòî � ðàçëîæåíèå ÷èñëà 15i íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Íî ìîæíî òàêæå íàïè-
ñàòü 15i = 3i(1 + 2i)(1− 2i), ãäå 3i àññîöèèðîâàíî ñ 3, à 1 + 2i àññîöèèðîâàíî ñ
i − 2. Ïîýòîìó ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì ðàçâå ÷òî ñ
òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðîâàííîñòè3.

Òåîðåìà 7. Êàæäîå íåíóëåâîå ãàóññîâî ÷èñëî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå
ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ. Òàêîå ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðå-
ñòàíîâêè ìíîæèòåëåé è çàìåíû ïðîñòûõ íà àññîöèèðîâàííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó äëÿ öåëûõ ÷èñåë, à èìåííî, íóæ-
íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì:

Çàäà÷à 18. [Òåîðåìà î äåëåíèè ñ îñòàòêîì] Ïóñòü äàíû ãàóññîâû ÷èñëà α è
β 6= 0. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ãàóññîâû ÷èñëà ν è ρ, ÷òî α = νβ + ρ è Nρ < Nβ.

Çàäà÷à∗ 19. Äîêàæèòå òåîðåìó 7.

Ïðåäîñòåðåæåíèå. Â áîëåå îáùèõ êîëüöàõ òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîñòè ðàç-
ëîæåíèÿ ÷àùå íåâåðíà, ÷åì âåðíà. Íàïðèìåð, â Z[

√
−5] èìååì 6 = 2 · 3 =

(1 +
√
−5)(1−

√
−5).

Çàäà÷à 20. Äîêàæèòå, ÷òî 2, 3, 1 +
√
−5 è 1−

√
−5 íå ÿâëÿþòñÿ ðàçëîæèìûìè

â Z[
√
−5].

2.4. Îïèñàíèå ïðîñòûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë. Êàê ÷èòàòåëü óæå çàìåòèë, ïðî-
ñòîå öåëîå ÷èñëî ìîæåò ïåðåñòàòü áûòü ïðîñòûì, åñëè ðàññìàòðèâàòü åãî, êàê
ãàóññîâî; ïðèìåð: 5 = (2 + i)(2 − i). Ñëåäóþùèå òðè ïðåäëîæåíèÿ ïðîÿñíÿþò
ñèòóàöèþ.

3Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ æå ïðîáëåìà áóäåò è ñ öåëûìè ÷èñëàìè, åñëè ðàçðåøèòü îòðèöàòåëü-
íûå ïðîñòûå: 15 = 3 · 5 = (−3)(−5) (ñì. ñíîñêó íà ñòð. 15).
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Íàïîìíèì, ÷òî åñëè α è β ýëåìåíòû êîëüöà A, òî α äåëèò β, åñëè íàéäåòñÿ
òàêîé ýëåìåíò γ ∈ A, ÷òî β = αγ. Îáîçíà÷åíèå: α|β. Î÷åâèäíî, ÷òî â êîëüöå ñ
ìóëüòèïëèêàòèâíîé íîðìîé α|β âëå÷åò Nα|Nβ.
Ïðåäëîæåíèå 3. (à) Äëÿ ëþáîãî ãàóññîâà ÷èñëà α íàéäåòñÿ òàêîå öåëîå ÷èñ-
ëî a, ÷òî α|a.
(á ) Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ãàóññîâà ÷èñëà π íàéäåòñÿ ïðîñòîå öåëîå ÷èñëî p òà-
êîå, ÷òî π|p. Ïðè ýòîì Nπ = p èëè Nπ = p2. (Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî π
ëåæèò íàä p.)
(â) Îáðàòíî, ïóñòü p � ïðîñòîå öåëîå ÷èñëî. Åñëè p íå ÿâëÿåòñÿ íîðìîé ãàóñ-
ñîâà ÷èñëà, òî p ïðîñòî, êàê ãàóññîâî ÷èñëî. Åñëè p = Nπ, òî p = ππ̄ �
ðàçëîæåíèå p íà ïðîñòûå ãàóññîâû ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à) Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî α|αᾱ = Nα.
(á) Ïóñòü π|a, ãäå a ∈ Z. Ðàçëîæèì a â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ öåëûõ ÷èñåë:
a = p1p2 . . . pn (âîçìîæíû ïîâòîðåíèÿ). Äàëåå, ìû ìîæåì ðàçëîæèòü pi â ïðîèç-
âåäåíèå ãàóññîâûõ ïðîñòûõ. Â ñèëó òåîðåìû îá îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ äëÿ
ãàóññîâûõ ÷èñåë, π âõîäèò â ðàçëîæåíèå îäíîãî èç pi. Òîãäà π äåëèò pi è ïåðâîå
óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Èìååì Nπ|Npi = p2

i . Ïîýòîìó Nπ = pi èëè Nπ = p2
i (ñëó÷àé Nπ = 1 íåâîçìî-

æåí, ïîòîìó ÷òî π íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì).
(â) Ïóñòü p íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, êàê ãàóññîâî ÷èñëî. Òîãäà p = αβ, ãäå α è β
íåîáðàòèìû, è, çíà÷èò Nα > 1, Nβ > 1. Âçÿâ íîðìû, ïîëó÷àåì: p2 = NαNβ.
Çíà÷èò Nα = Nβ = p è ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò.
Ïóñòü òåïåðü p = Nπ = ππ̄. Íàì îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî π è π̄ ïðîñòû. Ïóñòü

π = αβ, òîãäà p = NαNβ è ìû âèäèì, ÷òî ëèáî α, ëèáî β îáðàòèìî. Çíà÷èò π
ïðîñòî. Àíàëîãè÷íî π̄ ïðîñòî. �

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî êëàññîâ àññîöèèðîâàííîñòè ïðîñòûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë
÷åðåç Π, à ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ïðîñòûõ öåëûõ ÷èñåë ÷åðåç P . Ðàññìîò-
ðèì îòîáðàæåíèå èç Π â P , ïåðåâîäÿùåå π â åäèíñòâåííûé ïðîñòîé äåëèòåëü
÷èñëà Nπ. Ìû âèäèì, ÷òî ó êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà îäèí èëè äâà ïðîîáðàçà.
Èòàê, îñòàëîñü âûÿñíèòü, êàêèå ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà ðàçëîæèìû â Z[i], à

êàêèå îñòàþòñÿ ïðîñòûìè. Íà ñàìîì äåëå, íóæíî åùå âûÿñíèòü, íå ìîæåò ëè
áûòü òàê, ÷òî π è π̄ àññîöèèðîâàíû. Íà÷íåì ñî âòîðîãî âîïðîñà.

Ïðåäëîæåíèå 4. Èìååì 2 = (1 + i)(1− i) = −i(1 + i)2. Ïóñòü p > 2 è p = ππ̄,
òîãäà π è π̄ íå àññîöèèðîâàíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ïðîâåðÿåòñÿ âû÷èñëåíèåì, äîêàæåì âòî-
ðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü p = ππ̄, ãäå π̄ = επ, ε = ±1 èëè ±i. Çàïèøåì π = a+ bi.
Åñëè ε = 1, òî b = 0, π = a, p = a2 è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïðîñòîòîé
p. Ñëó÷àé ε = −1 àíàëîãè÷åí. Åñëè ε = i, òî a = −b, π = a(1−i) è p = Nπ = 2a2,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî p ïðîñòîå, áîëüøåå äâóõ. Ñëó÷àé ε = −1
àíàëîãè÷åí. �
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Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì.

Ïðåäëîæåíèå 5. Öåëîå ÷èñëî p ðàçëîæèìî êàê ãàóññîâî ÷èñëî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà p = 2 èëè p ≡ 1 (mod 4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé p = 2 î÷åâèäåí. Ïóñòü p ≡ 3 (mod 4) è p � ðàçëîæè-
ìî. Òîãäà, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3(â), p = Nπ = a2 + b2, ãäå a, b ∈ Z. Íî òî÷íûé
êâàäðàò âñåãäà äàåò îñòàòîê íîëü èëè îäèí ïðè äåëåíèè íà 4, ïîýòîìó a2 + b2

äàåò îñòàòîê 0, 1 èëè 2. Ïðîòèâîðå÷èå.
Äàëåå, îò ïðîòèâíîãî, ïóñòü p ≡ 1 (mod 4) è p ïðîñòî, êàê ãàóññîâî ÷èñëî.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà, êîòîðóþ ìû äîêàæåì ïîçæå:

Ëåììà 3. Åñëè p ≡ 1 (mod 4) ïðîñòîå ÷èñëî, òî íàéäåòñÿ òàêîå m, ÷òî
p|m2 + 1.

Âîçüìåì òàêîå m, òîãäà p|m2 +1 = (m+i)(m−i). Áóäó÷è ïðîñòûì ãàóññîâûì,
p äåëèò m+ i èëè m− i. Íî òîãäà p|1.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Äîêàæåì, ÷òî((
p− 1

2

)
!

)2

≡ −1 (mod p)

(òîãäà ìîæíî âçÿòü m = ((p − 1)/2)!). Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî (p − 1)! ≡ −1
(mod p). Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì íåíóëåâûå îñòàòêè ïî ìîäóëþ p: 1, 2, . . . , p−
1. Åñëè x � îñòàòîê, òî íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé îñòàòîê y òàêîé, ÷òî xy ≡ 1
(mod p). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî x = y åñëè è òîëüêî åñëè x = 1 èëè x = p − 1.
Çíà÷èò, âñå îñòàòêè, êðîìå 1 è p − 1, ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû âçàèìíî îáðàòíûõ.
Ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå âñåõ òàêèõ îñòàòêîâ ðàâíî åäèíèöå (òî÷íåå ñðàâíèìî
ñ åäèíèöåé ïî ìîäóëþ p). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå âñåõ îñòàòêîâ ðàâíî
1 · (p− 1) ≡ −1 (mod p).
Äàëåå, ìû ìîæåì çàïèñàòü

(16) (p− 1)! =
(
p−1

2

)
!
(
p+1

2

) (
p+3

2

)
. . . (p− 1) ≡(

p−1
2

)
!
(
−p−1

2

) (
−p−3

2

)
. . . (−1) ≡

((
p−1

2

)
!
)2

(−1)
p−1
2 (mod p).

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî p ≡ 1 (mod 4) ðàâíîñèëüíî (−1)
p−1
2 = 1. �

Äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 5 çàêîí÷åíî. �

Çàäà÷à 21. Âûâåäèòå äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî ëåììû èç òîãî, ÷òî ìóëüòèïëèêà-
òèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ èç p ýëåìåíòîâ öèêëè÷íà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò âñå ïðîñòûå ãàóññîâû ÷èñëà.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü p ∈ Z � ïðîñòîå ÷èñëî.
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• Åñëè p = 2, òî 1+ i åäèíñòâåííîå ãàóññîâî ïðîñòîå ÷èñëî, ëåæàùåå íàä
p, c òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðîâàííîñòè, ïðè÷åì 2 = (1 + i)(−i(1 + i)).
Êðîìå òîãî, N(1 + i) = 2.
• Åñëè p ≡ 3 (mod 4), òî ñ òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðîâàííîñòè p � åäèí-
ñòâåííîå ãàóññîâî ïðîñòîå, ëåæàùåå íàä p, ïðè÷åì Np = p2.
• Åñëè p ≡ 1 (mod 4), òî íàéäåòñÿ òàêîå π ∈ Z[i], ÷òî p = ππ̄. Ïðè ýòîì,
ñ òî÷íîñòüþ äî àññîöèèðîâàííîñòè, íàä p ëåæèò ðîâíî äâà ïðîñòûõ:
π è π̄. Èìååì Nπ = Nπ̄ = p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà íåìåäëåííî ñëåäóåò èç òðåõ ïðåäûäóùèõ ïðåä-
ëîæåíèé. �

Çàäà÷à 22. Äîêàæèòå òåîðåìó 5.

2.5. Äçåòà-ôóíêöèÿ ãàóññîâûõ ÷èñåë. Ìû îïðåäåëèì äçåòà-ôóíêöèþ äëÿ
êîëüöà ãàóññîâûõ ÷èñåë è äîêàæåì ñ åå ïîìîùüþ òåîðåìó 6.

Îïðåäåëåíèå 4.

(17) ζZ[i](s) =
1

4

∑
α∈Z[i],α 6=0

1

Nαs
=

1

4

∑
(a,b)6=(0,0)

1

(a2 + b2)s
.

Çäåñü êîýôôèöèåíò 1/4 ââåäåí, ÷òîáû ó÷åñòü êàæäûé êëàññ àññîöèèðîâàííî-
ñòè ðîâíî îäèí ðàç4. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè s > 1 è, áîëåå
îáùî, ïðè âñåõ s ∈ C ñ Re s > 1 (ñì. �2.5.1).
Ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ζZ[i](s) â âèäå ðÿäà, ïîõîæåãî íà ðÿä äëÿ îáû÷íîé

äçåòà-ôóíêöèè

(18)
1

4

∞∑
n=1

qn
ns
,

ãäå qn � ÷èñëî ïðåäñòàâëåíèé n â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë.
Ýòîò ðÿä òàêæå ñõîäèòñÿ ïðè s > 1. Çàìåòèì, ÷òî ðÿäû òàêîãî âèäà íàçûâàþòñÿ
ðÿäàìè Äèðèõëå.

2.5.1. Âîïðîñû ñõîäèìîñòè. ×òî îçíà÷àåò äâîéíîé ðÿä (17)? Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìû
ñíà÷àëà ñóììèðóåì ïî a, à çàòåì ïî b:

ζZ[i](s) =

∞∑
a=1

( ∞∑
b=0

(a2 + b2)−s

)
,

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè òàêîå óòâåðæäåíèå: êàæäîå íåíóëåâîå ãàóññîâî ÷èñëî àññîöèè-
ðîâàíî ñ åäèíñòâåííûì a+ bi, ãäå a > 0, b ≥ 0.
Ìîæíî, íàîáîðîò, ñóììèðîâàòü ñíà÷àëà ïî b, à çàòåì ïî a. Íàêîíåö, ìîæíî âçÿòü

âîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sm êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ â Z>0 × Z≥0 (òî åñòü

4Çàìåòèì, ÷òî äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà àíàëîãè÷íî: ζ(s) =
1
2

∑
n∈Z\{0} |n|−s.



20 Ðîìàí Ì. Ôåäîðîâ

S1 ⊂ S2 ⊂ . . .) òàê, ÷òîáû ∪∞m=1Sm = Z>0×Z≥0. Ê ñ÷àñòüþ, ðåçóëüòàò ïîëó÷èòñÿ îäèí
è òîò æå. Äåëî â òîì, ÷òî íàø ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Èñêóøåííûé ÷èòàòåëü ìîæåò
ïîïûòàòüñÿ äîêàçàòü àáñîëþòíóþ ñõîäèìîñòü:

Çàäà÷à 23. Ïóñòü Re s > 1, äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà C (çàâèñÿùàÿ
îò s), ÷òî äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S ⊂ Z>0 × Z≥0 èìååì∑

(a,b)∈S

∣∣(a2 + b2)−s
∣∣ < C.

2.5.2. Âû÷èñëåíèå äçåòà-ôóíêöèè êîëüöà ãàóññîâûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 9.

(19) ζZ[i](s) =
∏
π

(
1− 1

Nπs

)−1

,

ãäå â ïðîèçâåäåíèè ó÷àñòâóåò ïî îäíîìó ïðîñòîìó èç êàæäîãî êëàññà àññîöè-
èðîâàííîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòà òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è òåîðåìà 2. Ïðèâåäåì,
âñå æå, íåêîòîðûå äåòàëè. Èìååì(

1− 1

Nπs

)−1

= 1 +
1

Nπs
+

1

Nπ2s
+ . . .+

1

Nπms
+ . . . .

Åñëè çàïèñàòü â òàêîì âèäå êàæäûé ñîìíîæèòåëü è ðàñêðûòü ñêîáêè, òî ïîëó-
÷èòñÿ ñóììà ÷ëåíîâ âèäà

(Nπm1
1 Nπm2

2 . . . Nπmkk )−s .

Ïðîèçâåäåíèå â ñêîáêàõ ðàâíî N(πm1
1 πm2

2 . . . πmkk ) â ñèëó ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè
íîðìû. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå îá îäíîçíà÷íîì ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè, ìû ïî-
ëó÷èì ∑

α

1

Nαs
,

ãäå â ñóììå ó÷àñòâóåò ïî îäíîìó íåíóëåâîìó ãàóññîâó ÷èñëó èç êàæäîãî êëàñ-
ñà àññîöèèðîâàííîñòè. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî â êàæäîì òàêîì êëàññå ðîâíî
÷åòûðå ýëåìåíòà, è èõ íîðìû ðàâíû. �

Äëÿ p ≡ 1 (mod 4) îáîçíà÷èì ÷åðåç πp êàêîå-íèáóäü èç âîñüìè ãàóññîâûõ ÷è-
ñåë ñ íîðìîé p. Ñîáåðåì â (19) âìåñòå ìíîæèòåëè, ñîîòâåòñòâóþùèå ãàóññîâûì
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ïðîñòûì, ëåæàùèì íàä îäíèì öåëûì ïðîñòûì. Â ñèëó òåîðåìû 8 èìååì

(20) ζZ[i](s) =

=
(

1− 1
N(1+i)s

)−1∏
p≡1 (mod 4)

(
1− 1

Nπsp

)−1 (
1− 1

Nπ̄sp

)−1∏
p≡3 (mod 4)

(
1− 1

Nps

)−1

=(
1− 1

2s

)−1 ∏
p≡1 (mod 4)

(
1− 1

ps

)−2 ∏
p≡3 (mod 4)

(
1− 1

p2s

)−1

=

ζ(s)
∏

p≡1 (mod 4)

(
1− 1

ps

)−1 ∏
p≡3 (mod 4)

(
1 +

1

ps

)−1

.

Â ñàìîì êîíöå ìû èñïîëüçîâàëè òåîðåìó 2.

2.5.3. L-ôóíêöèè Äèðèõëå. Ñäåëàåì íåáîëüøîå îòñòóïëåíèå. Ïóñòü χ : Z →
C � ôóíêöèÿ, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:

(21) χ(mn) = χ(m)χ(n) äëÿ ëþáûõ m è n.

Ðÿä Äèðèõëå ∑ χ(n)

ns

îáîçíà÷àåòñÿ L(s, χ).

Çàäà÷à 24. Ïðèäóìàéòå àíàëîã ïðîèçâåäåíèÿ Ýéëåðà äëÿ ðÿäà Äèðèõëå L(s, χ).
À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü, åñëè ñâîéñòâî (21) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ âçàèìíî-
ïðîñòûõ m è n?

Çàìå÷àíèå 5. Ïóñòü ôóíêöèÿ χ îáëàäàåò ñâîéñòâîì (21) åùå ñëåäóþùèìè ñâîé-
ñòâîìè: ñóùåñòâóåò N òàêîå, ÷òî χ(n) = χ(n + N) ïðè âñåõ n è χ(n) 6= 0 òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà n è N âçàèìíî-ïðîñòû. Òîãäà χ íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðîì
Äèðèõëå ïî ìîäóëþ N , à L(s, χ) íàçûâàåòñÿ L-ôóíêöèåé Äèðèõëå. Õàðàêòåðû
Äèðèõëå è ñîîòâåòñòâóþùèå L-ôóíêöèè áûëè ââåäåíû Äèðèõëå ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå åãî çíàìåíèòîé òåîðåìû: öåëî÷èñëåííàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ,
ó êîòîðîé ÷ëåí è ðàçíîñòü âçàèìíî-ïðîñòû, ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðî-
ñòûõ ÷èñåë.

2.5.4. Îêîí÷àíèå âûâîäà ôîðìóëû äëÿ ÷èñëà ïðåäñòàâëåíèé â âèäå ñóììû êâàä-
ðàòîâ. Îïðåäåëèì χ : Z→ {−1, 0, 1} òàê: χ(2k) = 0, χ(4k + 1) = 1, χ(4k + 3) =
−1. ßñíî, ÷òî χ ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì Äèðèõëå

Çàäà÷à 25. Äîêàæèòå, ÷òî χ � åäèíñòâåííûé íåòðèâèàëüíûé õàðàêòåð Äèðè-
õëå ïî ìîäóëþ 4.

Èç çàäà÷è 24 ñëåäóåò, ÷òî

L(s, χ) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns
=
∏
p

(
1− χ(p)

ps

)−1

.
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Òåïåðü âû÷èñëåíèå (20) ïîêàçûâàåò, ÷òî

(22) ζZ[i](s) = ζ(s)L(s, χ) =
∞∑
n=1

∑
d|n χ(d)

ns
.

Òåîðåìà 6 ñëåäóåò èç ýòîé ôîðìóëû è (18) (ñì. òàêæå ñëåäóþùèå çàäà÷è).

Çàäà÷à 26. Ïóñòü
∞∑
n=1

an
ns

=
∞∑
n=1

bn
ns

ïðè âñåõ s > C, äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C (â ÷àñòíîñòè îáà ðÿäà ñõîäÿòñÿ).
Òîãäà an = bn äëÿ âñåõ n.

Çàäà÷à 27. Äîêàæèòå ôîðìóëó äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ ðÿäîâ Äèðèõëå( ∞∑
n=1

an
ns

)( ∞∑
n=1

bn
ns

)
=
∞∑
n=1

cn
ns
,

ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn åñòü òàê íàçûâàåìîå ïðîèçâåäåíèå Äèðèõëå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé an è bn:

cn =
∑

d|n,d>0

adbn/d.

Ëåêöèÿ 3. Îáîáùåíèÿ íà äðóãèå êâàäðàòè÷íûå êîëüöà è îáùèå
÷èñëîâûå êîëüöà

Âñå âûøåñêàçàííîå âåðíî (ñ ìèíèìàëüíûìè èçìåíåíèÿìè) äëÿ Z[
√
D], ãäå

D < 0, åñëè âûïîëíÿåòñÿ òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîì ðàçëîæåíèè. Ê ñîæàëåíèþ,
âûïîëíÿåòñÿ îíà òîëüêî ïðè D = −1, −2 è −67. Ïðè D = −3, −7, −11, −19,
−43 è −163 îíà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïîõîæåãî êîëüöà

Z
[

1+
√
D

2

]
=
{
a+ b1+

√
D

2

∣∣∣ a, b ∈ Z
}
,

ñì. �3.2 è îñîáåííî çàäà÷ó 37.

Çàäà÷à∗ 28. Äîêàæèòå, ÷òî Z[
√
−2] îáëàäàåò îäíîçíà÷íîñòüþ ðàçëîæåíèÿ è

âûÿñíèòå êàêèå ÷èñëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå a2 + 2b2. Âû÷èñëèòå ñîîòâåòñòâó-
þùóþ äçåòà-ôóíêöèþ.

Çàäà÷à 29. Âûâåäèòå èç îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ â êîëüöå Z
[

1+
√
−163
2

]
ñëå-

äóþùåå óòâåðæäåíèå: n2 + n + 41 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì ïðè 0 ≤ n ≤ 39.

Ìû îáúÿñíèì, ÷òî âñåãäà èìååòñÿ íåêîòîðûé àíàëîã îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæå-
íèÿ è îïðåäåëèì äçåòà-ôóíêöèþ. Ìû óâèäèì, ÷òî ïîâåäåíèå äçåòà-ôóíêöèè â
îêðåñòíîñòè òî÷êè 1 ñâÿçàíî ñ î÷åíü âàæíûì èíâàðèàíòîì êîëüöà Z[

√
D]. Ìû

íà÷íåì ñ èçëîæåíèìÿ îáùåé òåîðèè.
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3.1. ×èñëîâûå êîëüöà. Ìû õîòèì ðàñøèðèòü êëàññ êîëåö, ñ êîòîðûìè ìû
ðàáîòàåì, õîòÿ íà ýòîé ëåêöèè ìû â îñíîâíîì áóäåì èíòåðåîñâàòüñÿ êâàäðà-
òè÷íûìè êîëüöàìè. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷èòàòåëü íåìíîãî çíàêîì ñ
ïîíÿòèÿìè ãðóïïû è êîëüöà. Ïîä êîëüöîì ìû âñåãäà ïîíèìàåì àññîöèàòèâíîå
êîììóòàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé.
Íàïîìíèì, ÷òî êîìïëåêñíîå ÷èñëî x íàçûâàåòñÿ öåëûì àëãåáðàè÷åñêèì, åñëè

îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè è êîýôôèöèåíòîì
îäèí ïðè ñòàðøåì ÷ëåíå:

(23) xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 = 0, an−1, . . . , a0 ∈ Z.

Åñëè ðàçðåøèòü ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû, òî ïîëó÷èòñÿ îïðåäåëåíèå àë-
ãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà. Ìíîæåñòâî öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë îáîçíà÷àåòñÿ ÷å-
ðåç Z, à ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë � ÷åðåç Q.

Çàäà÷à 30. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ Q íàéäåòñÿ òàêîå íåíóëåâîå öåëîå
÷èñëî n, ÷òî na ∈ Z.

Íàïîìíèì, ÷òî êîëüöî A ïîðîæäàåòñÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè α1,. . . ,αn, åñëè
ëþáîé ýëåìåíò êîëüöà ìîæíî ïîëó÷èòü èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ïðè ïîìîùè îïåðàöèé
ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïèøóò A = Z[α1, . . . , αn]. Ìû
áóäåì èçó÷àòü ñëåäóþùèé êëàññ êîëåö:

Îïðåäåëåíèå 5. Êîëüöî A ⊂ C íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâûì êîëüöîì, åñëè îíî ïî-
ðîæäàåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Ïðèìåðû: Z[
√
D], Z[

√
2,
√

3], Z[e
2πi
n ], Z[ 3

√
2].

Íàïîìíèì, ÷òî àáåëåâà ãðóïïà G êîíå÷íî ïîðîæäåíà, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî åå ýëåìåíòîâ g1, . . . , gk, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò ìîæíî çàïèñàòü
â âèäå

n1g1 + n2g2 + . . .+ nkgk,

ãäå n1, . . . , nk � öåëûå ÷èñëà.

Ïðåäëîæåíèå 6. (à) Êîëüöî A ⊂ C ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì êîëüöîì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî êîíå÷íî ïîðîæäåíî, êàê ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ.
(á ) Åñëè A � ÷èñëîâîå êîëüöî, òî A ⊂ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå ÷èñëîâîå êîëüöî êîíå÷íî ïîðîæäåíî, êàê ãðóïïà ïî
ñëîæåíèþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü A = Z[α1, . . . , αk] � ÷èñëîâîå êîëüöî, ãäå αi
óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó óðàâíåíèþ âèäà (23). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ni ñòåïåíü
ýòîãî óðàâíåíèÿ è ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ìîíîìû αm1

1 αm2
2 . . . αmkk , ãäå 0 ≤

mi < ni. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îíè ïîðîæäàþò A, êàê ãðóïïó ïî ñëîæåíèþ, íî
÷èñëî òàêèõ ìîíîìîâ êîíå÷íî.
Åñëè êîëüöî A ⊂ C êîíå÷íî-ïîðîæäåíî, êàê ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, òî A ⊂ Z.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü α ∈ A. Ðàññìîòðèì ïîäêîëüöî Z[α]. Ñîãëàñíî äîêàçàííî-
ìó, ãðóïïà A êîíå÷íà ïîðîæäåíà, íî òîãäà è ãðóïïà Z[α] êîíå÷íî ïîðîæäåíà,
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èáî ïîäãðóïïà êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé ãðóïïû êîíå÷íî ïîðîæäåíà. Èòàê, ïóñòü
êîëüöî Z[α] ïîðîæäåíî ýëåìåíòàìè β1, . . . , βk, êàê ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ. Ìû
ìîæåì çàïèñàòü βi = a0i + a1iα + . . . + amkiα

mk , ãäå âñå êîýôôèöèåíòû aji �
öåëûå. Ïóñòü m ðàâíî ìàêñèìóìó èç ÷èñåë mi, òîãäà Z[α] ñîâïàäàåò ñ ãðóïïîé,
ïîðîæäåííîé ýëåìåíòàìè 1, α, α2, . . . , αm. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî

αm+1 = a0 + a1α + . . .+ amα
m

äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë ai, òàê ÷òî α ∈ Z.
Èç ýòèõ äâóõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò óòâåðæäåíèå (á), è îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî

êîëüöî, êîíå÷íî ïîðîæäåííîå, êàê ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì.
Ýòî ñëåäóåò èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ. �

Ñëåäñòâèå. Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë � öåëûå àë-
ãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, ò.å. ìíîæåñòâî Z ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α, β ∈ Z. Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîå êîëüöî Z[α, β]. Ñîãëàñ-
íî ïðåäûäóùåìó ïðåäëîæåíèþ, îíî ñîäåðæèòñÿ â Z. Ïîýòîìó α+β, αβ ∈ Z. �

Çàäà÷à 31. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëåì.

Çàäà÷à∗ 32. Äîêàæèòå, ÷òî Z íå ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâûì êîëüöîì. ßâëÿåòñÿ ëè Q
÷èñëîâûì êîëüöîì?

Çàìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå îáðàòèìîãî ýëåìåíòà è àññîöèèðîâàííûõ ýëåìåí-
òîâ èìååò ñìûñë â ëþáîì êîëüöå.

3.2. Öåëîçàìêíóòîñòü. Ðàññìîòðèì êîëüöî Z[3i] = {a + 3bi|a, b ∈ Z}. ßñíî,
÷òî ñ ýòèì êîëüöîì ÷òî-òî íå òàê. Íàïðèìåð, îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè íàðóøàåòñÿ ïî äóðàöêèì ïðè÷èíàì: 9 = 3i(−3i) = 3 · 3, ïðè ýòîì
3i è 3 íåðàçëîæèìû è íåàññîöèèðîâàíû (Ïðîâåðüòå!). ×òîáû èñêëþ÷èòü òàêèå
ïðèìåðû, ìû íàëîæèì íà A ñëåäóþùåå òåõíè÷åñêîå óñëîâèå. Ðàññìîòðèì ïîëå
÷àñòíûõ QA = {a/b|a, b ∈ A}. ßñíî, ÷òî QA ïîäïîëå â Q. Êîëüöî A íàçû-
âàåòñÿ öåëîçàìêíóòûì, åñëè QA ∩ Z = A. Ìû ÷àñòî áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî
A öåëîçàìêíóòî.

Çàäà÷à 33. Êîëüöà Z[3i] è Z[
√
−3] íå öåëîçàìêíóòû.

Ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, öåëîçàìêíóòîñòü � ýòî ñâîéñòâî, àíàëîãè÷-
íîå ãëàäêîñòè5. Åñëè ÷èñëîâîå êîëüöî A íå öåëîçàìêíóòî, òî ìîæíî çàìåíèòü
åãî íà QA ∩ Z, êîòîðîå óæå îáÿçàòåëüíî áóäåò öåëîçàìêíóòûì: äåéñòâèòåëüíî,
ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî Q(QA ∩ Z) = QA. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî QA ∩ Z áóäåò
êîíå÷íî ïîðîæäåíî, òî åñòü áóäåò ÷èñëîâûì êîëüöîì. Ýòî êîëüöî íàçûâàåòñÿ
öåëûì çàìûêàíèåì êîëüöà A.

5Â âûñøèõ ðàçìåðíîñòÿõ öåëîçàìêíóòîñòü ñëàáåå ãëàäêîñòè.
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Çàäà÷à 34. Åñëè â ÷èñëîâîì êîëüöå âûïîëíÿåòñÿ îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ
íà ìíîæèòåëè, òî îíî öåëîçàìêíóòî.

Èç ýòîé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî Z è Z[i] öåëîçàìêíóòû.

Ïóñòü α = a + b
√
D, ãäå a, b ∈ Q, D ∈ Z, ïðè÷åì D íå åñòü òî÷íûé êâàäðàò.

Ïîëîæèì ᾱ = a− b
√
D.

Çàäà÷à 35. Ïóñòü α, β ∈ Q[
√
D]. Äîêàæèòå, ÷òî α± β = ᾱ ± β̄ è αβ = ᾱβ̄.

Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî α ∈ Z âëå÷åò ᾱ ∈ Z. Íàêîíåö, äîêàæèòå, ÷òî a+b
√
D ∈ Z

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 2a ∈ Z è a2 −Db2 ∈ Z.

Çàäà÷à 36. Ïóñòü D ∈ Z. Äîêàæèòå, ÷òî Z[
√
D] öåëîçàìêíóòî òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà D ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ è D 6≡ 1 (mod 4).

Çàäà÷à 37. Ïóñòü D ∈ Z ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ, ïðè÷åì D ≡ 1 (mod 4). Äî-

êàæèòå, ÷òî Z
[

1+
√
D

2

]
ÿâëÿåòñÿ öåëîçàìêíóòûì ÷èñëîâûì êîëüöîì. Äîêàæèòå,

òàêæå, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ öåëûì çàìûêàíèåì êîëüöà Z[
√
D].

Â ñèëó ïîñëåäíèõ äâóõ çàäà÷ åñòåñòâåííî ââåñòè ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:
ïóñòü D ∈ Z ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ, òîãäà:

(24) QD =

{
Z[
√
D] åñëè D 6≡ 1 (mod 4)

Z
[

1+
√
D

2

]
åñëè D ≡ 1 (mod 4).

3.3. Òåîðåìà Äèðèõëå î åäèíèöàõ. ßñíî, ÷òî îáðàòèìûå ýëåìåíòû ÷èñëîâîãî
êîëüöà îáðàçóþò ãðóïïó ïî óìíîæåíèþ. Îêàçûâàåòñÿ, ýòà ãðóïïà âñåãäà êîíå÷íî ïî-
ðîæäåíà. Ïîýòîìó, â ñèëó òåîðåìû î êëàññèôèêàöèè êîíå÷íî-ïîðîæäåííûõ ãðóïï, åå
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå Gtor×Gfr, ãäå Gtor � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, à Gfr � ñâîáîäíàÿ
ãðóïïà.

Çàäà÷à 38. Äîêàæèòå, ÷òî Gtor � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, ñîâïàäàþùàÿ ñ ìíîæåñòâîì
âñåõ êîðíåé èç åäèíèöû, ñîäåðæàùèõñÿ â êîëüöå.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ÷åìó ðàâåí ðàíã ãðóïïû Gfr? Îòâåò äàåòñÿ òåî-
ðåìîé Äèðèõëå, ê ôîðìóëèðîâêå êîòîðîé ìû ïåðåõîäèì. Ïóñòü K � ïîëå ÷àñòíûõ
öåëîçàìêíóòîãî ÷èñëîâîãî êîëüöà, òîãäà ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ [K : Q] êîíå÷íà (Äîêà-
æèòå!). Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè Ãàëóà, ÷èñëî âëîæåíèé K ↪→ Q ðàâíî ýòîé ñòåïåíè.
Ïóñòü σ � òàêîå âëîæåíèå. Íàçîâåì åãî âåùåñòâåííûì, åñëè σ(K) ⊂ R, è êîìïëåêñ-

íûì � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Èíà÷å ãîâîðÿ, σ � êîìïëåêñíîå âëîæåíèå, åñëè è òîëüêî
åñëè, σ̄ 6= σ, ãäå σ̄ � êîìïîçèöèÿ σ ñ êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì. Ìû âèäèì, ÷òî êîì-
ïëåêñíûå âëîæåíèÿ ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû ñîïðÿæåííûõ. Îáîçíà÷èì ÷èñëî òàêèõ ïàð
÷åðåç t. Îáîçíà÷èì ÷èñëî âåùåñòâåííûõ âëîæåíèé ÷åðåç s. Òîãäà [K : Q] = s+ 2t.

Ôàêò 4 (Òåîðåìà Äèðèõëå î åäèíèöàõ).

Gfr ≈ Zs+t−1.

Çàäà÷à 39. Âûâåäèòå èç òåîðåìû Äèðèõëå î åäèíèöàõ, ÷òî öåëîçàìêíóòûå ÷èñëîâûå
êîëüöà, â êîòîðûõ ãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîíå÷íà, ñóòü Z è QD ñ D < 0.
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Çàäà÷à∗ 40. Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòà òåîðåìà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ Z[
√
D].

3.4. Èäåàëû è îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ. Âåðíåìñÿ ê íàøåìó ïðèìåðó
èç �2.3: 6 = 2 ·3 = (1+

√
−5)(1−

√
−5). Åñëè áû íàì óäàëîñü ðàçëîæèòü 2 = αβ,

3 = γδ, 1+
√
−5 = αγ è 1−

√
−5 = βδ, òî îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ, âîçìîæíî,

óäàëîñü áû ñïàñòè. Íî ñîãëàñíî çàäà÷å 20 òàêèõ α, β, γ è δ â Z[
√
−5] íå ñóùå-

ñòâóåò. Òåì íå ìåíåå, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñåáå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå èäåàëüíûå
÷èñëà (÷òî áû ýòî íå çíà÷èëî). ×òî òðåáóåòñÿ îò èäåàëüíûõ ÷èñåë? Òðåáóåòñÿ,
÷òîáû èõ ìîæíî áûëî óìíîæàòü, è ÷òîáû îáû÷íûå ýëåìåíòû Z[

√
−5] ñîäåðæà-

ëèñü ñðåäè èäåàëüíûõ. Îêàçûâàåòñÿ, â êà÷åñòâå òàêèõ èäåàëüíûõ ÷èñåë ìîæíî
âçÿòü èäåàëû êîëüöà.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü A êîëüöî (àññîöèàòèâíîå, êîììóòàòèâíîå, ñ åäèíèöåé),
òîãäà ìíîæåñòâî a ⊂ A íàçûâàåòñÿ èäåàëîì, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ a èìååì
a+ b ∈ a è äëÿ ëþáûõ a ∈ a, b ∈ A èìååì ab ∈ a.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âòîðîå óñëîâèå ñèëüíåå, ÷åì ïðîñòî òðåáîâàíèå, ÷òîáû ìíî-
æåñòâî a áûëî çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ.

Çàäà÷à 41. Äëÿ ëþáîãî a ∈ A ìíîæåñòâî (a) = aA = {ax|x ∈ A} ÿâëÿåòñÿ
èäåàëîì. (Òàêîé èäåàë íàçûâàåòñÿ ãëàâíûì.) Áîëåå îáùî, åñëè a1, . . . , an ∈ A,
òî ìíîæåñòâî

(a1, . . . , an) = {a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn|x1, . . . , xn ∈ A}

ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ýëåìåíò êîëüöà çàäàåò èäåàë, êàê ìû è õîòåëè. Ïðåä-
ñòàâëåíèå èäåàëà â âèäå (a1, . . . , an), ðàçóìååòñÿ, íå åäèíñòâåííî: íàïðèìåð â Z
èìååì (2, 3) = (1) = (−1).
Çàìåòèì, ÷òî èäåàëû î÷åíü õîðîøî ïðèñïîñîáëåíû ê ïîíÿòèþ àññîöèèðîâàí-

íîñòè è äåëèìîñòè:

Çàäà÷à 42. (a) = A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a îáðàòèì; (a) = (b) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà a è b àññîöèèðîâàíû; (a) ⊃ (b) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
a äåëèò b.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíò êîëüöà íåðàçëîæèìûì, åñëè åãî íåëüçÿ ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåîáðàòèìûõ6.

Çàäà÷à 43. Äîêàæèòå, ÷òî â êîëüöàõ Z, Z[i], F[x] âñå èäåàëû ãëàâíûå (çäåñü
F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå, F[x] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè â F).

6Ìû íàçûâàëè òàêèå ãàóññîâû ÷èñëà ïðîñòûìè. Â áîëåå îáùèõ êîëüöàõ ýëåìåíò p ñëåäóåò
íàçûâàòü ïðîñòûì, åñëè èç p|ab ñëåäóåò, ÷òî p|a èëè p|b (ñì. íèæå îïðåäåëåíèå ïðîñòîãî
èäåàëà). Ýòî ñâîéñòâî ñèëüíåå íåðàçëîæèìîñòè � ïîäóìàéòå ïî÷åìó.
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Öåëîñòíîå êîëüöî, â êîòîðîì âñå èäåàëû ãëàâíûå, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ ãëàâ-
íûõ èäåàëîâ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ îáñóæäåíèÿ â íà÷àëå ïàðàãðàôà, ìû âèäèì, ÷òî
äîáàâëåíèå �èäåàëüíûõ ÷èñåë� ê îáëàñòè ãëàâíûõ èäåàëîâ íå äàåò íè÷åãî íîâî-
ãî. Îêàçûâàåòñÿ, ýòî è íå íóæíî � â îáëàñòè ãëàâíûõ èäåàëîâ åäèíñòâåííîñòü
ðàçëîæåíèÿ íà íåðàçëîæèìûå ìíîæèòåëè è òàê âûïîëíÿåòñÿ:

Òåîðåìà 10. Â îáëàñòè ãëàâíûõ èäåàëîâ êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ðàçëà-
ãàåòñÿ íà íåðàçëîæèìûå ìíîæèòåëè îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû íà
àññîöèèðîâàííûå.

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü p� íåðàçëîæèìûé ýëåìåíò êîëüöà A, ïðè÷åì
p|ab, ãäå a, b ∈ A. Ìû äîêàæåì, ÷òî p|a èëè p|b, èç ýòîãî óæå íåòðóäíî âûâåñòè
åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ íà íåðàçëîæèìûå ìíîæèòåëè. Èòàê, ïóñòü p - a.
Ðàññìîòðèì èäåàë (a, p) = {ax + py|x, y ∈ A}. Ïî óñëîâèþ îí ãëàâíûé, òî åñòü
(a, p) = (c) äëÿ íåêîòîðîãî c ∈ A. Íî òîãäà c|a è c|p, à çíà÷èò, c îáðàòèì. Òî
åñòü, (a, p) = (1) = A. Íî òîãäà (p) ⊃ (ab, pb) = (b), îòêóäà p|b. Äîêàçàòåëüñòâî
ñóùåñòâîâàíèÿ ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ. �

Çàäà÷à∗ 44. Çàâåðøèòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè î÷åíü ïîõîæå íà îáû÷íîå äîêà-
çàòåëüñòâî äëÿ öåëûõ ÷èñåë. Ìû âèäèì, ÷òî èäåàëû âîçíèêàþò åñòåñòâåííûì
îáðàçîì ïðè ðàññìîòðåíèè âîïðîñîâ, ñâÿçàííûõ ñ äåëèìîñòüþ è ðàçëîæåíèåì
íà ìíîæèòåëè.

3.5. Ðàçëîæåíèå èäåàëîâ íà ìíîæèòåëè. Îêàçûâàåòñÿ, åñëè ÷èñëîâîå êîëü-
öî íå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ãëàâíûõ èäåàëîâ, òî åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ íà
ìíîæèòåëè íå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ7. Òåì íå ìåíåå, èìååò ìåñòî åäèíñòâåííîñòü
ðàçëîæåíèÿ íà �èäåàëüíûå ìíîæèòåëè�, ê ôîðìóëèðîâêå êîòîðîé ìû ïåðåõî-
äèì.
Äëÿ èäåàëîâ a è b îïðåäåëèì èõ ïðîèçâåäåíèå ab = {a1b1 + . . . + akbk|ai ∈

a, bi ∈ b}. ßñíî, ÷òî ab � èäåàë. Î÷åâèäíî (a)(b) = (ab). Çàìåòèì, ÷òî a ⊃ ab.
Èäåàë p 6= A íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè ab ∈ p âëå÷åò a ∈ p èëè b ∈ p.

Íàïðèìåð, èäåàë (p) ⊂ Z ïðîñò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p = 0 èëè |p| ïðîñòîå
÷èñëî.

Ôàêò 5. Êàæäûé íåíóëåâîé èäåàë â öåëîçàìêíóòîì ÷èñëîâîì êîëüöå A îä-
íîçíà÷íî ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ èäåàëîâ. Èäåàë p íåðàçëîæèì
â ïðîèçâåäåíèå äâóõ èäåàëîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðîñò. Èäåàë a
äåëèò èäåàë b8, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a ⊃ b.

7Äëÿ áîëåå îáùèõ êîëåö èç åäèíñòâåííîñòè ðàçëîæåíèÿ íå ñëåäóåò, ÷òî âñå èäåàëû ãëàâíûå.
Íàïðèìåð, ïóñòü F[x, y] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò äâóõ ïåðåìåííûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå
F. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â íåì ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè åäèíñòâåííî, íî ÷èòàòåëü ëåãêî
ïðîâåðèò, ÷òî èäåàë (x, y) � íå ãëàâíûé.

8òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîé èäåàë c, ÷òî b = ac.
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Çàäà÷à 45. Äîêàæèòå ýòîò ôàêò äëÿ îáëàñòåé ãëàâíûõ èäåàëîâ.

Çàäà÷à 46. Âûâåäèòå èç ýòîãî ôàêòà, ÷òî åñëè ab = ab′, òî b = b′.

Çàäà÷à 47. Â Z[
√
−5] èìååì (2) = (2, 1 +

√
−5)(2, 1−

√
−5).

Çàìå÷àíèå 6. Òàê æå, êàê ôîðìà x2 − Dy2 ðàçëàãàåòñÿ íà ìíîæèòåëè â QD,
ôîðìà xn − yn ðàçëàãàåòñÿ íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè â Z[e2πi/n] (ýòî êîëüöî íà-
çûâàåòñÿ êðóãîâûì êîëüöîì). Â ñåðåäèíå XIX âåêà Ëèóâèëü �äîêàçàë� òåîðåìó
Ôåðìà9 ñ èñïîëüçîâàíèåì êðóãîâûõ êîëåö. Îäíàêî, åãî äîêàçàòåëüñòâî îïèðà-
ëîñü íà îäíîçíà÷íîñòü ðàçëîæåíèÿ â òàêèõ êîëüöàõ, êîòîðàÿ, âîîáùå ãîâîðÿ,
íå èìååò ìåñòà. Êóììåð ââåë èäåàëû, ÷òîáû âîññòàíîâèòü îäíîçíà÷íîñòü ðàç-
ëîæåíèÿ, ÷òî ïîçâîëèëî åìó äîêàçàòü òåîðåìó Ôåðìà äëÿ ìíîãèõ ïîêàçàòåëåé
n (õîòÿ ýòî è íå áûëî åãî ãëàâíîé öåëüþ). Òàêèì îáðàçîì, ïîíÿòèå (è íàçâàíèå)
èäåàëà ïðîèñõîäÿò èìåííî èç çàäà÷è î ðàçëîæåíèè íà ìíîæèòåëè â ÷èñëîâûõ
êîëüöàõ. Ýòî ïîòîì èäåàëû ñòàëè áàçîâûì ïîíÿòèåì â àëãåáðå.

3.6. Íîðìà èäåàëà. Ïóñòü A � êîëüöî, a � èäåàë â A. Íàïîìíèì, ÷òî a ≡ b
(mod a) îçíà÷àåò a− b ∈ a. ×èòàòåëü çíàåò èëè ëåãêî ïðîâåðèò, ÷òî ýòî � îòíî-
øåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà ìíîæåñòâå A. Ìíîæåñòâî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè
îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç A/a. Åñëè a ⊂ b, òî a ≡ b (mod a) âëå÷åò a ≡ b (mod b).
Ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå

A/a→ A/b.

Â ÷àñòíîñòè, âçÿâ a = (0), ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå A → A/b. Ýòî îòîáðàæåíèå
íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé ïðîåêöèåé, êàíîíè÷åñêèì ãîìîìîðôèçìîì, à èíîãäà
ïðîñòî ïðîåêöèåé.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ïóñòü A � ÷èñëîâîå êîëüöî, a � íåíóëåâîé èäåàë â A. Òîãäà
(à) a ñîäåðæèò íåíóëåâîå öåëîå ÷èñëî.
(á ) Ìíîæåñòâî A/a êîíå÷íî.
(â) Åñëè èäåàë a ïðîñò, òî îí ñîäåðæèò åäèíñòâåííîå ïðîñòîå öåëîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. (à). Ïóñòü x ∈ a. Òîãäà x ∈ Z, òàê ÷òî x óäîâëåòâîðÿåò óðàâ-
íåíèþ

xn + an−1x
n−1 + . . .+ a1x+ a0 = 0, an−1, . . . , a0 ∈ Z.

Ðàññìîòðèì òàêîå óðàâíåíèå íàèìåíüøåé ñòåïåíè, òîãäà a0 6= 0. Íî a0 ∈ a.
(á) Ïóñòü a0 � êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, òîãäà (a0) ⊂ a è êàíîíè÷åñêàÿ ïðî-
åêöèÿ

A/(a0)→ A/a

ñþðúåêòèâíî, òàê ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî A/(a0) êîíå÷íî. Ýòî ñëåäóåò èç
ïðåäëîæåíèÿ 6(à).

9Óðàâíåíèå xn + yn = zn íå èìååò ðåøåíèé â íåíóëåâûõ öåëûõ ÷èñëàõ ïðè n > 2. Äîêàçà-
òåëüñòâî áûëî ïîëó÷åíî ëèøü â êîíöå XX âåêà.
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(â) Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî a � ïðîñòîé èäåàë. Ïóñòü a0 òàêîå æå, êàê è
ðàíüøå. Ðàçëîæèì åãî â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ öåëûõ ÷èñåë: a0 = ±p1 . . . pl.
Òàê êàê a ïðîñò, îäíî èç ÷èñåë pi ëåæèò â a. Îñòàëîñü äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü.
ßñíî, ÷òî a ∩ Z � èäåàë â Z. Åñëè îí ñîäåðæèò äâà ïðîñòûõ ÷èñëà, òî ýòîò
èäåàë ñîâïàäàåò ñ Z. Íî òîãäà a = A. �

×èñëî ýëåìåíòîâ â A/a íàçûâàåòñÿ íîðìîé èäåàëà. Îáîçíà÷åíèå: Na.

Ôàêò 6. N(ab) = NaNb.

3.7. Äçåòà-ôóíêöèÿ Äåäåêèíäà. Ïóñòü A � ÷èñëîâîå êîëüöî. Îïðåäåëèì
äçåòà-ôóíêöèþ Äåäåêèíäà:

(25) ζA(s) =
∞∑
n=1

an
ns
,

ãäå an � ÷èñëî èäåàëîâ ñ íîðìîé n. Êàê è â ðàíåå ðàññìîòðåííûõ ñëó÷àÿõ,
ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ ïðè Re s > 1 � ýòî äîëæíî áûòü ÿñíî èç äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 11, ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ êâàäðàòè÷íûõ êîëåö. Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 9
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

(26) ζA(s) =
∏
p⊂A

(
1− 1

Nps

)−1

,

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî íåíóëåâûì ïðîñòûì èäåàëàì. CONVERGENCE,
CONTINUATION, FUNCTIONAL EQUATION.
ßñíî, ÷òî ζQD(s) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì äçåòà-ôóíêöèè êîëüöà ãàóññîâûõ ÷è-

ñåë. Ïî÷åìó ìû áåðåì ñóììó ïî èäåàëàì, à íå ïî ýëåìåíòàì? Äåëî â òîì, ÷òî äëÿ
ïðîèçâåäåíèÿ Ýéëåðà íàì íåîáõîäèìà òåîðåìà îá îäíîçíà÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ,
êîòîðàÿ âûïîëíÿåòñÿ äëÿ èäåàëîâ, à íå äëÿ ýëåìåíòîâ êîëüöà.

3.8. Èäåàëû â QD. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ïðîñòûõ èäåàëîâ â QD

÷åðåç Max(QD). Ìû ïîëó÷èëè îòîáðàæåíèå Max(QD) → P , ãäå P , êàê è ðàíü-
øå, ìíîæåñòâî ïðîñòûõ öåëûõ ÷èñåë. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ñþðú-
åêòèâíî, èçó÷èì åãî ñëîè (òî åñòü ïðîñòûå èäåàëû â QD, ñîäåðæàùèå äàííîå
ïðîñòîå.).

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè α = a + b
√
D ∈ QD, òî ᾱ = a − b

√
D. Ïóñòü a ⊂ QD �

èäåàë. Ïîëîæèì

ā = {ā| a ∈ a}.
Ââåäåì åùå îáîçíà÷åíèå

D′ :=

{
D åñëè D ≡ 1 (mod 4)

2D åñëè D 6≡ 1 (mod 4).
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Ïðåäëîæåíèå 8. (à) Åñëè p|D′, òî (p) = p2, ãäå p = p̄ �åäèíñòâåííûé ïðî-

ñòîé èäåàë, ñîäåðæàùèé p. Ïðè ýòîì p = (p,
√
D), åñëè p|D è p = (2, 1 +

√
D),

åñëè p = 2 è D íå÷åòíî.
(á ) Åñëè p - 2D è íàéäåòñÿ òàêîå n, ÷òî p|n2 − D, òî (p) = pp̄, ãäå p =

(p, n +
√
D), ïðè ýòîì p è p̄ ðàçëè÷íû è ýòî â òî÷íîñòè ïðîñòûå èäåàëû,

ñîäåðæàùèå p.
(â) Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå, (p) � ïðîñòîé èäåàë â QD è ýòî åäèíñòâåííûé

ïðîñòîé èäåàë, ñîäåðæàùèé p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ñíà÷àëà, ÷òî åñëè íîðìà èäåàëà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
÷èñëîì, òî ýòîò èäåàë íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â íåòðèâèàëüíîå ïðîèçâåäåíèå
â ñèëó ôàêòà 6, çíà÷èò îí ïðîñò â ñèëó ôàêòà 5. Ïîýòîìó, åñëè (p) = pq, ãäå
p 6= (1) 6= q, òî ýòî ðàçëîæåíèå èäåàëà (p) â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ. Èç ýòîãî

ëåãêî âûâåñòè óòâåðæäåíèå ïóíêòà (à). (Íóæíî åùå çàìåòèòü, ÷òî p̄|(p) = p2,
ñëåäîâàòåëüíî p = p̄).
(á) Íàäî çàìåòèòü, ÷òî

(p) ⊂ (p, n−
√
D)(p, n+

√
D) ⊂ (p2, 2pn, 2p

√
D,n2 −D) = (p)

(ïðîâåðêà ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà òðåáóåò íåêîòîðîé àêêóðàòíîñòè, åñëè p = 2).
(â) Åñëè (p) äåëèòñÿ íà íåäèíè÷íûé èäåàë p, òî p ∈ p. Åñëè (p) 6= p, òî p

ñîäåðæèò ýëåìåíò a+b
√
D íå äåëÿùèéñÿ íà p. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî b íå ìîæåò

äåëèòüñÿ íà p (èíà÷å a ∈ p è p = (1)). Ïîýòîìó íåêîòîðàÿ öåëàÿ ëèíåéíàÿ

êîìáèíàöèÿ p è a+ b
√
D èìååò âèä n+

√
D. Òîãäà n2−D ∈ p è, çíà÷èò, p äåëèò

n2 −D. �

Çàäà÷à 48. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî èäåàëà a ⊂ QD èäåàë aā � ÿâëÿåòñÿ
ãëàâíûì èäåàëîì, ïîðîæäåííûì öåëûì ÷èñëîì Na.

Çàäà÷à 49. Èäåàë (2) ðàçëîæèì â QD òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà D 6≡ 5
(mod 8).

Íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû âûÿñíèëè, êàêèå öåëûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ íîðìàìè
ãàóññîâûõ ÷èñåë. Òåïåðü ìû ìîæåì îòâåòèòü íà àíàëîãè÷íûé âîïðîñ äëÿ QD,
íî íå äëÿ ýëåìåíòîâ QD, à äëÿ èäåàëîâ.

Çàäà÷à 50. Ïóñòü D ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ è D 6≡ 5 (mod 8). ×èñëî n ∈ Z+

ÿâëÿåòñÿ íîðìîé èäåàëà â QD òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäîå ïðîñòîå p
òàêîå, ÷òî ñðàâíåíèå x2 ≡ D (mod p) íå èìååò ðåøåíèé âõîäèò â n â ÷åòíîé
ñòåïåíè. Ïðè D ≡ 5 (mod 8) íóæíî åùå ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû p = 2 âõîäèëî â
÷åòíîé ñòåïåíè. (Ñðàâíèòå ñ òåîðåìîé 5.)

3.9. Äçåòà-ôóíêöèÿ êâàäðàòè÷íîãî êîëüöà. Ìû õîòèì ïîëó÷èòü ôîðìóëó
äëÿ äçåòà-ôóíêöèè ζQD , àíàëîãè÷íóþ (22). Äëÿ ýòîãî ìû ïîñòðîèì ìóëüòèïëè-
êàòèâíûé õàðàêòåð χD : Z → {±1}. Äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü åãî çíà÷åíèå äëÿ
ïðîñòûõ ÷èñåë. Äëÿ p > 2, p - D, îïðåäåëèì χD(p) = ±1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî,
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ñóùåñòâóåò ëè òàêîå n, ÷òî p|n2 −D. Äëÿ p > 2, p|D ïîëîæèì χD(p) = 0. Èíû-
ìè ñëîâàìè, ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ x2 = D â Fp ðàâíî χD(p) + 1. Îñòàëîñü
îïðåäåëèòü χD(2):

χD(2) =


−1 ïðè D ≡ 5 (mod 8),

1 ïðè D ≡ 1 (mod 8),

0 ïðè D ≡ 2, 3, 6 èëè 7 (mod 8).

Ïðåäëîæåíèå 9.

ζQD(s) = ζ(s)L(s, χD).

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî âûâîäó ôîðìóëû (22). Åäèíñòâåííîå èçìåíåíèå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî òåîðåìû 8 íóæíî èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåíèå 8.

Çàìå÷àíèå 7. Îêàçûâàåòñÿ, χD � õàðàêòåð Äèðèõëå. Òî÷íåå, χD(m) çàâèñèò
òîëüêî îò îñòàòêà ïðè äåëåíèè m íà 4D. Ýòî � îäíà èç ôîðì çíàìåíèòîãî
çàêîíà âçàèìíîñòè Ãàóññà. Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü χD â
êîíå÷íîì ÷èñëå öåëûõ ÷èñåë. Ê ñîæàëåíèþ, ó íàñ íåò âðåìåíè îñòàíàâëèâàòüñÿ
íà çàêîíàõ âçàèìíîñòè.

3.10. Ôîðìóëà äëÿ ÷èñëà êëàññîâ. Êàê è â òåîðåìå 6, ïðè ïîìîùè äçåòà-
ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà ïðåäñòàâëåíèé öåëîãî ÷èñëà n â
âèäå íîðìû èäåàëà. Íî, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, äçåòà-ôóíêöèÿ íåñåò ãîðàçäî
áîëåå âàæíóþ èíôîðìàöèþ î ÷èñëîâîì êîëüöå.
Íàçîâåì èäåàëû a, b ⊂ A ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå a, b ∈ A \

0, ÷òî (a)b = (b)a. ßñíî, ÷òî ýòî � îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè. Îáîçíà÷èì
÷èñëî êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ÷åðåç h. Îêàçûâàåòñÿ, h âñåãäà êîíå÷íî. Îíî
íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì êëàññîâ êîëüöà A.

Çàäà÷à 51. Äîêàæèòå, ÷òî èäåàë a ãëàâíûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí
ýêâèâàëåíòåí èäåàëó (1). Âûâåäèòå, ÷òî A � îáëàñòü ãëàâíûõ èäåàëîâ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà h = 1.

Ìû âèäèì, ÷òî h � âàæíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîëüöà A. Îêàçûâàåòñÿ, åå ìîæíî
âûðàçèòü ÷åðåç äçåòà-ôóíêöèþ.
Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ ìíèìîãî êâàäðàòè÷íîãî êîëüöà.

Òåîðåìà 11. Äëÿ QD, ãäå D < 0:

lim
s→1

(s− 1)ζQD(s) =


2πh

w
√
|D|

åñëè D ≡ 1 (mod 4)

πh

w
√
|D|

åñëè D 6≡ 1 (mod 4),

ãäå w � ÷èñëî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ (òî åñòü w = 4 ïðè D = −1, w = 6, åñëè
D = −3, è w = 2 � â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ).

Çàìåòèì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ñòîèò íåîïðåäåëåííîñòü òèïà 0 · ∞. Åå ïðåäåë
íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì äçåòà-ôóíêöèè â åäèíèöå (ñì. Ïðåäëîæåíèå 1).
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Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü D 6≡ 1 (mod 4) (âòîðîé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí
è ìû îñòàâèì åãî ÷èòàòåëþ). Âûáåðåì ïî ïðåäñòàâèòåëþ èç êàæäîãî êëàññà
èäåàëîâ, îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññû ÷åðåç a1,. . . , ah. Òîãäà

ζQD(s) =
h∑
j=1

∑
a∼aj

1

Nas
,

ãäå ∼ îáîçíà÷àåò ýêâèâàëåíòíîñòü èäåàëîâ. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæ-
äîãî j

(27) lim
s→1

(s− 1)

∑
a∼aj

1

Nas

 =
π

w
√
|D|

.

Çàôèêñèðóåì j, è ïóñòü α ∈ aj. Òîãäà (α) ⊂ aj, è â ñèëó ôàêòà 5 íàéäåòñÿ òàêîé
èäåàë b, ÷òî ajb = (α).

Çàäà÷à 52. Óìíîæåíèå íà b çàäàåò áèåêöèþ ìåæäó èäåàëàìè, ýêâèâàëåíòíûìè
aj, è ãëàâíûìè èäåàëàìè, äåëÿùèìèñÿ íà b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a ∼ aj. Äîêàæåì, ÷òî ab � ãëàâíûé èäåàë. Íàéäóòñÿ
òàêèå β, β′ ∈ QD, ÷òî (β)aj = (β′)a. Íî òîãäà (β′)ab = (βα), è îñòàåòñÿ âîñïîëü-
çîâàòüñÿ ðåçóëüòàòîì çàäà÷è 51.
Èòàê, óìíîæåíèå íà b îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî èäåàëîâ, ýêâèâàëåíòíûõ aj,

â ìíîæåñòâî ãëàâíûõ èäåàëîâ, äåëÿùèõñÿ íà b. Ýòî îòîáðàæåíèå èíúåêòèâíî
â ñèëó ôàêòà 5. Äîêàæåì åãî ñþðúåêòèâíîñòü: ïóñòü (β) � ãëàâíûé èäåàë,
äåëÿùèéñÿ íà b. Òîãäà (β) = ba. È íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî a ∼ aj. Íî

a(α) = aajb = aj(β).

�

Èç ðåçóëüòàòà çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ñóììó â (27) â âèäå

Nbs
∑
b⊃a

1

Nas
,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ãëàâíûì èäåàëàì, äåëÿùèìñÿ íà b (òî åñòü ñî-
äåðæàùèìñÿ â b). Íî êàæäûé òàêîé èäåàë ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (α) ðîâíî w
ñïîñîáàìè (ïîòîìó ÷òî êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò â QD àññîöèèðîâàí ðîâíî ñ
w äðóãèìè). Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü ýòó ñóììó â âèäå

Nbs

w

∑
α∈b

1

N(α)s
,

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî íåíóëåâûì ýëåìåíòàì QD, ñîäåðæàùèìñÿ â b.
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Çàäà÷à 53. Èäåàë b èçîìîðôåí Z × Z êàê àáåëåâà ãðóïïà. Áîëåå òîãî, ýòà
ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé â C, òî åñòü ëþáûå åå îáðàçóþùèå α, β ëèíåéíî
íåçàâèñèìû íàä R.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè α è β � îáðàçóþùèå èäåàëà b, òî∑
α∈b

1

N(α)s
=
∑
α∈b

1

Nαs
=

∑
(k,l)6=(0,0)

1

|kγ + lβ|2s
.

Èòàê, ëåâàÿ ÷àñòü (27) ðàâíà

(28) lim
s→1

(s− 1)

(
Nbs

w

∑
α∈b

1

Nαs

)
=
Nb

w
lim
s→1

(s− 1)

 ∑
(k,l)6=(0,0)

1

|kγ + lβ|2s

 .

Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî ìû ìîæåì çàìåíèòü ñóììó íà íåêîòîðûé èíòåãðàë. Äëÿ
ýòîãî ïîñòðîèì ïàðàëëåëîãðàìì T íà âåêòîðàõ γ è β. Ïóñòü ∆ � åãî ïëîùàäü.
Ìû îòîæäåñòâëÿåì C ñ R2.

Ëåììà 4. Ïðè 2 > s > 3/4 èìååì∣∣∣∣∣∣∆
∑

(k,l) 6=(0,0)

|kγ + lβ|−2s −
∫
{x2+y2≥1}

(x2 + y2)−s dx dy

∣∣∣∣∣∣ < C,

ãäå C íå çàâèñèò îò s (íî çàâèñèò îò γ è β).

Ìû äîêàæåì ýòó ëåììó íèæå. Èç íåå ñëåäóåò, ÷òî

lim
s→1

(s−1)

 ∑
(k,l)6=(0,0)

|kγ + lβ|−2s

 =
1

∆
lim
s→1

(s−1)

(∫
{x2+y2≥1}

(x2 + y2)−s dx dy

)
=
π

∆
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ÷èòàòåëü äîêàæåò ñàì, ïåðåéäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì.
Èòàê, âûðàæåíèå â (28) ðàâíî πNb

w∆
, è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà (27) íàì

îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî ∆ = Nb
√
|D| (êîíå÷íî, åùå íóæíî äîêàçàòü ïðåäûäó-

ùóþ ëåììó).

Ðåøåòêà QD ïîðîæäåíà âåêòîðàìè e1 = 1 è e2 = i
√
|D|, ãäå i =

√
−1. Ïóñòü

γ = a11e1 + a21e2, β = a12e1 + a22e2. Òîãäà ïîðÿäîê ôàêòîðãðóïïû QD/b ðàâåí
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ñîîòâåòñòâóþùåãî îïðåäåëèòåëÿ:

Nb =

∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïàðàëëåëîãðàìì T ïîñòðîåí íà âåêòîðàõ γ = a11 + a21

√
|D|i

è β = a12 + a22

√
|D|i, è åãî ïëîùàäü ðàâíà àáñîëþòíîé âåëè÷èíå îïðåäåëèòåëÿ∣∣∣∣ a11 a12

a21

√
|D| a22

√
|D|

∣∣∣∣ .
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Íî ýòè îïðåäåëèòåëè îòëè÷àþòñÿ â
√
|D| ðàç è ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ôîð-

ìóëó.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tk,l ïàðàëëåëîãðàìì, ïîëó÷àþùèé-
ñÿ èç T ñäâèãîì íà kγ + lβ. Òîãäà R2 = ∪k,l∈ZTk,l. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî âñåõ
ïàð öåëûõ ÷èñåë, êðîìå (0, 0), (−1, 0), (0,−1) è (−1,−1). Ïóñòü Ω = ∪(k,l)∈MTk,l,
òî åñòü Ω � îáúåäèíåíèå òåõ ïàðàëëåëîãðàììîâ Tk,l, êîòîðûå íå ñîäåðæàò íà-
÷àëî êîîðäèíàò. Ïóñòü (k, l) ∈ M , îáîçíà÷èì ÷åðåç mkl ìèíèìóì ôóíêöèè
|z|2 = x2 + y2 íà Tk,l. Òîãäà, äëÿ z ∈ Tk,l èìååì∣∣|kγ + lβ|−2s − |z|−2s

∣∣ ≤ 2sm−1−2s
kl

Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Ëàãðàíæà: äëÿ ëþáûõ ÷èñåë x1, x2 ∈ R+ âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî |x−2s

1 − x−2s
2 | ≤ 2sξ−1−2s, ãäå ξ � ìèíèìóì èç x1 è x2. Îòñþäà,∣∣∣∣∣∆|kγ + lβ|−2s −
∫
Tk,l

(x2 + y2)−s dx dy

∣∣∣∣∣ ≤ 2s∆m−1−2s
kl ≤ const ·m−5/2

kl .

Çàäà÷à 54. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû C, mkl > C
√
k2 + l2. Âû-

âåäèòå, ÷òî ðÿä
∑

k,lm
−5/2
kl ñõîäèòñÿ.

Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå∣∣∣∣∣∣∆
∑

(k,l)∈M

|kγ + lβ|−2s −
∫

Ω

(x2 + y2)−s dx dy

∣∣∣∣∣∣
îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé, íå çàâèñÿùåé îò s. Îòñþäà óæå íåñëîæíî âûâåñòè óòâåð-
æäåíèå ëåììû. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû çàêîí÷åíî. �

Çàäà÷à 55. Âûâåäèòå èç ýòîé òåîðåìû, ÷òî ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè â Z[i]
îäíîçíà÷íî.

Çàäà÷à 56. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
s→1

(s− 1)ζQD(s) = L(1, χD).

Ëåêöèÿ 4. Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ

Íàïîìíèì, ÷òî Fp = Z/pZ îáîçíà÷àåò ïîëå èç p � ýëåìåíòîâ. Ïðî åãî ýëå-
ìåíòû ìîæíî äóìàòü, êàê ïðî îñòàòêè îò äåëåíèÿ íà p. Ðàññìîòðèì îáùåå
äèîôàíòîâî óðàâíåíèå

f(x1, . . . , xn) = 0,

ãäå f �ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðèâîäÿ åãî ïî ìîäóëþ p, ïî-
ëó÷àåì óðàâíåíèå fp(x1, . . . , xn) = 0, ãäå fp � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè â
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Fp. Åñëè ýòî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, òî è èñõîäíîå óðàâíåíèå íå èìååò
ðåøåíèé.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óðàâíåíèå âñåãäà èìååò ðåøåíèÿ â íåêîòîðîì êîíå÷íîì

ïîëå, ñîäåðæàùåì Fp, è ìîæíî ïîëó÷èòü èíòåðåñíóþ èíôîðìàöèþ îá óðàâíå-
íèå, ðàññìàòðèâàÿ ðåøåíèÿ â òàêèõ ïîëÿõ. Ïðîâåäåì òàêóþ àíàëîãèþ: ïîëåçíî
ðàññìàòðèâàòü êîìïëåêñíûå ðåøåíèÿ âåùåñòâåííîãî óðàâíåíèÿ, íàïðèìåð, ïðî
x2 + y2 + 1 ëó÷øå äóìàòü êàê ïðî ìíèìóþ îêðóæíîñòü, ÷åì êàê ïðî ïóñòîå
ìíîæåñòâî. Ìû íàïîìíèì òåîðèþ êîíå÷íûõ ïîëåé.

4.1. Êîíå÷íûå ïîëÿ. Äëÿ ëþáûõ p è n ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà ïîëå èç pn ýëåìåíòîâ. Ïîëå èç pn ýëåìåíòîâ ñîäåðæèò ïîäïîëå
èç qm ýëåìåíòîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p = q è m äåëèò n.

4.2. Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ îò îäíîé ïåðåìåííîé è ÷èñëîâûå ïîëÿ.

Ïóñòü f(x) ∈ Z[x] � ìíîãî÷ëåí îò îäíîé ïåðåìåííîé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Ðàçëîæèì ìíîãî÷ëåí fp(x) ∈ Fp[x] íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè:

fp(x) = ha11 . . . hann

Ïðåäëîæåíèå 10. Êîëè÷åñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ fp(x) = 0 â Fpk ðàâíî ñóì-
ìå òåõ di, äëÿ êîòîðûõ di|n:

(29)
∑

1≤i≤n
di|n

di.

Îïðåäåëåíèå 7. Äçåòà-ôóíêöèåé óðàâíåíèÿ fp(x) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

Zfp(t) =
n∏
i=1

(
1− tdeg hi

)−1
.

Äçåòà-ôóíêöèåé óðàâíåíèÿ f(x) = 0 íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå

(30) ζf (s) =
∏
p

Zfp(p
−s).

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå x2 − D = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
D ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ è D 6≡ 1 (mod 4). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

ζQD(s) = ζx2−D(s).

Ïðåäëîæåíèå 11.

(31) Zfp(t) = exp

(
∞∑
k=1

Nkt
k

k

)
.

Ìû âèäèì, ÷òî äçåòà-ôóíêöèÿ Zfp òåñíî ñâÿçàíà ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé
äëÿ ÷èñëà ðåøåíé óðàâíåíèÿ fp = 0 â Fpk .



36 Ðîìàí Ì. Ôåäîðîâ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì di = deg hi. Ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü (29) êàê ðàâåí-
ñòâî ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé:

∞∑
k=1

Nkt
k =

n∑
i=1

di

∞∑
k=1

tkdi .

Äåëÿ íà t, è èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïîëó-
÷àåì

∞∑
k=1

Nkt
k−1 =

n∑
i=1

dit
di−1

1− tdi
.

Âçÿâ èíòåãðàë îò îáåèõ ÷àñòåé, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî. �

Òåîðåìà 12. Ïóñòü êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà f ïðè ñòàðøåì ÷ëåíå ðàâåí 1.
Ðàññìîòðèì êîëüöî A = Z[x]/(f(x)). Ýòî êîëüöî èçîìîðôíî ÷èñëîâîìó êîëüöó
ïðè÷åì ζA = ζf .

4.3. Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ðàññìîòðèì äèî-
ôàíòîâî óðàâíåíèå f(x1, . . . , xn) = 0, ïóñòü fp(x1, . . . , xn) ðåäóêöèÿ f ïî ìî-
äóëþ p. Îïðåäåëèì Zfp ôîðìóëîé (31), ãäå Nk � ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
fp(x1, . . . , xn) â Fpk . Îïðåäåëèì ζf (s) ôîðìóëîé (30).

Ïðèìåð 2. Ïóñòü óðàâíåíèå èìååò âèä f(x, y) = y − x = 0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî
x íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå y. ßñíî, ÷òî Nk = pk, è íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî Zfp(t) =
(1− pt)−1. Çíà÷èò

ζf (s) =
∏
p

(1− p1−s)−1 = ζ(s− 1).

Çàäà÷à 57. Äîêàæèòå, ÷òî äëà f(x) = x2 − y2 − 1, èìååì

ZfpB(t) =
1− t
1− pt

.

è ζf (s) = ζ(s− 1)/ζ(s).

Çàäà÷à 58. Âû÷èñëèòå ëîêàëüíóþ è ãëîáàëüíóþ äçåòà-ôóíêöèþ äëÿ

f(x1, x2, x3, x4) = x2
1 + x2

2 − x2
3 − x2

4.

Çàäà÷à 59. Îïðåäåëèòå ëîêàëüíóþ è ãëîáàëüíóþ äçåòà-ôóíêöèþ äëÿ ñèñòåì
óðàâíåíèé è âû÷èñëèòå èõ äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

4.4. Ãèïîòåçû Âåéëÿ�1. Çàôèêñèðóåì ïðîñòîå ÷èñëî p è ðàññìîòðèì óðàâíå-
íèå f(x1, . . . , xn) ∈ Fp[x1, . . . , xn] (èëè ñèñòåìó óðàâíåíèé). Ïóñòü Zf (t) ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ëîêàëüíàÿ äçåòà-ôóíêöèÿ. Â 1949 ãîäó Âåéëü ñôîðìóëèðîâàë íàáîð
ãèïîòåç ïî Zf (t). Ïîïûòêè äîêàçàòü ýòè ãèïîòåçû âî ìíîãîì îïðåäåëÿëè ðàç-
âèòèå àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ äåñÿòèëåòèé. Âîò
ñàìàÿ ïðîñòàÿ èç ãèïîòåç:
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Ôàêò 7. Zf (t) ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ (ò.å. îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ).

Ýòî óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî Äâîðêîì â 1960-ì ãîäó. Íà ñëåäóþùåì çà-
íÿòèè ìû ñôîðìóëèðóåì ãîðàçäî áîëåå òî÷íûå ãèïîòåçû â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíà
îò äâóõ ïåðåìåííûõ.

Çàäà÷à 60. Ïîëîæèì Yf (t) =
∑∞

k=1Nkt
k−1. Äîêàæèòå, ÷òî Zf ðàöèîíàëüíàÿ

ôóíêöèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Yf ðàöèîíàëüíà, ñòåïåíü ÷èñëèòåëÿ íå
ïðåâîñõîäèò ñòåïåíè çíàìåíàòåëÿ è Yf íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé è/èëè ïîëþñîâ.

Ïðèëîæåíèå A. Êîìïëåêñíûé àíàëèç

Òåîðåìà 13. Ïóñòü f è g ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè íà ñâÿçíîì îòêðûòîì ìíî-
æåñòâå U . Ïóñòü A = {z ∈ U : f(z) = g(z)}. Åñëè Ìíîæåñòâî A èìååò
ïðåäåëüíóþ òî÷êó â U , òî ôóíêöèè f è g ñîâïàäàþò íà U .

Íàáðîñîê äîêàçàòåëüñòâà. Ïóñòü h = f − g, òîãäà h îáðàùàåòñÿ â íîëü íà A.
Ïî óñëîâèþ ìû ìîæåì âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê zn ∈ A
òàê, ÷òîáû limn→∞ zn ∈ A. Îáîçíà÷èì ýòîò ïðåäåë ÷åðåç z. Òàê êàê ôóíêöèÿ
àíàëèòè÷íà, ìû ìîæåì ðàçëîæèòü åå â ðÿä (15) â îêðåñòíîñòè òî÷êè z. Ïóñòü
ýòîò ðÿä íåíóëåâîé. Ïóñòü ak � ïåðâûé íåíóëåâîé êîýôôèöèåíò ðÿäà, òîãäà

f(w) = ak(w − z)k(1 + b1(w − z) + b2(w − z)2 + . . .).

Òàê êàê f(zn) = 0, ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü îáðàùàåòñÿ â íîëü â zn. Íî òîãäà,
ïî ñîîáðàæåíèÿì íåïðåðûâíîñòè, îí îáðàùàåòñÿ â íîëü è â z, ÷òî íåâîçìîæíî.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íàø ðÿä íóëåâîé, à çíà÷èò, ôóíêöèÿ íóëåâàÿ
â îêðåñòíîñòè òî÷êè z.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç B ìíîæåñòâî òàêèõ òî÷åê z ∈ U , ÷òî f îáðàùàåòñÿ â íóëü

â îêðåñòíîñòè z. Ìû äîêàçàëè, ÷òî B íå ïóñòî. Èç ïðåäûäóùåãî ðàññóæäåíèÿ
òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ýòî ìíîæåñòâî çàìêíóòî. Íî îíî, î÷åâèäíî, îòêðûòî. Òàê
êàê U ñâÿçíî, ïîëó÷àåì U = B. �
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Óêàçàíèÿ ê çàäà÷àì

Çàäà÷à 2. Ñðàâíèòå an ñ
∫ n

1
dx
x
.

Çàäà÷à 7.

(ln(sinx))′ = cotx = i+
2i

e2ix − 1
,

ãäå i =
√
−1.

Çàäà÷à 7. Âû÷èñëèòå
∑∞

k=0 Sk(n) t
k

k!
.

Çàäà÷à 10. |n−s| = n−Re s.
Çàäà÷à 13. Γ(s) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè Re s > 0.
Çàäà÷à 20. Èçîáðàçèòå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî ãàóññîâûõ ÷èñåë,

êîòîðûå äåëÿòñÿ íà β.
Çàäà÷à 20. Èñïîëüçóéòå ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü íîðìû N(a+b

√
−5) = a2 +5b2.

Çàäà÷à 29. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî an = 0. Ïðåäïîëîæèòå, ÷òî bk 6= 0 è k �
íàèìåíüøåå ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Ðàçäåëèòå ðÿä Äèðèõëå íà k−s è ïåðåéäèòå ê
ïðåäåëó.
Çàäà÷à 29. Ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà â èíòåðâàëå [1; 40] îñòàþòñÿ ïðîñòûìè â ýòîì

êîëüöå.
Çàäà÷à 34. Åñëè áû Z áûëî ÷èñëîâûì êîëüöîì, òî ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

Q áûëî áû êîíå÷íûì ðàñøèðåíèåì ïîëÿ Q.
Çàäà÷à 40. Äëÿ ëþáîé êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé ãðóïïû G, Gtor åñòü ìíîæåñòâî

ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà. Äàëåå, ýëåìåíòû Gtor � êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ðàñ-
ñìîòðèòå ýëåìåíò ñ íàèìåíüøèì àðãóìåíòîì.
Çàäà÷à 43. Èñïîëüçóéòå òåîðèþ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ.
Çàäà÷à 43. Â ñëó÷àå Z[i] ðàññìîòðèòå ýëåìåíò èäåàëà ñ íàèìåíüøåé íîðìîé

è èñïîëüçóéòå çàäà÷ó 18.
Çàäà÷à 45. Ïóñòü a1 ⊂ a2 ⊂ . . . ⊂ an ⊂ . . . � áåñêîíå÷íàÿ öåïî÷êà âëîæåí-

íûõ äðóã â äðóãà èäåàëîâ â îáëàñòè ãëàâíûõ èäåàëîâ A. Äîêàæèòå, ÷òî îíà
ñòàáèëèçèðóåòñÿ, òî åñòü, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà, âñå èäåàëû ñîâïàäàþò.
Çàäà÷à 47. èñïîëüçóéòå òåîðåìó 10.
Çàäà÷à 53. Èñïîëüçóéòå çàäà÷ó 45.
Çàäà÷à 53. QD � ðåøåòêà â C.
Çàäà÷à 56. Äëÿ ïî÷òè âñåõ ïàð (k, l), mkl > (|kγ + lβ| −D)2, ãäå D � äèàìåòð

ïàðàëëåëîãðàììà T .
Çàäà÷à 56. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé L-ôóíêöèè L(1, χ) = π/4.


