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Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è
ïðèëîæåíèÿ

Â.Ì.Áóõøòàáåð

ÌÈÀÍ èìåíè Â.À.Ñòåêëîâà,

ÌÃÓ èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà,
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ïîñâÿù�åííàÿ ïàìÿòè Âèòàëèÿ Àðíîëüäà

Äóáíà 19-30 èþëÿ 2017 ãîäà

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïëàòîíîâû òåëà

Êóá

Äîäåêàýäð

Òåòðàýäð

Îêòàýäð

Èêîñàýäð

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïëàòîíîâû òåëà

Òîëüêî 5 òåë îáëàäàþò

ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

Âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè.

Âñå ãðàíè � îäèíàêîâûå ïðàâèëüíûå

ìíîãîóãîëüíèêè.

Äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ

ìíîãîãðàííèêà, ïåðåâîäÿùàÿ îäíó âåðøèíó â

äðóãóþ.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Êóáîê Êåïëåðà

Îïóáëèêîâàíî â 1596 ã.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...



5/77

Ìíîãîãðàííèêè â ïðèðîäå

Êóá ñåðíîãî êîë÷åäàíà � ïèðèò.

Òàêèì îí âûðîñ â ïðèðîäå. Åãî íèêòî íå îáðàáàòûâàë.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ìíîãîãðàííèêè â ïðèðîäå

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ìíîãîãðàííèêè â ïðèðîäå

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ìíîãîãðàííèêè â ïðèðîäå

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ôîðìóëà Ýéëåðà

Ïóñòü f0-÷èñëî âåðøèí, f1 � ÷èñëî ð�åáåð è f2 � ÷èñëî
äâóìåðíûõ ãðàíåé òð�åõìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà. Òîãäà

f0 − f1 + f2 = 2

f0 f1 f2
Òåòðàýäð 4 6 4

Êóá 8 12 6

Îêòàýäð 6 12 8

Äîäåêàýäð 20 30 12

Èêîñàýäð 12 30 20

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Àðõèìåäîâû òåëà è èõ f-âåêòîðû

Êóáîîêòàýäð Èêîñîäîäåêàýäð
(12, 24, 14) (30, 60, 32)

Óñå÷�åííûé òåòðàýäð Óñå÷�åííûé îêòàýäð Óñå÷�åííûé èêîñàýäð
(12, 18, 8) (24, 36, 14) (60, 90, 32)

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Àðõèìåäîâû òåëà è èõ f-âåêòîðû

Óñå÷�åííûé êóá Óñå÷�åííûé äîäåêàýäð
(24, 36, 14) (60, 90, 32)

Ðîìáîêóáîêòàýäð Ðîìáîèêîñîäîäåêàýäð
(24, 48, 26) (60, 120, 62)

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Àðõèìåäîâû òåëà è èõ f-âåêòîðû

Ðîìáîóñå÷�åííûé Ðîìáîóñå÷�åííûé
êóáîîêòàýäð èêîñîäîäåêàýäð

(48, 72, 26) (120, 180, 62)

Êóðíîñûé êóá Êóðíîñûé äîäåêàýäð
(24, 60, 38) (60, 150, 92)

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Àðõèìåäîâû òåëà

Ñ òî÷íîñòüþ äî äâèæåíèÿ

òð�åõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èìååòñÿ

òîëüêî 13 òåë ñî ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

Âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè.

Âñå ãðàíè � ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè äâóõ èëè

áîëåå òèïîâ.

Äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí ñóùåñòâóåò ñèììåòðèÿ

ìíîãîãðàííèêà, ïåðåâîäÿùàÿ îäíó âåðøèíó â

äðóãóþ.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Èç 13 àðõèìåäîâûõ òåë 11 ñ ìíîãîóãîëüíèêàìè
äâóõ òèïîâ è äâà ñ ìíîãîóãîëüíèêàìè òð�åõ
òèïîâ.

Êóðíîñûé êóá è êóðíîñûé äîäåêàýäð èìåþò äâå
âåðñèè (ëåâóþ è ïðàâóþ), êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ
îäíà èç äðóãîé îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî
ïëîñêîñòè è íå ìîãóò áûòü ñîâìåùåíû
äâèæåíèåì, ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ
ïðîñòðàíñòâà.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðîñòûå ìíîãîãðàííèêè

Îïðåäåëåíèå

Òð�åõìåðíûé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè â
êàæäîé åãî âåðøèíå ñõîäèòñÿ ðîâíî òðè ðåáðà.

Èç 5 Ïëàòîíîâûõ òåë 3 ïðîñòûõ.
Èç 13 Àðõèìåäîâûõ òåë 7 ïðîñòûõ.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ôîðìóëà Ýéëåðà è ïðîñòûå ìíîãîãðàííèêè

Ïóñòü pk � ÷èñëî k-óãîëüíûõ ãðàíåé ìíîãîãðàííèêà.

Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà P âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå ìåæäó ÷èñëàìè pk

3p3 + 2p4 + p5 = 12 +
∑
k>7

(k− 6)pk

Ñëåäñòâèå

Åñëè pk = 0 äëÿ k 6= 5, 6, òî p5 = 12.
Íå ñóùåñòâóåò ïðîñòîãî ìíîãîãðàííèêà òîëüêî ñ
øåñòèóãîëüíûìè ãðàíÿìè.

f0 = 2(
∑
k

pk−2) f1 = 3(
∑
k

pk−2) f2 =
∑
k

pk =⇒ f0 = 2(f2−2)

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ðåàëèçàöèÿ p-âåêòîðà

Òåîðåìà (Ýáåðõàðä, 1891)

Äëÿ ëþáîãî íàáîðà (pk|3 6 k 6= 6) íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ
÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ ìåæäó ÷èñëàìè pk,
ñóùåñòâóþò òàêîå ÷èñëî p6 è òàêîé ïðîñòîé òð�åõìåðíûé
ìíîãîãðàííèê P3, ÷òî pk = pk(P3) äëÿ âñåõ k > 3.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòåé íà ìíîãîóãîëüíèêè

Ðàçáèåíèå çàìêíóòîé (òî åñòü áåç êðàÿ) äâóìåðíîé
ïîâåðõíîñòè íà ìíîãîóãîëüíèêè íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè â
êàæäîé âåðøèíå ñõîäèòñÿ ðîâíî òðè ðåáðà.

Äëÿ ïðîñòîãî ðàçáèåíèÿ äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè èìååì

3p3 + 2p4 + p5 = 6χ(M2) +
∑
k>7

(k− 6)pk,

ãäå χ(M2) = f0 − f1 + f2 � Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà.

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ðàçáèåíèå ïîâåðõíîñòè M2

íà øåñòèóãîëüíèêè.
Òîãäà χ(M2) = 0, òî åñòü M2 � òîð èëè áóòûëêà Êëåéíà.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ðàçáèåíèÿ òîðà íà øåñòèóãîëüíèêè

Ìèíèìàëüíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ òîðà
7 âåðøèí, â êàæäîé âåðøèíå

ñõîäèòñÿ 6 ð�åáåð.
Êàíîíè÷åñêîå äâîéñòâåííîå ðàçáèåíèå
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì è ðàçáèâàåò òîð

íà 7 øåñòèóãîëüíèêîâ.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ðåàëèçàöèÿ f-âåêòîðà

Òåîðåìà (Øòåéíèö, 1906 ã.)

Öåëî÷èñëåííûé âåêòîð (f0, f1, f2) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ãðàíåé
òðåõìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f0 − f1 + f2 = 2, f2 6 2f0 − 4, f0 6 2f2 − 4

Ñëåäñòâèå

f2 + 4 6 2f0 6 4f2 − 8

Ïðîáëåìà

Äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ ðàçìåðíîñòè 4 äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíû
óñëîâèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå âåêòîð (f0, f1, f2, f3) åãî ãðàíåé.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ãðàôû òð�åõìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ

Îïðåäåëåíèå

Ð�åáåðíûì ãðàôîì ìíîãîãðàííèêà íàçûâàåòñÿ åãî
îäíîìåðíûé îñòîâ.

Òåîðåìà (Øòåéíèö)

Ãðàô G ÿâëÿåòñÿ ð�åáåðíûì ãðàôîì òð�åõìåðíîãî
ìíîãîãðàííèêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì ïëàíàðíûì ãðàôîì, ó êîòîðîãî íå ìåíåå 4-õ ð�åáåð,
ïðè÷�åì óäàëåíèå ëþáûõ äâóõ åãî âåðøèí è âñåõ âûõîäÿùèõ
èç íèõ ð�åáåð ñîõðàíÿåò ñâÿçíîñòü ãðàôà.

Ïëîñêóþ ðåàëèçàöèþ ð�åáåðíîãî ãðàôà òð�åõìåðíîãî
ìíîãîãðàííèêà äà�åò äèàãðàììà Øëåãåëÿ.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Äèàãðàììû Øëåãåëÿ (Âèêòîð Øëåãåëü, 1843�1905)

Îïðåäåëåíèå

Äèàãðàììîé Øëåãåëÿ (1886) âûïóêëîãî òð�åõìåðíîãî
ìíîãîãðàííèêà P íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèÿ ýòîãî ìíîãîãðàííèêà
íà ïëîñêîñòü âûáðàííîé äâóìåðíîé ãðàíè èç òî÷êè âíå
ìíîãîãðàííèêà, áëèçêîé ê ýòîé ãðàíè. Äèàãðàììà çàâèñèò îò
âûáîðà ãðàíè.

Äèàãðàììà Øëåãåëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçáèåíèå
âûáðàííîé ãðàíè íà ìíîãîóãîëüíèêè.

Ãðàô ð�åáåð íà äèàãðàììå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì
êîìáèíàòîðíûì èíâàðèàíòîì ìíîãîãðàííèêà P.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...



23/77

Ôóëëåðåíû

Àòîìû óãëåðîäà, èñïàðèâøèåñÿ ñ ðàçîãðåòîé ïîâåðõíîñòè
ãðàôèòà, ìîãóò îáðàçîâûâàòü ìîëåêóëû, ïðåäñòàâëÿþùèå
ñîáîé âûïóêëûå ìíîãîãðàííèêè. Ãðàíèöà ýòèõ
ìíîãîãðàííèêîâ îáðàçîâàíà ïðàâèëüíûìè 6- è
5-óãîëüíèêàìè, âåðøèíû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò àòîìàì
óãëåðîäà.

Áèîñôåðà Ôóëëåðà
Ïàâèëüîí ÑØÀ, Ýêñïî-67

Ìîíðåàëü, Êàíàäà

Ýòè ìîëåêóëû íàçâàíû
ôóëëåðåíàìè â ÷åñòü
àìåðèêàíñêîãî àðõèòåêòîðà è
ôèëîñîôà Ð. Áàêìèíñòåðà
Ôóëëåðà, êîòîðûé
çàïàòåíòîâàë êîíñòðóêöèþ
ãåîäåçè÷åñêèõ êóïîëîâ äëÿ
ïîêðûòèÿ áîëüøèõ ïëîùàäåé ñ
îïîðàìè òîëüêî íà ãðàíèöå.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Buckyballs

Äëÿ ôóëëåðåíîâ â àíãëèéñêîì ÿçûêå èñïîëüçóåòñÿ òàêæå
íàçâàíèå buckyballs.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Äèàãðàììû Øëåãåëÿ ôóëëåðåíîâ

Äîäåêàýäð
p6 = 0

Áî÷êà
p6 = 2

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ôóëëåðåíû

Ôóëëåðåíû áûëè îòêðûòû õèìèêàìè-òåîðåòèêàìè Ð.Ê�åðëîì,
Õ. Êðîòî è Ð. Ñìîëëè â 1985 ã. (Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ, 1996).

Àñòðîíîìû îáíàðóæèëè çàðàíåå ïðåäñêàçàííûå õàðàêòåðíûå
ñïåêòðàëüíûå ëèíèè ôóëëåðåíîâ â êîñìîñå � â àòìîñôåðàõ
óãëåðîäíûõ çâåçä.
Çàòåì è íà Çåìëå óäàëîñü èõ ïîëó÷èòü â ïëàìåíè
ýëåêòðè÷åñêîé äóãè.
Äîëãîå âðåìÿ ôóëëåðåíû ïîëó÷àëè òîëüêî â ëàáîðàòîðèÿõ
íàó÷íûõ öåíòðîâ.

Ê 1992 ãîäó ñòàëî èçâåñòíî, ÷òî â âîäîðàñòâîðèìîé ÷àñòè
øóíãèòà ñîäåðæèòñÿ äî îäíîãî ïðîöåíòà ôóëëåðåíîâ.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Øóíãèò-ôóëëåðåíû

Îáðàçöû øóíãèòîâîé ïîðîäû

Â 1877 ãîäó ïðîôåññîð ãåîëîãèè
Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà
À.À.Èíîñòðàíöåâ îïðåäåëèë
íîâûé êðàéíèé ÷ëåí â ðÿäó
ïðèðîäíûõ íåêðèñòàëëè÷åñêèõ
óãëåðîäîâ, íå ÿâëÿþùèõñÿ
êàìåííûì óãë�åì. Îí äàë
ýòîé ïîðîäå èìÿ øóíãèò
ïî íàçâàíèþ çàîíåæñêîãî
ñåëà Øóíüãà, ãäå îíà
âïåðâûå áûëà îáíàðóæåíà.

Ýòà ïîðîäà ïðèñóòñòâóåò â êà÷åñòâå ïðèìåñè â øóíãèòîâûõ
ñëàíöàõ è äîëîìèòàõ, ðàñïðîñòðàí�åííûõ ïî âñåìó Çàîíåæüþ
� îò Ãèðâàñà íà çàïàäå äî Òîëâóè è Øóíüãè íà âîñòîêå.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ìàòåìàòè÷åñêèå ôóëëåðåíû è èõ f-âåêòîðû

Îïðåäåëåíèå

(Ìàòåìàòè÷åñêèì) ôóëëåðåíîì íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé
òð�åõìåðíûé ìíîãîãðàííèê, ó êîòîðîãî âñå äâóìåðíûå ãðàíè
ÿâëÿþòñÿ ïÿòèóãîëüíèêàìè èëè øåñòèóãîëüíèêàìè.

Ôóëëåðåí C60 Óñå÷�åííûé èêîñàýäð

Äëÿ ëþáîãî ôóëëåðåíà p5 = 12,

f0 = 2(10 + p6), f1 = 3(10 + p6), f2 = (10 + p6) + 2

Ñóùåñòâóþò ôóëëåðåíû ñ ëþáûì çíà÷åíèåì p6 6= 1.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïåðåñòðîéêà Ýíäî-Êðîòî

Ïðè ïîìîùè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðåñòðîåê Ýíäî-Êðîòî èç
áî÷êè ìîæíî ïîëó÷èòü ôóëëåðåí ñ ëþáûì p6 = k, k > 2.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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×èñëî êîìáèíàòîðíûõ òèïîâ ôóëëåðåíîâ

Ñîãëàñíî òåîðåìå W. Thurston'à (1998 ãîä),

÷èñëî F(p6) êîìáèíàòîðíûõ òèïîâ (èçîìåðîâ) ôóëëåðåíîâ
êàê ôóíêöèÿ îò p6 ðàñò�åò àññèìïòîòè÷åñêè, êàê p96.

p6 0 1 2 3 4 5 6 7 8 . . . 190

F(p6) 1 0 1 1 2 3 6 6 15 . . . 132247999328

http://hog.grinvin.org

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Èêîñîýäðàëüíûå ôóëëåðåíû

Îïðåäåëåíèå

Ôóëëåðåí, èìåþùèé ãðóïïó (êîìáèíàòîðíûõ) ñèììåòðèé
èêîñàýäðà, íàçûâàåòñÿ èêîñàýäðàëüíûì.

C60 C80

F(20) = 1812, òîëüêî C60 ÿâëÿåòñÿ èêîñîýäðàëüíûì.
F(30) = 31924, òîëüêî C80 ÿâëÿåòñÿ èêîñîýäðàëüíûì.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà I

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà II

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðèëîæåíèÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð

Ïðîöåäóðà I ñðåçàåò ñðàçó âñå ð�åáðà ìíîãîãðàííèêà P.
Â ðåçóëüòàòå êàæäîå ðåáðî ïîðîæäàåò øåñòèóãîëüíèê.
Ïðîöåäóðà II � ãëóáîêàÿ ñðåçêà ñðàçó âñåõ âåðøèí
ìíîãîãðàííèêà P. Â ðåçóëüòàòå êàæäàÿ âåðøèíà ïîðîæäàåò
øåñòèóãîëüíèê.

ïðîöåäóðà I óâåëè÷èâàåò f0 â 4 ðàçà;

ïðîöåäóðà II óâåëè÷èâàåò f0 â 3 ðàçà;

ïðîöåäóðû I è II êîììóòèðóþò.

Ïðèìåíåíèå ê äîäåêàýäðó:

ïðîöåäóðû II äà�åò áàêìèíñòåðôóëëåðåí C60 ñ p6 = 20;

ïðîöåäóðû I äà�åò ôóëëåðåí C80 ñ p6 = 30.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Èêîñàýäðàëüíûå ìíîãîãðàííèêè

Îïðåäåëåíèå

Ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ èêîñàýäðàëüíûì, åñëè

âñå ãðàíè 5- è 6- óãîëüíèêè;

ãðóïïîé ñèììåòðèé ìíîãîãðàííèêà ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà
ñèììåòðèé èêîñàýäðà.

Èêîñîýäðàëüíûå ìíîãîãðàííèêè � ýòî â òî÷íîñòè òå
ìíîãîãðàííèêè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç äîäåêàýäðà
ìíîãîêðàòíûì ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóð I è II.

Ýòè ìíîãîãðàííèêè áûëè ââåäåíû â 1937 ã. â ðàáîòå
Ì. Ãîëäáåðãà (Michael Goldberg, 1902-1990). Îíè íàçûâàþòñÿ
òàêæå ìíîãîãðàííèêàìè Ãîëäáåðãà.

Âñå èêîñàýäðàëüíûå ìíîãîãðàííèêè ÿâëÿþòñÿ ôóëëåðåíàìè.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïîñòðîåíèå ïðîñòûõ òð�åõìåðíûõ ìíîãîãðàííèêîâ

Òåîðåìà (Ýáåðõàðä (1891), Áðþêíåð (1900))

Êàæäûé òð�åõìåðíûé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê êîìáèíàòîðíî
ýêâèâàëåíòåí ìíîãîãðàííèêó, ïîëó÷åííîìó èç òåòðàýäðà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñðåçîê âåðøèí, ñðåçîê ð�åáåð è
(2, k)-óñå÷åíèé.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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(2, 7)-óñå÷åíèå

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...



38/77

(2, 7)-óñå÷åíèå

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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(2, 7)-óñå÷åíèå

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ñâîéñòâà (2, k)-óñå÷åíèÿ

F

F1

E1 F2

F3
E4

F4

F'1

F'4

F'2

F'3

F' F''
E2

E3

E'2

E'3

(2, k)-óñå÷åíèå � (2, k; s1, s4)-óñå÷åíèå � ëîêàëüíàÿ îïåðàöèÿ.

k-óãîëüíèê F ðàñïàäàåòñÿ íà (k− 1)-óãîëüíèê F′ è
5-óãîëüíèê F′′;

êàæäîå èç ð�åáåð E1 è E4 ðàçäåëÿåòñÿ òî÷êîé íà äâà
ðåáðà;

÷èñëî ñòîðîí ãðàíåé F1 è F4 óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1.

êîìáèíàòîðèêà ãðàíåé F2 è F3 íå èçìåíÿåòñÿ.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïîñòðîåíèå êîìáèíàòîðíûõ ôóëëåðåíîâ

Òåîðåìà(Áóõøòàáåð-Åðîõîâåö, 2015)

Êàæäûé ôóëëåðåí êîìáèíàòîðíî ýêâèâàëåíòåí
ìíîãîãðàííèêó, ïîëó÷àåìîìó èç äîäåêàýäðà ïðè ïîìîùè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëåäóþùèõ îïåðàöèé óñå÷åíèé:

(1; 4, 5), (1; 5, 5);

(2, 6; 4, 5), (2, 6; 5, 5), (2, 6; 5, 6);

(2, 7; 5, 5), (2, 7; 5, 6).

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...



42/77

Ñõåìà îïåðàöèé óñå÷åíèé

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ñåìåéñòâî ôóëëåðåíîâ, îïðåäåëÿåìûõ äîäåêàýäðîì

Φ = {Φq, q = 0, 1, 2, . . .}.

Φ0 � äîäåêàýäð, f0 = 20, p6 = 0.
Φq ïîëó÷àåòñÿ èç äîäåêàýäðà âñòàâêîé ìåæäó åãî äâóìÿ
ïîëîâèíàìè q ïîÿñîâ èç 6-óãîëüíèêîâ, f0 = 20 + 10q, p6 = 5q.

Äèàãðàììà Øëåãåëÿ ôóëëåðåíà Φ2.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Êîíñòðóêöèÿ ôóëëåðåíîâ

Ïóñòü P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ 3-ìíîãîãðàííèêîâ è
F � ìíîæåñòâî âñåõ ôóëëåðåíîâ. Ïîëîæèì:
Φ⊥ = F \ Φ.
PI = {P ∈ P : pi(P) = 0, i /∈ I}.
F7 = {P ∈ P{5,6,7} : p7 = 1 è 7-óãîëüíèê ñìåæåí ñ
5-óãîëüíèêîì }.

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Í.Þ. Åðîõîâåö, 2017)

1 Íèêàêîé ôóëëåðåí â Φ íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç
ìíîãîãðàííèêà áåç 4-óãîëüíèêîâ ïðè ïîìîùè
(2, k)-óñå÷åíèÿ.

2 Ëþáîé ôóëëåðåí P ∈ Φ⊥ ïîëó÷àåòñÿ èç 6-áî÷êè ïðè
ïîìîùè p6(P)− 2 îïåðàöèé (2, 6; 5, 5)-, (2, 6; 5, 6)-,
(2, 7; 5, 6)-, (2, 7; 5, 5)-óñå÷åíèÿ, òàê ÷òî êàæäûé
ïðîìåæóòî÷íûé ìíîãîãðàííèê ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó
Φ⊥ t F7.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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k-ïîÿñà

Ïóñòü P ïðîñòîé âûïóêëûé 3-ìíîãîãðàííèê.

Îïðåäåëåíèå

k-ïîÿñîì ìíîãîãðàííèêà P íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî ãèïåðãðàíåé (Fj1 , . . . ,Fjk), òàêàÿ, ÷òî
Fij1
∩ · · · ∩ Fijr

6= ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
{i1, . . . , ir} ∈ {{1, 2}, . . . , {k− 1, k}, {k, 1}}.

W1

W2

Fi

Fj

Fk

Fl

4-ïîÿñ ïðîñòîãî 3-ìíîãîãðàííèêà.
Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ôëàãîâûå ìíîãîãðàííèêè

Ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ôëàãîâûì, åñëè ëþáîå
ìíîæåñòâî ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ ãðàíåé Fi1 , . . . ,Fik :
Fis ∩ Fit 6= ∅, s, t = 1, . . . , k, èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå
Fi1 ∩ · · · ∩ Fik 6= ∅.

Ôëàãîâûé ìíîãîãðàííèê Íåôëàãîâûé ìíîãîãðàííèê

Ïðîñòîé 3-ìíîãîãðàííèê P ÿâëÿåòñÿ ôëàãîâûì òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà P 6= ∆3 è P íå ñîäåðæèò 3-ïîÿñîâ.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Çàäà÷è

Çàäà÷à

Ïîñòðîèòü ïðèìåð ìíîãîãðàííèêà, êîòîðûé èìååò 3-ïîÿñ
(ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ ôëàãîâûì), íî íå ñîäåðæèò òðåóãîëüíûõ
ãðàíåé.

Çàäà÷à

Ïîñòðîèòü ïðèìåð ìíîãîãðàííèêà, êîòîðûé èìååò 4-ïîÿñ, íî
íå ñîäåðæèò 4-óãîëüíûõ ãðàíåé.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðÿìîóãîëüíûå ìíîãîãðàííèêè

Îïðåäåëåíèå

Ïðîñòîé 3-ìíîãîãðàííèê P áóäåì íàçûâàòü ïðÿìîóãîëüíûì,
åñëè îí îáëàäàåò îãðàíè÷åííîé ðåàëèçàöèåé â ïðîñòðàíñòâå
Ëîáà÷åâñêîãî L3, òàêîé, ÷òî âñå å�å äâóãðàííûå óãëû ïðÿìûå.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...



49/77

Ìíîãîãðàííèêè Ïîãîðåëîâà

Ìíîãîãðàííèêîì Ïîãîðåëîâà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé ôëàãîâûé
3-ìíîãîãðàííèê áåç 4-ïîÿñîâ.

Òåîðåìà (À.Â. Ïîãîðåëîâ (1967), Å.Ì. Àíäðååâ (1970))

Êëàññ ìíîãîãðàííèêîâ Ïîãîðåëîâà ñîâïàäàåò ñ êëàññîì
ïðÿìîóãîëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Ðåàëèçàöèÿ ìíîãîãðàííèêà Ïîãîðåëîâà â L3 îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðÿìîóãîëüíàÿ ãðóïïà Êîêñòåðà

Ïóñòü P � ïðÿìîóãîëüíûé ìíîãîãðàííèê ñ m ãèïåðãðàíÿìè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç G(P) ãðóïïó, ïîðîæä�åííóþ îòðàæåíèÿìè
ïðîñòðàíñòâà L3 îòíîñèòåëüíî ãèïåðãðàíåé {F1, . . . ,Fm}
ìíîãîãðàííèêà P.

Ãðóïïà G(P) ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé ãðóïïîé Êîêñòåðà
(Coxeter) (RC(P)) è çàäà�åòñÿ ñëåäóþùèì ïðåäñòàâëåíèåì:

RC(P) = 〈g1, . . . , gm|g2i = 1, gigj = gjgi åñëè Fi ∩ Fj 6= ∅〉,

ãäå gi ñîîòâåòñòâóåò îòðàæåíèþ îòíîñèòåëüíî ãèïåðãðàíè Fi.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Äåéñòâèå ãðóïïû G(P) íà ïðîñòðàíñòâå L3

Ãðóïïà G(P) äåéñòâóåò íà L3 äèñêðåòíî ñ êîíå÷íûìè
èçîòðîïíûìè ïîäãðóïïàìè è ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ P.

Ëåììà

Ïóñòü φ : G(P)→ Z3
2 � ýïèìîðôèçì. Ïîäãðóïïà Kerφ ⊂ G(P)

íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âñå âåêòîðû φ(gik) äëÿ ãèïåðãðàíåé Fik ,
k ∈ {1, 2, 3}, ìíîãîãðàííèêà P, èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó,
ëèíåéíî íåçàâèñèìû â Z3

2.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïîäãðóïïû, äåéñòâóþùèå ñâîáîäíî íà L3

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü ýïèìîðôèçì φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ëåììû.
Òîãäà ãðóïïà Kerφ äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà L3.

Òåîðåìà (À.Þ. Âåñíèí, 1987)

Ïðîñòðàíñòâî îðáèò H(P;φ) = L3
/
Kerφ ÿâëÿåòñÿ

êîìïàêòíûì ãèïåðáîëè÷åñêèì 3-ìíîãîîáðàçèåì.
Ìíîãîîáðàçèå H(P;φ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåçóëüòàò ñêëåéêè
|Z3

2| = 23 êîïèé ìíîãîãðàííèêà P è èìååò ðèìàíîâó ìåòðèêó
ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû.

Ñëåäñòâèå

Êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå H(P;φ) ÿâëÿåòñÿ àñôåðè÷åñêèì
(ò.å. ïðîñòðàíñòâîì Ýéëåíáåðãà-Ìàêëåéíà K(Kerφ, 1)), òàê
êàê åãî óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå L3 ÿâëÿåòñÿ ñòÿãèâàåìûì.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Íåðåø�åííûå ïðîáëåìû

Ãèïîòåçà Â.È. Àðíîëüäà - Òîìà - Ôàìà

Êëàññèôèöèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî ãðóïïû Àðòèíà ìîæåò
áûòü ïîëó÷åíî êàê ïðîñòðàíñòâî îðáèò ñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ
ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû Êîêñòåðà íà ïðîñòðàíñòâå
äîïîëíåíèÿ ê êîíôèãóðàöèè ãèïåðïëîñêîñòåé.

Ýòà ãèïîòåçà ñâÿçàíà ñ èçâåñòíîé ïðîáëåìîé àëãåáðàè÷åñêîé
òîïîëîãèè:

Ïðîáëåìà

Äëÿ êàêèõ ãðóïï G ïðîñòðàíñòâî Ýéëåíáåðãà-Ìàêëåéíà
K(G, 1) ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî êîìïàêòíîìó
CW-êîìïëåêñó.

Â ñëó÷àå ãðóïï G(P) ïðÿìîóãîëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ P ýòà
ïðîáëåìà ðåøåíà.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðèëîæåíèå òåîðåìû î ÷åòûðåõ êðàñêàõ

Ïóñòü P � íåêîòîðûé ïðîñòîé òðåõìåðíûé ìíîãîãðàííèê.
Ãðàíèöó ∂P, ðàçáèòóþ íà ãèïåðãðàíè F1, ...,Fm, ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê êàðòó íà ñôåðå S2.
Ñîãëàñíî ðåøåíèþ ïðîáëåìû î ÷åòûð�åõ êðàñêàõ,

ãðàíèöó ∂P ìîæíî ïðàâèëüíî ðàñêðàñèòü â 4 öâåòà, òî åñòü
ëþáûå 2 ãèïåðãðàíè, ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî ðåáðó, îêàçûâàþòñÿ
ðàñêðàøåííûìè â ðàçíûå öâåòà.

Èç óñëîâèÿ ïðîñòîòû ìíîãîãðàííèêà P ñëåäóåò, ÷òî åñëè
Fi ∩ Fj 6= ∅, òî Fi ∩ Fj ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì.

Ñëåäñòâèå

Ïðè ëþáîé ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå êàðòû ∂P è ëþáîé
âåðøèíû vk = Fi1 ∩ Fi2 ∩ Fi3 ãðàíè Fi1 ,Fi2 ,Fi3 ðàñêðàøåíû â
ðàçíûå öâåòà.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðèëîæåíèå òåîðåìû î ÷åòûðåõ êðàñêàõ

Ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ìíîãîãðàííèêà P çàäà�åò ôóíêöèþ

ψ : {F1, . . . ,Fm} → {1, 2, 3, 4},

ãäå ψ(Fi) = k. Çäåñü k � íîìåð êðàñêè, êîòîðîé ðàñêðàøåíà
ãèïåðãðàíü Fi.
Âîçüìåì íàáîð E = {ek | k = 1, ..., 4} ýëåìåíòîâ
Z2-âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Z3

2, ãäå ýëåìåíòû ek, k = 1, 2, 3
îáðàçóþò áàçèñ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà è e4 = e1 + e2 + e3.

Ëþáûå 3 âåêòîðà èç íàáîðà E îáðàçóþò áàçèñ â Z3
2.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ H(P;ψ)

Ïóñòü P � ïðÿìîóãîëüíûé ìíîãîãðàííèê. Ðàññìîòðèì
ãîìîìîðôèçì φ : G(P)→ Z3

2, òàêîé, ÷òî φ(gi) = ψ(Fi).

Òåîðåìà

Ãðóïïà Kerφ äåéñòâóåò ñâîáîäíî íà L3.

Ñëåäñòâèå

Äëÿ ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ìíîãîãðàííèêà P è åãî
ðàñêðàñêè, çàäàâàåìîé ôóíêöèåé ψ, îïðåäåëåíî êîìïàêòíîå
ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå H(P;ψ).

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ôóëëåðåíîâ

Òåîðåìà

Êàæäûé ôóëëåðåí ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì Ïîãîðåëîâà.

Ñëåäñòâèå

Äëÿ êàæäîé ðàñêðàñêè ψ ôóëëåðåíà P îïðåäåëåíî
ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå H(P;ψ).

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ãàìèëüòîíîâû öèêëû

Ãàìèëüòîíîâûì öèêëîì ãðàôà íàçûâàåòñÿ öèêë, ïðîõîäÿùèé
÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó ýòîãî ãðàôà îäèí è òîëüêî îäèí ðàç.

Òåîðåìà (Êàðäîø, 2014)

Ð�åáåðíûé ãðàô ëþáîãî ôóëëåðåíà èìååò ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðèëîæåíèÿ

Ëåììà

Ãàìèëüòîíîâ öèêë íà ð�åáåðíîì ãðàôå òð�åõìåðíîãî
ìíîãîãðàííèêà çàäà�åò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó åãî
ãèïåðãðàíåé.

Ïðîáëåìà

Íàéòè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïðàâèëüíîé ðàñêðàñêå
ãðàíèöû ôóëëåðåíà, èñïîëüçóþùåå ñïåöèôèêó
êîìáèíàòîðèêè ôóëëåðåíîâ.

Îïðåäåëåíèå

Äâå ðàñêðàñêè êàðò ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè
îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé öâåòîâ.

Ïðîáëåìà

Èñïîëüçóÿ îïèñàííûå âûøå êîíñòðóêöèè ôóëëåðåíîâ, íàéòè
÷èñëî íåýêâèâàëåíòíûõ ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê èõ ãðàíèö.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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W.P. Thurston, Shapes of polyhedra and triangulations of the sphere, The Epsteub

birthday schrift, Geom. Topol. Monogr., 1, Geom. Topol. Publ., Coventry, 1998, 511-549.

Marjorie Senechal, Editor "Shaping space Exploring Polyhedra in Nature, Art, and the

Geometrical Imagination, 2013.

G. Brinkmann, J. Goedgebeur, B. D. McKay, The generation of fullerenes, Ars Math.

Contemp., 11:2 (2016), 353-379.

V.M. Buchstaber, N.Yu. Erokhovets, Construction of families of three-dimensional

polytopes, characteristic patches of fullerenes, and Pogorelov polytopes, Izvestiya:
Mathematics, 81:5 (2017).

V.M. Buchstaber, N.Yu. Erokhovets, Finite sets of operations su�cient to construct any

fullerene from C20, Struct. Chem., 28:1 (2017), 225-234.

À. Þ. Âåñíèí Ïðÿìîóãîëüíûå ìíîãîãðàííèêè è òðåõìåðíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå

ìíîãîîáðàçèÿ, ÓÌÍ, 2017, òîì 72, âûïóñê 2(434), 147-190.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Äîïîëíåíèå.

Ðàçáèåíèå ïëîñêîñòè íà ìíîãîãðàííèêè è

ãðàôåíû

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ãðàôåí

Ïëîñêîñòü R2 ìîæåò áûòü çàìîùåíà ïðàâèëüíûìè
øåñòèóãîëüíèêàìè.

Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ãðàôåíà.
Óçëû � àòîìû óãëåðîäà, à ð�åáðà � ñâÿçè, óäåðæèâàþùèå
àòîìû â ëèñòå ãðàôåíà.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ãðàôåí

Ãðàôåí (àíãë. graphene) � äâóìåðíàÿ ìîäèôèêàöèÿ óãëåðîäà,
îáðàçîâàííàÿ ñëîåì àòîìîâ óãëåðîäà òîëùèíîé â îäèí àòîì.
Îí îáëàäàåò óíèêàëüíûìè ýëåêòðîôèçè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

Â 2010 ãîäó À.Ê. Ãåéìó è Ê.Ñ. Íîâîñ�åëîâó áûëà ïðèñóæäåíà
Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî ôèçèêå çà ¾ïåðåäîâûå îïûòû ñ
äâóìåðíûì ìàòåðèàëîì � ãðàôåíîì¿.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ 2-ïîâåðõíîñòåé

Ïðîñòîå ðàçáèåíèå êîìïàêòíîé 2-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè M2

(çàìêíóòîé èëè ñ ãðàíèöåé) íà ìíîãîóãîëüíèêè
îïðåäåëÿåòñÿ âëîæåííûì ïðîñòûì ãðàôîì, òàêèì, ÷òî
êàæäàÿ ãðàíü ÿâëÿåòñÿ äèñêîì, îãðàíè÷åííûì ïðîñòûì
öèêëîì (ò.å. ìíîãîóãîëüíèêîì), è ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ
ìíîãîóãîëüíèêîâ ëèáî ïóñòî, ëèáî ÿâëÿåòñÿ îáùèì ðåáðîì.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ 2-ïîâåðõíîñòåé
Ëþáàÿ âåðøèíà ïðîñòîãî ðàçáèåíèÿ èìååò âàëåíòíîñòü

3, åñëè ýòî âíóòðåííÿÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè;
2 èëè 3, åñëè îíà ëåæèò íà ãðàíèöå.

Ïóñòü

pk � ÷èñëî k-óãîëüíèêîâ ïðîñòîãî ðàçáèåíèÿ,

µi � ÷èñëî âåðøèí íà ãðàíèöå, èìåþùèõ âàëåíòíîñòü
i = 2, 3.

p4 = 3 p3 = 1, p4 = 2
µ2 − µ3 = 0, χ(M) = 1 µ2 − µ3 = −1, χ(M) = 1.

2 · 3 = 6 · 1 + 0 3 · 1 + 2 · 2 = 6 · 1 + 1
Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ 2-ïîâåðõíîñòåé

Ïîëîæèì δ = µ2 − µ3.

Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè M2

3p3 + 2p4 + p5 = 6χ(M2)− δ +
∑
k>7

(k− 6)pk.

Íå ñóùåñòâóåò ïðîñòûõ ðàçáèåíèé çàìêíóòûõ 2-ìåðíûõ
ïîâåðõíîñòåé íà øåñòèóãîëüíèêè, åñëè χ(M2) 6= 0.

Òîëüêî òîð T2 è áóòûëêà Êëåéíà K èìåþò ïðîñòûå
ðàçáèåíèÿ íà øåñòèóãîëüíèêè.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ äèñêà íà 5- è 6-óãîëüíèêè

Äèñêîì D2 ìû áóäåì ñ÷èòàòü 2-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü,
ãîìåîìîðôíóþ ñòàíäàðòíîìó äèñêó {z ∈ C : |z| 6 1}.

Èìååì χ(D2) = 1 è ôîðìóëà ïðèíèìàåò âèä

p5 = 6− δ =⇒ −∞ < δ 6 6

p5 = 0⇔ δ = 6; p5 = 6⇔ δ = 0.

Ñóùåñòâóþò ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ äèñêà D2 äëÿ
ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé p5 è p6.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðèìåðû ïðîñòûõ ðàçáèåíèé äèñêà

p5 = 1, p6 = 5, δ = 5; p5 = 0, p6 = 7, δ = 6; p5 = 7, p6 = 2, δ = −1
Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ öèëèíäðà è ëåíòû Ì�åáèóñà
íà 5- è 6-óãîëüíèêè.

Ïóñòü C � öèëèíäð èëè ëåíòà Ì�åáèóñà.
Òîãäà χ(C) = 0 è p5 = −δ =⇒ δ 6 0.

Ñóùåñòâóþò ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïîâåðõíîñòè C äëÿ ëþáûõ
çíà÷åíèé p5 è p6, òàêèõ, ÷òî

p5 + p6 > 3 =⇒ p6 > 3 + δ.

Äëÿ ïðîñòûõ ðàçáèåíèé C íà øåñòèóãîëüíèêè èìååì:

µ2 = µ3;

f0 = µ2 + 2p6, f1 = µ2 + 3p6, f2 = p6.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà 5- è 6-óãîëüíèêè

Çàäà÷à

Ïîñòðîèòü ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà 5- è 6-óãîëüíèêè.

Îòâåò

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

p5 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà 5- è 6-óãîëüíèêè

Çàäà÷à

Ïîñòðîèòü ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà 5- è 6-óãîëüíèêè.

Îòâåò

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

p5 ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà k-óãîëüíèêè

Çàäà÷à

Ïîñòðîèòü ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà k-óãîëüíèêè.

Îòâåò

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k > 6.

Çàäà÷à

Ïîñòðîèòü ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà ìíîãîóãîëüíèêè
c pk 6= 0 òîëüêî äëÿ k ∈ {6, q}.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà k-óãîëüíèêè

Çàäà÷à

Ïîñòðîèòü ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà k-óãîëüíèêè.

Îòâåò

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k > 6.

Çàäà÷à

Ïîñòðîèòü ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà ìíîãîóãîëüíèêè
c pk 6= 0 òîëüêî äëÿ k ∈ {6, q}.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà k-óãîëüíèêè

Çàäà÷à

Ïîñòðîèòü ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà k-óãîëüíèêè.

Îòâåò

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà k > 6.

Çàäà÷à

Ïîñòðîèòü ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè íà ìíîãîóãîëüíèêè
c pk 6= 0 òîëüêî äëÿ k ∈ {6, q}.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè

Çàäà÷à

Ïîñòðîèòü ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè,
òàêèå, ÷òî pk 6= 0 òîëüêî äëÿ

k ∈ {5, 6, 7}.

Ïðîáëåìà

Êëàññèôèöèðîâàòü ïðîñòûå ðàçáèåíèÿ ïëîñêîñòè,
òàêèå, ÷òî pk 6= 0 òîëüêî äëÿ

k ∈ {5, 6, 7}.

Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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Â.Ì.Áóõøòàáåð Êîìáèíàòîðèêà ñåìåéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ è...
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