
Îò÷åò Íèêîëüñêîé Îëüãè Âëàäèìèðîâíû ïî ãðàíòó

Ôîíäà "Äèíàñòèÿ" çà 2011 - 2013 ãã

Ïðåäïîëàãàåìûé ïëàí èññëåäîâàíèé íà 2011-2013 ãã.

Â 2011 ãîäó ïðåäïîëàãàëîcü äîêàçàòü ãèïîòåçó Õîäæà è ñòàíäàðòíóþ ãèïîòåçó B(X)

äëÿ ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ X = X1 ×C X2 äâóõ íåèçîòðèâèàëüíûõ ñåìåéñòâ K3

ïîâåðõíîñòåé πk : Xk → C (k = 1, 2) ñî ñòàáèëüíûìè âûðîæäåíèÿìè ïðè óñëîâèè,

÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè s ∈ C õîòÿ áû îäèí èç ñëî¼â X1s, X2s íåîñîáûé, à äëÿ îáùåãî

ãåîìåòðè÷åñêîãî ñëîÿ Xks ÷èñëî 22 − rank NS(Xks) = pk ÿâëÿåòñÿ íå÷¼òíûì ïðîñòûì

(k = 1, 2) è p1 6= p2.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ðåçóëüòàòà ïðåäïîëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü òîíêèå ôàêòû èç

òåîðèè ñìåøàííûõ ñòðóêòóð Õîäæà, à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðûõ êàíîíè÷åñêèõ

ðàçëîæåíèé êîãîìîëîãèé, ñâÿçàííûõ ñî ñïåêòðàëüíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè Ëåðå.

Â 2012 ãîäó ïðåäïîëàãàëîñü äîêàçàòü ñòàíäàðòíóþ ãèïîòåçó B(X) äëÿ ðàññëîåííîãî

ïðîèçâåäåíèÿ X1 ×C X2, ãäå X1 → C - íåèçîòðèâèàëüíîå ñåìåéñòâî K3 ïîâåðõíîñòåé ñ

ïîëóñòàáèëüíûìè âûðîæäåíèÿìè è X2 → C - àáåëåâà ñõåìà îòíîñèòåëüíîé ðàçìåðíîñòè

2, ïðè÷åì äëÿ îáùåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñëîÿ Xks (k = 1, 2) âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

22− rank NS(X1s) = p1 - íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî è End(X2s) →̃Z.

Â 2013 ãîäó ïðåäïîëàãàëîñü îáîáùèòü ýòè ðåçóëüòàòû, îñëàáèâ òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêîñòè

ñëî¼â è ÷èñëàì pk. Ïðåäïîëàãàëîñü òàêæå çàùèòèòü êàíäèäàòñêóþ äèññåðòàöèþ.

1. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â 2013 ãîäó:

Ãëàäêàÿ êîìïëåêñíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïîâåðõíîñòü S íàçûâàåòñÿ K3 ïîâåðõíîñòüþ, åñëè

Ω2
S →̃ OS è H1(S,OS) = 0.

Â äàëüíåéøåì πk : Xk → C (k = 1, 2) � ñþðúåêòèâíûé ìîðôèçì ãëàäêîãî ïðîåêòèâíî-

ãî 3-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Xk íà ãëàäêóþ ïðîåêòèâíóþ êðèâóþ C, îáùèé ãåîìåòðè÷åñêèé

ñëîé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ K3 ïîâåðõíîñòüþ. Ìû íàçûâàåì ñåìåéñòâî πk : Xk → C íåèçîòðè-
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âèàëüíûì, åñëè ñóùåñòâóþò õîòÿ áû äâà íåèçîìîðôíûõ ãëàäêèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñëîÿ

ìîðôèçìà πk.

Äëÿ ãëàäêîãî ñëîÿ Xks îáçíà÷èì ÷åðåç NSQ(Xks)
⊥ îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê ïðîñò-

ðàíñòâó NSQ(Xks)
def
= NS(Xks) ⊗Z Q ⊂ H2(Xks,Q) îòíîñèòåëüíî èíäåêñà ïåðåñå÷åíèÿ.

×åðåç Hg(Xks) îáîçíà÷èì ãðóïïó Õîäæà K3 ïîâåðõíîñòè Xks.

Ïóñòü πk : Xk → C � òàêîé ìîðôèçì ãëàäêîãî ïðîåêòèâíîãî òðåõìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ

íà êðèâóþ, ÷òî âñå ñëîè ìîðôèçìà πk ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿìè ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé

êðàòíîñòè 1 ñ íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè, îáùèé ãåîìåòðè÷åñêèé ñëîé Xks ÿâëÿåòñÿ K3

ïîâåðõíîñòüþ (k = 1, 2). Åñëè ëþáàÿ ëîêàëüíàÿ ìîíîäðîìèÿ γ, àññîöèèðîâàííàÿ ñ îñîáûì

ñëîåì è äåéñòâóþùàÿ íà H2(Xks,Q), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ N2 6= 0, ãäå N = log(γ),

òî ìû ãîâîðèì, ÷òî πk : Xk → C � ñåìåéñòâî K3 ïîâåðõíîñòåé ñ ïîëóñòàáèëüíûìè

âûðîæäåíèÿìè ðàöèîíàëüíîãî òèïà. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì Âèê.Ñ. Êóëèêîâà, â ýòîì ñëó÷àå

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå âûðîæäåííûå ñëîè ìîðôèçìà πk ÿâëÿþòñÿ îáúåäèíåíèÿìè ãëàäêèõ

ðàöèîíàëüíûõ ïîâåðõíîñòåé Vi êðàòíîñòè 1 ñ íîðìàëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿìè, äâîéíûå êðèâûå

Ci,j íà êàæäîé ïîâåðõíîñòè Vi ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè ðàöèîíàëüíûìè êðèâûìè, îáðàçóþùèìè

öèêë, ëîêàëèçàöèÿ ñåìåéñòâà πk : Xk → C íàä ëþáûì îòêðûòûì äèñêîì â C èìååò

òðèâèàëüíûé êàíîíè÷åñêèé êëàññ.

Ïëàí â îñíîâíîì âûïîëíåí, ïîëó÷åíû äîêàçàòåëüñòâà ãèïîòåçû Õîäæà è ñòàíäàðò-

íîé ãèïîòåçû Ãðîòåíäèêà îá àëãåáðàè÷íîñòè îïåðàòîðà Õîäæà çâåçäî÷êà äëÿ ãëàäêèõ

ïðîåêòèâíûõ ìîäåëåé ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåèçîòðèâèàëüíûõ ñåìåéñòâ K3

ïîâåðõíîñòåé íàä ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé ïðè ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà âûðîæäåíèÿ

è ðàíãè ãðóïï Íåðîíà - Ñåâåðè îáùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñëîåâ ñåìåéñòâ. Ýòî ïîçâîëèò â

äàëüíåéøåì ïðîâåðèòü ãèïîòåçó Ìþððå î ñóùåñòâîâàíèè ðàçëîæåíèÿ ×æîó - Êþííåòà,

à òàêæå ìîòèâíóþ ãèïîòåçó Ëåôøåöà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìíîãîîáðàçèé â ñëó÷àå âû-

ðîæäåíèé ðàöèîíàëüíîãî òèïà (êîãäà êîìïîíåíòû âûðîæäåííîãî ñëîÿ ñåìåéñòâà è èõ

ïåðåñå÷åíèÿ ðàöèîíàëüíûå).

Íå óäàëîñü ðàñïðîñòðàíèòü äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû Ãðîòåíäèêà íà ñëó÷àé ðàññëîåí-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñåìåéñòâà K3 ïîâåðõíîñòåé è àáåëåâîé ñõåìû îòíîñèòåëüíîé ðàçìåð-

íîñòè 2 íàä ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé (ïðè÷èíà - íåäîñòàòîê âðåìåíè).
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Ðåçóëüòàòû, îïóáëèêîâàííûå â Èçâåñòèÿõ ÐÀÍ [4]:

0.1. Òåîðåìà. Ïóñòü πk : Xk → C (k = 1, 2) � ïðîåêòèâíîå íåèçîòðèâèàëüíîå

ñåìåéñòâî K3 ïîâåðõíîñòåé (âîçìîæíî, ñ âûðîæäåíèÿìè) íàä ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé

êðèâîé C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâà ∆k = {δ ∈ C | Sing(Xkδ) 6= ∅} (k = 1, 2)

íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Åñëè äëÿ îáùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñëîåâ X1s è X2s âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) rank NS(X1s) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì ÷èñëîì;

(ii) rank NS(X1s) 6= rank NS(X2s),

òî äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé ìîäåëè X ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ X1 ×C X2

âåðíà ãèïîòåçà Õîäæà îá àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëàõ.

Åñëè, êðîìå òîãî, ìîðôèçìû π1 è π2 ãëàäêèå, pk = 22 − rank NS(Xks) (k = 1, 2) �

íå÷åòíûå ïðîñòûå ÷èñëà è p1 6= p2, òî äëÿ X1 ×C X2 âåðíà ñòàíäàðòíàÿ ãèïîòåçà

Ãðîòåíäèêà îá àëãåáðàè÷íîñòè îïåðàòîðîâ ∗ è Λ òåîðèè Õîäæà.

0.2. Òåîðåìà. Ïóñòü C - ãëàäêàÿ ïðîåêòèâíàÿ êðèâàÿ íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë,

π1 : X1 → C - ãëàäêîå ïðîåêòèâíîå íåèçîòðèâèàëüíîå ñåìåéñòâî K3 ïîâåðõíîñòåé,

ïðè÷åì äëÿ îáùåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ñëîÿ X1s ÷èñëî 22 − rank NS(X1s) = p1 ÿâëÿåòñÿ

íå÷¼òíûì ïðîñòûì. Òîãäà äëÿ ðàññëîåííîãî êâàäðàòà X = X1 ×C X1 âåðíû ãèïîòåçà

Õîäæà è ñòàíäàðòíàÿ ãèïîòåçà Ãðîòåíäèêà B(X) òèïà Ëåôøåöà îá àëãåáðàè÷íîñòè

îïåðàòîðîâ ∗ è Λ òåîðèè Õîäæà.

Ðåçóëüòàòû, ïîäàííûå â ïå÷àòü â Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè [5]:

Òåîðåìà 1. Äëÿ ïðîåêòèâíûõ íåèçîòðèâèàëüíûõ ñåìåéñòâ πk : Xk → C K3 ïîâåðõ-

íîñòåé (âîçìîæíî ñ âûðîæäåíèÿìè) íàä ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé C ïðåäïîëîæèì,

÷òî îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñëîè X1s, X2s óäîâëåòâîðÿþò õîòÿ áû îäíîìó èç ñëåäóþùèõ

óñëîâèé:

(i) rank NS(X1s) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì ÷èñëîì, rank NS(X1s) 6= rank NS(X2s);

(ii) rank NS(X1s) 6= 18, EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ = Q, rank NS(X1s) 6= rank NS(X2s).

Òîãäà äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé ìîäåëè X ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ X1 ×C X2

âåðíà ãèïîòåçà Õîäæà îá àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëàõ.

Òåîðåìà 2. Ãèïîòåçà Õîäæà âåðíà äëÿ ãëàäêîé ìîäåëè X ðàññëîåííîãî êâàäðàòà

X1×C X1, åñëè ñåìåéñòâî K3 ïîâåðõíîñòåé π1 : X1 → C íåèçîòðèâèàëüíîå è äëÿ îáùåãî

ãåîìåòðè÷åñêîãî ñëîÿ X1s âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

(iii) p1 = 22− rank NS(X1s) � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî;

(iv) rank NS(X1s) 6= 18 è EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ = Q.
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Ðåçóëüòàòû, ïîäàííûå â ïå÷àòü â Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê [6]:

Òåîðåìà. Ïóñòü πk : Xk → C (k = 1, 2) � ïðîåêòèâíûå íåèçîòðèâèàëüíûå ñåìåéñòâà

K3 ïîâåðõíîñòåé (âîçìîæíî ñ âûðîæäåíèÿìè) íàä ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé êðèâîé C. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî îáùèå ãåîìåòðè÷åñêèå ñëîè X1s, X2s óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

(i) êîëüöî EndHg(X1s) NSQ(X1s)
⊥ � ìíèìîå êâàäðàòè÷íîå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Q,

(ii) rank NS(X1s) 6= 18,

(iii) EndHg(X2s) NSQ(X2s)
⊥ � âïîëíå âåùåñòâåííîå ïîëå èëè rank NS(X1s) < rank NS(X2s).

Òîãäà äëÿ ëþáîé ãëàäêîé ïðîåêòèâíîé ìîäåëè X ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ X1×CX2

âåðíà ãèïîòåçà Õîäæà îá àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëàõ.

2. Îïóáëèêîâàííûå è ïîäàííûå â ïå÷àòü ðàáîòû:

[1] Î.Â.Íèêîëüñêàÿ, Îá àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëàõ íà ðàññëîåííîì ïðîèçâåäåíèè ãëàäêèõ

ñåìåéñòâ Ê3 ïîâåðõíîñòåé, Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óï-

ðàâëåíèÿ è ìåõàíèêå (Ñóçäàëü, 1-5 èþëÿ 2011 ãîäà), òåçèñû äîêëàäà, 150-152.

[2] Î.Â. Íèêîëüñêàÿ, �Îá àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëàõ íà ãëàäêîé ìîäåëè ðàññëîåííîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ ñåìåéñòâ K3 ïîâåðõíîñòåé�, Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé

òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìåõàíèêå (Ñóçäàëü, 29 èþíÿ - 4 èþëÿ 2012 ãîäà), òåçèñû äîêëàäà,

128-129.

[3] Î.Â. Íèêîëüñêàÿ, �Î öèêëàõ íà ãëàäêîé ìîäåëè ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñåìåéñòâ

K3 ïîâåðõíîñòåé�, Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ

è ìåõàíèêå (Ñóçäàëü, 5-9 èþëÿ 2013 ãîäà), òåçèñû äîêëàäà, 177-179.

[4] Î.Â. Íèêîëüñêàÿ, �Îá àëãåáðàè÷åñêèõ öèêëàõ íà ðàññëîåííîì ïðîèçâåäåíèè ñåìåéñòâ

K3 ïîâåðõíîñòåé�, Èçâåñòèÿ ÐÀÍ. Ñåðèÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ 77:1 (2013), 145-164.

[5] Î.Â. Íèêîëüñêàÿ, �Îá àëãåáðàè÷åñêèõ êëàññàõ êîãîìîëîãèé íà ãëàäêîé ìîäåëè ðàñ-

ñëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñåìåéñòâ K3 ïîâåðõíîñòåé�, Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè (ñòàòüÿ íà-

õîäèòñÿ â ðåäàêöèè æóðíàëà).

[6] Î.Â. Íèêîëüñêàÿ, �Î ãåîìåòðèè ãëàäêîé ìîäåëè ðàññëîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñåìåéñòâ

K3 ïîâåðõíîñòåé�, Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê ÐÀÍ (ñòàòüÿ ïðèíÿòà ê ïå÷àòè).

3. Ó÷àñòèå â êîíôåðåíöèÿõ è øêîëàõ:

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ è ìåõàíèêå

(Ñóçäàëü, 2011, 2012, 2013 ãã).

Ëåòíÿÿ øêîëà ïî àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè (ßðîñëàâëü, 2011 ã).

Êîíôåðåíöèÿ "Ðîæäåñòâåíñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå âñòðå÷è, ïîñâÿùåííàÿ äâàäöàòèëåòèþ

Íåçàâèñèìîãî Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà è îðãàíèçóåìîé ÍÌÓ, Ìàòåìàòè÷åñêèì èíñòè-

òóòîì èì. Â.À. Ñòåêëîâà ÐÀÍ è ôîíëîì Äìèòðèÿ Çèìèíà "Äèíàñòèÿ"(Ìîñêâà, 2012 ã).
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4. Ðàáîòà â íàó÷íûõ öåíòðàõ è ìåæäóíàðîäíûõ ãðóïïàõ:

2011-2012 ã. - ðàáîòàëà ïî ãðàíòó ÐÔÔÈ � 09-01-00132-a (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü Òàíêååâ

Ñ.Ã.).

2012-2013 ã. - ðàáîòàþ ïî ãðàíòó ÐÔÔÈ � 12-01-00097-à (íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü Òàíêååâ

Ñ.Ã.).

5. Ïåäàãîãè÷åñêàÿ äåÿòåëüíîñòü:

Ðàáîòàþ àññèñòåíòîì êàôåäðû àëãåáðû è ãåîìåòðèè Âëàäèìèðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

óíèâåðñèòåòà èìåíè À.Ã. è Í.Ã.Ñòîëåòîâûõ.

Ïîäãîòîâëåíû êàíäèäàòñêàÿ äèññåðòàöèÿ è àâòîðåôåðàò.
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