Цепные дроби 2. Запись ими вещественных чисел. 
Везде предполагаем, что 
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 для всех 
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. Также 
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 обозначают целые неотрицательные числа.

Задача 2.1. Все подходящие дроби несократимы.
Определение 2.1. Медиантою двух дробей 
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 и 
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 с положительными знаменателями называется дробь 
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Лемма 1 (тривиальная). Медианта двух дробей всегда заключена между ними по величине.

Определение 2.1. Пусть 
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 и 
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 - любое неотрицательное целое число. Разность 
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, равная, как легко убедиться 
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, имеет для всех 
[image: image15.wmf]0

i

³

 один и тот же знак, зависящий только от чётности или нечётности 
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. Отсюда следует, что дроби 
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образуют при чётном 
[image: image25.wmf]k

 возрастающую, а при нечётном 
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 - убывающую последовательность. Крайние члены этой последовательности – подходящие дроби одинаковой чётности, остальные мы будем называть промежуточными дробями.
Задача 2.2. 
[image: image27.wmf])
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 Величина цепной дроби всегда заключена между любой подходящей дробью и медиантой, образованной этой дробью и предшествующей.
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Для всех 
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 выполнено: 
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Указание. Нарисуйте схематический чертёж, изображающий взаимное расположение этих чисел.

Задача 2.3. Каждому вещественному числу 
[image: image31.wmf]a

 соответствует единственная цепная дробь, имеющая это число своим значением. Эта дробь конечна, если число 
[image: image32.wmf]a

 рационально, и бесконечна, если число 
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 иррационально.

Определение 2.2. Цепная дробь 
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 называется периодической, если существуют такие 
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, что для любого 
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Задача 2.4. Если 
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 - корень квадратного уравнения с целыми коэффициентами, то 
[image: image43.wmf](

)

,

acb

-

éù

ëû

 - второй корень этого же уравнения.
Определение 2.3. Пусть цепные дроби 
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 таковы, что 
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, тогда говорят, что эти цепные дроби имеют общий хвост – 
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Задача 2.5. Цепные дроби чисел 
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 имеют общий хвост.
Определение 2.4. Числа вида 
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, где 
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 свободно от квадратов, 
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 и 
[image: image69.wmf]q

 - рациональные числа, называются квадратичными иррациональностями.

Комментарий. Квадратичные иррациональности – это, в точности, иррациональные корни невырожденных квадратных уравнений с целыми коэффициентами.

Теорема 2.1 (Ж. Л. Лагранж). Всякая периодическая цепная дробь изображает квадратичную иррациональность, и, обратно, всякая квадратичная иррациональность изображается периодической цепной дробью.
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