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Размышления об исследовательских задачах
для школьников∗

А. Б. Скопенков†

Введение. Эта заметка содержит некоторые соображения об исследова-
тельской работе школьников по математике, а также информацию о кон-
кретном опыте. Здесь говорится о научно-исследовательской работе, хотя
исследовательские задачи можно использовать также и при обучении.

Я привожу ссылки на некоторые удачные работы школьников и реко-
мендации, как найти задачу для исследования, как подготовить работу и
доклад, в каких конференциях школьников участвовать; сформулированы
общие требования к работам. Естественно, я даже не пытаюсь дать ответ
на главный вопрос: как решать задачу [13].

Большинство приводимых соображений не оригинально. Однако опыт
автора говорит о необходимости еще раз высказать эти соображения.

Благодарю В. Д. Арнольда, М. Н. Вялого, Н. Н. Константинова, В. М.
Тихомирова, Д. В. Трещева и Б. Р. Френкина за полезные обсуждения.

Постановка проблемы. Многим школьникам интересно решать иссле-
довательские задачи, в которых конечный результат может быть даже
неизвестен изначально, а естественно появляется в процессе работы. Та-
кой интерес полезно поддерживать и развивать — это одна из форм раз-
вития творческих способностей, которая для многих школьников может
оказаться наиболее удачной. Кроме того, обычно ученику интереснее изу-
чать теорию в том случае, когда он сразу же применяет ее к конкретным
задачам.

Сравнительно недавно стала разрабатываться технология приучения
школьников к творческой работе в области математики, когда им дают-
ся «исследовательские задачи». Исследовательские задачи полезны для
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творческого развития школьников, для учителей и даже для самой мате-
матики.

We should not forget that the solution of any worthwhile problem very
rarely comes to us easily and without hard work ; it is rather the result of
intellectual effort of days or weeks or months. Why should the young mind be
willing to make this supreme effort? The explanation is probably the instinctive
preference for certain values, that is, the attitude which rates intellectual effort
and spriritual achievement higher than material advantage. Such a valuation
can be only the result of a long cultural development of environment and public
spirit which is difficult to accelerate by governmental aid or even by more
intensive training in mathematics. The most effective means may consist of
transmitting to the young mind the beauty of intellectual work and the feeling
of satisfaction following a great and successful mental effort. (G. Szegö)1)

Естественной формой для обсуждения и решения исследовательских
задач являются научные конференции школьников2). Их проводится до-
вольно много — от Летней Конференции Турнира Городов3) до конферен-
ций, на которых иногда награждаются работы, выполненные не самостоя-
тельно, или не проверяются полные тексты доказательств в награждаемых
работах. К сожалению, таких конференций немало.

Отсутствие четкой связи между наградой и доступным для провер-
ки результатом (т. е. публикацией) резко отрицательно сказывается на
прогрессе науки и развращает школьников (даже изначально талантливых

1)Не следует забывать, что решение любой сто́ящей проблемы очень редко при-
ходит к нам легко и без труда; чаще это результат интеллектуальных усилий,
длившихся днями, неделями или месяцами. Что побудит молодой ум делать такие
чрезвычайные усилия? Объяснение, вероятно, состоит в инстинктивном предпочте-
нии определенных ценностей, то есть в подходе, при котором интеллектуальное уси-
лие и духовное достижение ставятся выше, чем материальная выгода. Такая оценка
может быть лишь результатом долгого культурного развития среды и обществен-
ного мнения, — развития, которое трудно ускорить правительственной помощью
или даже более интенсивным обучением математике. Может быть, самое эффек-
тивное средство состоит в том, чтобы передать молодому уму ощущение красоты
интеллектуальной работы и чувство удовлетворения, которое следует за большим и
успешным мыслительным усилием. (Г. Сегё)

2)Такие конференции отличаются от научных тем, что предполагают награды и до-
клады для неспециалистов. Поэтому школьнику, сделавшему научную работу, полезно
участвовать не только в научных конференциях по данной тематике, но и в школьных.

3)См. www.mccme.ru/turgor/lktg. Эти конференции проводятся с 1989 г. под руковод-
ством Н. Н. Константинова и (с 2000 г.) С. А. Дориченко (сам я работаю в жюри Летних
Конференций с 1997 г.). Ввиду высоких требований к мотивировкам (для жюри) и к
доказательствам (для школьников) участники Летних Конференций приобретают со-
лидный опыт в решении исследовательских задач. Некоторым школьникам в процессе
работы на Летней Конференции (или продолжая эту работу после) удается получить
новые научные результаты, которые докладываются на научных конференциях и пуб-
ликуются в рецензируемых журналах.
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и добросовестных). Многие школьники стараются «получить» побольше
результатов, а их проверка и публикация отходит на второй план. После
награждения появляются другие интересные дела (в частности, новые за-
дачи, за решение которых можно получить новые награды). В итоге заме-
чательные идеи часто остаются непроверенными и неопубликованными:
трудно взяться за решение проблемы, за которое другим человеком уже
получена награда. Если же к такой проблеме через несколько лет все-
таки возвращаются, то часто обнаруживаются ошибки. В итоге нередко
оказывается, что вклад награжденного автора в решение проблемы отри-
цателен. Поэтому вопрос о публикации работ школьников имеет исклю-
чительно важное значение.

Как найти задачу для исследования? Исследовательские задачи
должны, с одной стороны, быть доступны для решения, понятны и ин-
тересны школьнику, а, с другой стороны, быть математически содер-
жательными.

Ведь если задача не имеет математического содержания, то усилия
школьника по ее решению и проверке доказательства не вполне оправда-
ны. Если же задача интересна школьнику не по своей сути, а благодаря
авторитету руководителя или желанию поехать на конференцию, то это
обычно приводит к низкому качеству работы: докладчик не в состоянии
дать четкие понятные формулировки своих результатов и этапов дока-
зательства, а также явно отделить одно от другого. Лучшей задачей для
исследования является проблема, которая просто и четко формулирует-
ся, но трудно решается. (При этом задача может быть уже решенной в
науке — тогда школьник должен об этом знать и всегда упоминать при
выступлении.)

Желательно, чтобы задачу поставил школьнику человек, имеющий
представление о какой-нибудь актуальной области математики, опыт соб-
ственной научной работы и вкус к просто формулируемым задачам. Таким
человеком может быть как сильный школьный учитель, так и професси-
ональный математик. Конечно, школьник и сам может придумать себе
задачу, однако она не всегда будет иметь серьезное математическое содер-
жание и еще реже — «продолжение».

Вот примеры удачных задач для исследования.
(1) Доказать, что существует непрерывная функция f(x, y) двух пе-

ременных на квадрате 0 � x � 1, 0 � y � 1, не представимая в виде
суперпозиции χ(ϕ(x) + ψ(y)), т. е. функции одного переменного от сум-
мы функции от икс и функции от игрек.

(2) Доказать, что через точку внутри трехгранного угла можно про-
вести сечение так, чтобы точка оказалась центром тяжести получен-
ного треугольника.
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Первая задача была поставлена А. Н. Колмогоровым на семинаре для
первокурсников. Решение было получено студентом первого курса
В. И. Арнольдом и опубликовано в УМН. Вторая задача из репертуара
В. М. Тихомирова и давалась школьникам. Обе они имеют «продолже-
ние»: в первом случае — решение тринадцатой проблемы Гильберта [1,18],
во втором — кандидатскую диссертацию.

Благодаря красоте и наглядности топологической теории графов она
является одним из удачных источников исследовательских задач: см., на-
пример, [2, 8, 9, 16–18].

Много хороших задач для исследования можно найти в материалах
Летних Конференций Турнира Городов3). Другой естественный способ
найти задачу для исследования — работать в кружке-семинаре, на ко-
тором предлагаются и обсуждаются задачи для исследования (возможно,
наряду с учебной деятельностью). Такой кружок может проводиться в
течение учебного года или на летней (зимней, . . . ) школе.

Например, сам я веду миникурсы по основам топологии в летней шко-
ле «Современная Математика» (с 2001 г.) и в Кировской Летней Много-
предметной Школе (с 1993 г. с перерывами). Веду кружки «Математиче-
ский семинар»4) в СУНЦ МГУ и «Олимпиады и математика» в МЦНМО
(с 2003 г.; основная цель этого кружка — работа с потенциальными участ-
никами Всероссийской математической олимпиады.5)).

Задачи для исследования предлагаются также на Московской матема-
тической конференции школьников, открывшейся 9.12.2007 6) (председа-
тель жюри и программного комитета чл.-корр. РАН Д. В. Трещев). Похо-
жая традиция рассылать школьникам задачи для исследования существо-
вала раньше в «Кванте».

Требования к научной работе.7)

Решение проблемы должно быть получено самим школьником, а
текст работы — написан им самостоятельно. (Это не исключает воз-
можность и необходимость консультаций научного руководителя.)

4)С 1994 г.; до 2001 г. совместно с В. Н. Дубровским. Этот кружок продолжает
традицию «Физико-математического семинара» и «Научного общества учащихся»,
которые вели В. Н. Дубровский, А. Н. Земляков, Е. Л. Сурков и А. П. Веселов. См.
www.mccme.ru/circles/oim/matsem.pdf.

5)См. www.mccme.ru/circles/oim.
6)См. www.mccme.ru/mmks
7)Эти требования относятся также к студенческим, аспирантским и другим научным

работам. По мнению автора, если уж работа школьника называется научной, то к ней
должны применяться стандартные требования. Другое дело, что руководство школь-
ником, при котором он способен сделать научную работу, отличается от руководства
студентом.
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Текст должен содержать ясные формулировки и полные доказатель-
ства результатов, т. е. работа должна быть ориентирована на публи-
кацию в научно-популярном или реферируемом научном журнале.

Это требование необходимо, поскольку в первом приближении польза
человечеству от научной работы происходит благодаря появлению прове-
ренного общедоступного текста, т. е. публикации в рецензируемом журна-
ле.8) См. замечания в конце раздела «Постановка проблемы». Поэтому,
как правило, научными премиями для профессиональных математиков
награждаются только работы, опубликованные в рецензируемых журна-
лах. Поскольку серьезное рецензирование и публикация занимают некото-
рое время (от полугода), этот принцип неприменим к награждению работ
школьников.

Однако современные технические средства позволяют выдвинуть ра-
зумное и реалистичное промежуточное условие для награждения школь-
ных работ: выкладывание работ на сервере www.arxiv.org (с согласия
руководителя, с указанием его фамилии и с предложением высылать за-
мечания).9) Это условие выгодно отличается от простого наличия реко-
мендаций доведением результата до пользователя, публичностью и ответ-
ственностью. Замечу, что создание специальных сайтов для выкладыва-
ния научных работ школьников представляется излишним.

Чтобы работа соответствовала вышеприведенным требованиям, автор
должен иметь хорошую общематематическую подготовку. К сожалению,
иногда к «научной» работе привлекаются школьники, у которых вызыва-
ет трудности даже обязательная программа математической школы. Это
приводит к ситуации, когда автор «научной» работы неспособен дать чет-
кие формулировки основного результата и необходимых определений (не

8)Оговорка [4]: Most things that an article such as this one can say have at least one
counterexample in the practice of some natural born genius. Authors of articles such as this
one know that, but in the first approximation they must ignore it, or nothing would ever get
done.
(Большинство утверждений, которые можно высказать в статье вроде этой, имеют

хотя бы один контрпример в практике настоящего прирожденного гения. Авторы таких
статей это знают, но в первом приближении должны это игнорировать, иначе никогда
ничего не получится.)

9)Хотя выкладывание на www.arxiv.org не приравнивается к публикации, оно дает
возможность специалистам ознакомиться с результатами автора и прислать замечания.
Кроме того, оно предполагает серьезную ответственность автора: помещение некаче-
ственной работы (или ее удаление автором, после которого остаются фамилия автора
и название работы) негативно влияет на его репутацию. Поэтому выкладывание ра-
бот на этом сервере все более популярно среди активно работающих математиков. Для
выкладывания работы достаточно рекомендации математика, уже выложившего свою
работу; при этом специально оговаривается, что от рекомендателя не требуется про-
верки рекомендуемой работы. На этот сервер могут быть выложены работы на русском
языке (см. инструкции на www.mccme.ru/mmks).
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говоря уже о доказательстве). Такая ситуация позорна прежде всего для
руководителя работы.

Почти во всех работах — и школьных, и «взрослых», — на которые
мне приходилось писать отрицательные рецензии, содержалось несколь-
ко плохо проверенных результатов. По моему мнению, для науки и для
авторов было бы полезней, если бы был один хорошо проверенный ре-
зультат.

Пожелание об ориентации работы на публикацию в рецензируемом
журнале и требование (необходимое для получения награды) доступности
широкому кругу специалистов абсолютно реалистичны для достаточно-
го количества школьников. Действительно, в математических школах или
на Летней Конференции Турнира Городов школьники пишут достаточно
серьезные математические тексты. Кроме того, каждый год в рефериру-
емых журналах публикуется несколько работ школьников (или начатых
авторами во время учебы в школе). Если же указанные требования бу-
дут явно высказаны, то количество (и качество) таких работ резко воз-
растет.

Если работа не удовлетворяет этим критериям, то полезны
(1) доклады школьников по работам, не выложенным на www.arxiv.org

(это аналоги докладов на научных семинарах, за которые не присужда-
ются премии; возможно, что в будущем такие работы будут доведены до
«премиальных»);

(2) награждение после конференции в случае публикации работы.
Решать учебно-исследовательские задачи и просто учиться полезно

многим школьникам, для которых приведенные требования нереалистич-
ны. Для некоторых именно такой путь в науку наиболее естественен. По-
лезны поощрительные призы за учебно-исследовательские работы, не пре-
тендующие на научную новизну (а также за хорошую учебу).

Как подготовить работу и доклад? Классическими рекомендация-
ми являются статьи [4, 5].

В самом начале работы нужно привести ясные формулировки основных
результатов, доступные специалисту по данному разделу математики
(например, геометрии и топологии), а также ссылки на литературу, до-
статочную для понимания формулировок любым математиком10).

См., например, [3, 7, 10–12,14, 15, 21, 22].
Это требование необходимо, поскольку:

10)Впрочем, согласно известному высказыванию Гильберта (которое подтверждает-
ся моим собственным опытом), в случае действительно интересного результата можно
прямо в тексте привести сведения, необходимые для понимания формулировок любым
математиком.
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– с ясной формулировки основных результатов начинается структури-
зация (т. е. ясная формулировка этапов) доказательства, а без нее нельзя
считать, что доказательства проверены самим автором;

– отсутствие ясной формулировки затрудняет понимание и использо-
вание результатов работы другими математиками (даже работающими в
данной области).

Награждение научными премиями работ, не удовлетворяющих этим
требованиям, способствует:

– понижению стандартов достоверности научных результатов,
– распаду математики на отдельные области, представители которых

не понимают друг друга.
Проверка работы специалистами в данной конкретной области должна

предшествовать представлению работы к публикации/премии и ее рецен-
зированию неспециалистами. Перед докладом на конференции нужно:

– обсудить результаты и проверить доказательства со специалистом по
близким проблемам (сначала с научным руководителем, потом с незави-
симым советчиком);

– выступить на научном семинаре;
– разослать текст, содержащий ясную формулировку и полные дока-

зательства специалистам по близким проблемам.
После серьезной проверки работу разумно выложить на www.arxiv.org,

а после сбора замечаний и соответствующей правки текста — представить
к публикации. Затем работа может претендовать на награждение школь-
ной (студенческой) премией (для научных премий уже необходимо ее при-
нятие к публикации).

Еще раз нужно предупредить: размещение на www.arxiv.org, публи-
кация или награждение некачественной работы наносит огромный вред
репутации ее автора.

В каких конференциях школьников участвовать? Конференции-
конкурсы высшего уровня в России, с которых проходит отбор на между-
народную конференцию Intel ISEF — Интел-Юниор (председатель научно-
го жюри по математике профессор Московского государственного универ-
ситета им. М. В. Ломоносова А. В. Михалев) и Балтийский Kонкурс (пред-
седатель научного жюри по математике профессор Санкт-Петербургско-
го государственного университета Н. А.Широков).11) К ним примыкает
конференция Интел-Авангард12): на ней А. Я. Белов ввел предваритель-
ное прослушивание школьников математиками, на котором высказывают-
ся рекомендации по докладам (и по итогам которого распределяется время

11)См. http://www.mephi.ru,http://baltic.contedu.ru.
12)См. www.conference-avangard.ru
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докладов).13) Хочется надеяться, что будет высоким уровень Московской
Математической Конференции Школьников6).

Среди наград для школьников, подготовивших хорошие доклады, —
гранты, а также приглашения (оплачиваемые органами образования или
спонсорами) на Летнюю Конференцию Турнира Городов, в летнюю школу
«Современная Математика»14) , на другие конференции школьников.

Примеры исследовательских работ школьников. Некоторыми ма-
тематиками и учителями накоплен положительный опыт по привлече-
нию сильных школьников к исследовательской работе. Расскажу кратко
о своем опыте. Благодаря тому, что в 1991–2003 гг. я был членом жю-
ри Всесоюзной и Всероссийской олимпиады, в 1990–1994 гг. участвовал в
подготовке команды СССР и России на Международную олимпиаду, а с
2004 г. являюсь научным руководителем команды Москвы на Всероссий-
скую олимпиаду, мне удавалось привлекать к исследовательской работе
сильных школьников. В результате некоторые из этих школьников под-
готовили работы, представляющие научный интерес (ссылки приведены
ниже; отдельные работы завершены в студенческие годы). Многие из этих
школьников входили в команду России на международную конференцию
школьников Intel ISEF в 2000–2007 гг.

Примеры хороших работ школьников: [3,7,11,12,14,19–22]; некоторые
результаты работ [10, 15] были получены авторами в свои школьные го-
ды.15) Расскажем подробнее о работах [7, 11].

1. Формулировка критерия Куратовского планарности графов хоро-
шо известна (вместе с необходимыми понятиями она напомнена в [16]).
Однако его классическое доказательство сложно и приводится не во всех
книгах по теории графов. Более простые доказательства критерия Кура-
товского содержатся в [23, §5] и [11] (Юрий Макарычев придумал свое до-
казательство, еще будучи школьником!). В [16] приводится доказательство
Макарычева с дальнейшими упрощениями (сделанными А. А. Заславским,
В. В. Прасоловым и автором).

2. Число называется трансцендентным, если оно не является кор-
нем многочлена с целыми коэффициентами. В университете или даже в
старших классах изучается теоретико-множественное доказательство су-
ществования трансцендентных чисел [6, гл. 2, §6]. Отыскание явных при-
меров трансцендентных чисел и доказательство их трансцендентности

13)Такое предварительное прослушивание проводил М. М. Постников перед семина-
ром (носящим теперь имя Постникова) мехмата Московского государственного универ-
ситета.

14)См. www.mccme.ru/dubna
15)Чтобы не обидеть авторов тех хороших работ, ссылки на которые мне недоступны,
я ссылаюсь на работы по единственному формальному критерию, который могу четко
соблюсти: на работы своих учеников.
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более трудно и не всегда входит даже в программу университетского кур-
са. Первый явный пример трансцендентного числа был приведен Жозе-

фом Лиувиллем в 1835 г. [6, гл. 2, §6]: λ =
∞∑

n=0
2−n!. В 1929 г. Курт Малер

доказал трансцендентность числа μ =
∞∑

n=0
2−2n , не вытекающую из об-

щей теоремы Лиувилля, а также из теорем Туэ, Зигеля и Рота [6, гл. 2,
§6]. В работе Малера был получен более общий результат; доказатель-
ство не элементарно и длинно. Главный результат заметки А. Каибханова
и А. Скопенкова [7] — короткое элементарное доказательство трансцен-
дентности числа Малера (основанное на двоичной записи). Видимо, это
доказательство является новым.
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