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1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ: ÒÁÚÎÙÅ ÐÒÉÍÅÒÙ
1.1. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ðÕÓÔØ G � ËÏÎÅÞÎÙÊ ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÞÉ-
ÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓËÒÁÛÉ×ÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ × k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ
Ã×ÅÔÏ×; ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ
ÒÅÂÒÏÍ, ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÇÒÁ-
ÆÁ G × k Ã×ÅÔÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ CG(k).

÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ËÁË É × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÍÙ ÒÁÚÒÅÛÁÅÍ ÇÒÁÆÕ ÉÍÅÔØ ËÒÁÔ-
ÎÙÅ ÒÅÂÒÁ (Ô. Å. ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÁÒÕ ×ÅÒÛÉÎ ÍÏÖÅÔ ÓÏÅÄÉÎÑÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÒÅÂÅÒ), Á ÔÁËÖÅ ÐÅÔÌÉ � ÒÅÂÒÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ É ËÏÎÞÁÀÝÉÅÓÑ × ÏÄÎÏÊ É
ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÁËÏÅ-
ÎÉÂÕÄØ ËÒÁÔÎÏÅ ÒÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁ ÏÄÉÎÏÞÎÏÅ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ CG(k) ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ,
Á ÅÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÅÔÌÑ, ÔÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ,
É CG(k) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k. úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ G ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ
Ä×ÕÈ ËÕÓËÏ× � G1 É G2, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÅÂÅÒ ÎÅÔ (ÍÙ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÅÍ ÜÔÏ
ËÁË G = G1 tG2), ÔÏ CG(k) = CG1(k)CG2(k).

ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G � ÄÅÒÅ×Ï ÉÚ n ×ÅÒÛÉÎ (É (n − 1) ÒÅÂÅÒ).
ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ËÒÁÓÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ: ÎÁÞÁÔØ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ � ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÏËÒÁÓÉÔØ × ÌÀÂÏÊ ÉÚ k Ã×ÅÔÏ×. úÁÔÅÍ ×ÙÂÒÁÔØ
Ã×ÅÔÁ ×ÅÒÛÉÎ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ � ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁÐÒÅÝÅÎ
× ÔÏÞÎÏÓÔÉ 1 Ã×ÅÔ � Ã×ÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ � ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ (k − 1)
×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ. úÁÔÅÍ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ×ÅÒÛÉÎÁÍ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍ Ó ÔÅÍÉ, ÞÔÏ ÂÙÌÉ
ÏËÒÁÛÅÎÙ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ, É Ô. Ä. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ � ÄÅÒÅ×Ï, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ
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ÜÔÁÐÅ, ËÒÏÍÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ, ÏËÒÁÛÉ×ÁÅÍÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÅÄÓÔ×Ï×ÁÔØ ×
ÔÏÞÎÏÓÔÉ Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ, ÏËÒÁÛÅÎÎÏÊ ÒÁÎÅÅ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÝÅÅ ËÏ-
ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÄÅÒÅ×Á, Á ÔÏÌØ-
ËÏ ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ, É ÒÁ×ÎÏ GG(k) = k(k − 1)n−1.

ðÒÉÍÅÒ 2. äÌÑ ÐÏÌÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Kn ÉÚ n ×ÅÒÛÉÎ, ÐÏÐÁÒÎÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÈ
ÒÅÂÒÁÍÉ ÉÍÅÅÍ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, CG(k) = k(k − 1) · : : : · (k − n+ 1); × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,
CG(k) = 0 ÐÒÉ k < n.

÷ÙÄÅÌÉÍ ÔÅÐÅÒØ × ÇÒÁÆÅ G ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÂÒÏ e, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ
i É j, É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ G \ e ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÁÚÒÙ×ÏÍ ÒÅÂÒÁ e: ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÅ
ÖÅ, ÞÔÏ É Õ ÇÒÁÆÁ G, ÒÅÂÒÏ e ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ � ËÁË × G.
ðÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÇÒÁÆÁ G \ e × k Ã×ÅÔÏ× ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ: ÒÁÓ-
ËÒÁÓËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ Ã×ÅÔÁ ×ÅÒÛÉÎ i É j ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, É ÒÁÓËÒÁÓËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ
ÜÔÉ Ã×ÅÔÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÒÅÂÒÏ
e, ÐÏÌÕÞÉ× ÐÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G � ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÞÉÓÌÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÒÁ×ÎÏ CG(k). þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ
ÒÁÓËÒÁÓÏË ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ÔÏ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏ CG=e(k), ÇÄÅ G=e � ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕ-
ÞÅÎÎÙÊ ÉÚ G �ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÅÍ� ÒÅÂÒÁ e: ×ÅÒÛÉÎÙ G=e � ÜÔÏ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ
G, ËÒÏÍÅ j; ÒÅÂÒÏ e ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ; ÒÅÂÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑ×ÛÉÅ j Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ×ÅÒ-
ÛÉÎÁÍÉ, ÔÅÐÅÒØ ÉÄÕÔ × i, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÒÅÂÒÁ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ G ÏÔÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÐÅÔÌÉ ÉÌÉ ËÒÁÔÎÙÅ ÒÅÂÒÁ, ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ
ÐÏÑ×ÉÔØÓÑ × G=e.

ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G \ e ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉÂÏ Ë
ÐÅÒ×ÏÍÕ, ÌÉÂÏ ËÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

CG\e(k) = CG(k) + CG=e(k): (1)
óÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ ÅÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ:

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ CG(k) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ k. óÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ, Á ÓÔÁÒ-
ÛÉÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÒÁ×ÅÎ 1.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ n � ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G. åÓÌÉ ÇÒÁÆ ÎÅ
ÉÍÅÅÔ ÒÅÂÅÒ, ÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, CG(k) = kn, É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. äÁÌØÎÅÊ-
ÛÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ×ÅÒÛÉÎ
É ÒÅÂÅÒ. çÒÁÆ G \ e ÉÍÅÅÔ n ×ÅÒÛÉÎ É ÍÅÎØÛÅ ÒÅÂÅÒ, ÞÅÍ G � ÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, CG\e(k) � ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n
ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1. çÒÁÆ G=e ÉÍÅÅÔ (n − 1) ×ÅÒÛÉÎ, ÔÁË ÞÔÏ
ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ CG=e(k) � ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ (n − 1). óÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, CG(k) = CG\e(k) − CG=e(k) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n
ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1.

íÎÏÇÏÞÌÅÎ CG(k) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÇÒÁÆÁ.
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ðÒÉÍÅÒ 3. ðÕÓÔØ G = Zn � ÃÉËÌ ÉÚ n ×ÅÒÛÉÎ. ôÏÇÄÁ G \ e � ÃÅÐÏÞËÁ
Ln ÉÚ n ×ÅÒÛÉÎ, Á G=e = Zn−1. óÏÇÌÁÓÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1), CZn = CLn −
CZn−1 . ãÅÐÏÞËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅ×ÏÍ, ÏÔËÕÄÁ CLn(k) = k(k − 1)n−1 (× ÓÉÌÕ
ÐÒÉÍÅÒÁ 1). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

CZn + CZn−1 = k(k − 1)n−1: (2)
çÒÁÆ Z2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ ÉÚ 2 ×ÅÒÛÉÎ (ÒÅÂÒÏ � ËÒÁÔÎÏÅ, ÎÏ ÜÔÏ
ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ), ÔÁË ÞÔÏ

CZ2(k) = k(k − 1): (3)
úÎÁËÏÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (2) ÐÒÉ ×ÓÅÈ n É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (3) ÄÁÅÔ

CZn = k(k − 1)
(
(k − 1)n−2 − (k − 1)n−3 + · · ·+ (−1)n−2) =

= k(k − 1) (k − 1)n−1 + (−1)n−2

(k − 1) + 1 = (k − 1)
(
(k − 1)n−1 + (−1)n

)
:

úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ CG(k), ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ G � ÜÔÏ Á) ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÒÅ-
ÛÅÔËÁ 2× n, Â*) ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ m× n, ×) ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ
2 × n, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÁÑ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, Ç*) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ
m× n.

. . .

1.2. òÁÚÒÙ× ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÒÅÂÅÒ
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ ÒÁÚ ÇÒÁÆ G (ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÅÔÌÉ É ËÒÁÔÎÙÅ

ÒÅÂÒÁ); ÎÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÅÇÏ Ó×ÑÚÎÙÍ. çÒÁÆ ÐÏÄ×ÅÒÇÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕ-
ÀÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ: ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÒÅÂÅÒ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÄÒÕ-
ÇÉÈ, Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ, Á Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ
1 − p ÒÁÚÒÙ×ÁÅÔÓÑ (ÕÄÁÌÑÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÁ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ RG(p) ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ
ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÊÓÑ ÐÏÓÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÇÒÁÆ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ.

ðÒÉÍÅÒ 4. ðÕÓÔØ G � ÄÅÒÅ×Ï Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ
Ó×ÑÚÎÙÍ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÎÉ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÏÒ×ÁÎÏ. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ ÒÁ×ÎÏ n− 1, Á ÒÁÚÒÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÎÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ
ÄÒÕÇÁ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÒÁ×ÎÁ RG(p) = pn−1.

ðÒÉÍÅÒ 5. äÌÑ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÒÁÚÒÙ×Å ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÚÁÄÁ-
ÞÉ ÐÕÎËÔÁ 1.1, ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÒÅÂÅÒ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ. ôÁË, ÅÓÌÉ G � Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ,
ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÅ a ÒÅÂÒÁÍÉ, ÔÏ ÇÒÁÆ ÓÔÁÎÅÔ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÍ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ
ÂÕÄÕÔ ÒÁÚÏÒ×ÁÎÙ. ïÔÓÀÄÁ RG(p) = 1− (1− p)a.
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ïÔÍÅÔÉÍ × ÇÒÁÆÅ G ÒÅÂÒÏ e. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÒÁÚÒÙ×Á
ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÞÔÏ ÒÅÂÒÏ e ÂÕÄÅÔ
ÒÁÚÏÒ×ÁÎÏ, ÒÁ×ÎÁ RG\e(p) � ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÁÄÅÎÉÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÇÒÁÆÁ, ×
ËÏÔÏÒÏÍ ÒÅÂÒÏ e ÓÔÅÒÔÏ ÚÁÒÁÎÅÅ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ
Ó×ÑÚÎÙÍ, ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÞÔÏ ÒÅÂÒÏ e ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ, ÒÁ×ÎÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, RG=e(p).
÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÙ×Á ÒÅÂÒÁ e ÒÁ×ÎÁ (1 − p), ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ � p, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ
ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÏÌÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

RG(p) = (1− p)RG\e(p) + pRG=e(p): (4)
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ RG(p) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ p, ÓÔÅ-

ÐÅÎØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ × ÇÒÁÆÅ G, ÓÞÉÔÁÑ Ó ËÒÁÔÎÏ-
ÓÔÑÍÉ É ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ÐÅÔÌÉ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁÚÒÙ× ÐÅÔÌÉ ÎÅ ×ÌÉÑÅÔ ÎÁ Ó×ÑÚÎÏÓÔØ
ÇÒÁÆÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÔÅÌØ × ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ.
åÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ 1 ×ÅÒÛÉÎÁ (É ÒÅÂÅÒ ÎÅÔ), ÔÏ RG(p) = 1. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Ï � ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ (ÇÒÁÆ G\e ÉÍÅÅÔ ÎÁ 1 ÒÅÂÒÏ ÍÅÎØÛÅ,
ÞÅÍ G; ÇÒÁÆ G=e � ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ 1 ÒÅÂÒÏ ÍÅÎØÛÅ).

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ RG(p), ÇÄÅ G � ÇÒÁÆÙ, ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÅ ×
ÚÁÄÁÞÅ 1.

1.3. áÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ
ðÕÓÔØ G � ÇÒÁÆ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÄÁ×ÁÔØ ÒÅÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÒÉÅÎ-

ÔÁÃÉÉ (= ÓÔÁ×ÉÔØ ÎÅ ÒÅÂÒÁÈ ÓÔÒÅÌËÉ); ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÅ-
ÓËÏÊ, ÅÓÌÉ × ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÏÒÉÅÎÔÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÃÉËÌÙ, Ô. Å. ÎÅÌØÚÑ ÐÒÏÊÔÉ ÐÏ ÓÔÒÅÌËÁÍ É ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÕÀ
×ÅÒÛÉÎÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ AG ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ G; ÔÁË,
AG = 0, ÅÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ ÉÍÅÀÔÓÑ ÐÅÔÌÉ.

ðÒÉÍÅÒ 6. åÓÌÉ G � ÄÅÒÅ×Ï Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (É (n − 1) ÒÅÂÒÁÍÉ), ÔÏ
ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ AG = 2n−1.

÷ÙÄÅÌÉÍ × ÇÒÁÆÅ G ÒÅÂÒÏ e. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÕÎËÔÁÍÉ 1.1 É 1.2 ÐÏ-
ÐÒÏÂÕÅÍ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ AG, AG\e É AG=e. ÷ ÄÁÎÎÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ Ó×ÑÚØ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ Ó×ÏÊÓÔ× ÒÅÂÒÁ e:

1. åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e � ÐÅÔÌÑ, ÔÏ AG = 0.
2. ðÕÓÔØ ÒÅÂÒÏ e � ÐÅÒÅÛÅÅË. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ

ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆ ÒÁÓÐÁÄÁÅÔÓÑ: ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ Õ ÇÒÁÆÁ G \ e
ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ ÇÒÁÆÁ G. éÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ e ÎÅ ÐÒÏÈÏ-
ÄÉÔ ÎÉ ÏÄÉÎ ÃÉËÌ × ÇÒÁÆÅ G (ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ). ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÌÉ ÎÁ
×ÓÅÈ ÒÅÂÒÁÈ ÇÒÁÆÁ G, ËÒÏÍÅ e, ÕÖÅ ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÓÔÒÅÌËÉ, É ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ ÎÅÔ, ÔÏ ÎÁ ÒÅÂÒÅ e ÓÔÒÅÌËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ
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ÏÂÒÁÚÏÍ � ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÃÉËÌ ÎÅ ×ÏÚÎÉËÎÅÔ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ËÏÇÄÁ e �
ÐÅÒÅÛÅÅË,

AG = 2AG\e: (5)
3. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ e � ÎÅ ÐÅÔÌÑ É ÎÅ ÐÅÒÅÛÅÅË; ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÇÒÁÆÅ

G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÕÔØ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ËÏÎÃÙ i É j ÒÅÂÒÁ e É ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÊ
ÞÅÒÅÚ e. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÇÒÁÆÁ G \ e ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ
Ä×Á ËÌÁÓÓÁ. äÌÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÎÁ ×ÓÅÈ ÐÕÔÑÈ, ÓÏ-
ÅÄÉÎÑÀÝÉÈ i É j, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ × ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ÒÅÂÒÁ e ÏÄÎÁ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ×
ÇÒÁÆÅ G ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ, Á ÄÒÕÇÁÑ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ. äÌÑ ÏÒÉÅÎÔÁ-
ÃÉÊ G \ e ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÐÕÔÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÍ i É j, ÉÍÅÀÔÓÑ
ËÁË ÒÅÂÒÁ, ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÔ i Ë j, ÔÁË É ÒÅÂÒÁ Ó ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ-
ÃÉÅÊ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ ÒÅÂÒÁ e ÄÏÐÕÓÔÉÍÙ (ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë
ÐÏÑ×ÌÅÎÉÀ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÃÉËÌÁ × G).

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ × G\ e ÚÁÄÁÎÁ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓ-
ÓÁ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÅÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ i É j � ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÑ
ÇÒÁÆÁ G=e; ÏÂÒÁÔÎÏ, ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ G=e ÍÏÖÎÏ ÐÏ-
ÌÕÞÉÔØ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ G \ e ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ G \ e ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÒÁ×ÎÏ AG=e,
ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ � AG\e−AG=e, ÏÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (ÄÌÑ ÒÅÂÒÁ e �
ÎÅ ÐÅÔÌÉ É ÎÅ ÐÅÒÅÛÅÊËÁ)

AG = AG\e −AG=e + 2AG=e = AG\e +AG=e (6)
òÁ×ÅÎÓÔ×Á (5) É (6) ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ AG ÌÀÂÏÇÏ ÇÒÁÆÁ.

ðÒÉÍÅÒ 7. ðÕÓÔØ G = Zn � ÃÉËÌ ÉÚ n ×ÅÒÛÉÎ É n ÒÅÂÅÒ, n > 2.
òÅÂÒÁ ÃÉËÌÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÅÔÌÑÍÉ É ÐÅÒÅÛÅÊËÁÍÉ; ÇÒÁÆ Zn \ e Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÄÅÒÅ×ÏÍ, Á Zn=e = Zn−1. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (ÐÒÉ n > 2) ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï AZn =
= 2n−1 + AZn−1 . çÒÁÆ Z1 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÅÔÌÀ, ÐÏÜÔÏÍÕ AZ1 = 0, ÏÔËÕÄÁ ÐÏ
ÉÎÄÕËÃÉÉ AZn = 2n − 2.

2. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ôÁÔÔÁ
2.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÐÒÉÍÅÒÙ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ [1]. íÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ôÁÔÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ G 7→
TG(x; y) ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÐÅÔÌÑ-
ÍÉ É ËÒÁÔÎÙÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ) × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,
ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1. åÓÌÉ ÇÒÁÆ G ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÂÅÒ, ÔÏ TG(x; y) = 1.
2. åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e � ÎÅ ÐÅÔÌÑ É ÎÅ ÐÅÒÅÛÅÅË, ÔÏ TG(x; y) = TG\e(x; y) +

+ TG=e(x; y).
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3. åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e � ÐÅÒÅÛÅÅË, ÔÏ TG(x; y) = xTG=e(x; y).

4. åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e � ÐÅÔÌÑ, ÔÏ TG(x; y) = yTG\e(x; y).

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ôÁÔÔÁ ÅÝÅ
ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. íÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÐÏÚÄÎÅÅ (ÒÁÚÄÅÌ 2.2), Á ÐÏËÁ ×ÙÑÓÎÉÍ,
ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ôÁÔÔÁ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÔÅÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ
ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ.

ðÒÉÍÅÒ 8. íÎÏÇÏÞÌÅÎ ôÁÔÔÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (É
(n − 1) ÒÅÂÒÁÍÉ) ÒÁ×ÅÎ xn−1. üÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ n: × ÄÅÒÅ-
×Å ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÒÅÂÒÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÛÅÊËÏÍ, ÐÏÓÌÅ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÐÑÔØ ÄÅÒÅ×Ï � c (n− 1) ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.

ðÒÉÍÅÒ 9. ðÕÓÔØ G = Zn � ÃÉËÌ ÉÚ n ×ÅÒÛÉÎ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ e ÇÒÁÆ G \ e � ÃÅÐÏÞËÁ Ln ÉÚ n ×ÅÒÛÉÎ, Á G=e = Zn−1. óÏ-
ÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 2, TZn(x; y) = TLn(x; y) + TZn−1(x; y) = xn−1 + TZn−1(x; y)
ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÉÍÅÒÁ 8; ÜÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ ÐÒÉ ×ÓÑËÏÍ n > 1. çÒÁÆ Z1 �
ÐÅÔÌÑ, ÔÁË ÞÔÏ TZ1 = yTÔÏÞËÁ = y ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍ 4 É 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
TZn−1 = y + x+ · · ·+ xn−1.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÇÒÁÆÏ×, Ï ËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÛÌÁ ÒÅÞØ × ÒÁÚÄÅÌÅ 1, ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ôÁÔÔÁ.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ G � ÇÒÁÆ Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É k ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ
Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ
CG(s) = (−1)n+kskTG(1− s; 0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÏ×ÅÄÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÒÅ-
ÂÅÒ ÇÒÁÆÁ G. åÓÌÉ ÒÅÂÅÒ ÎÅÔ ×Ï×ÓÅ, ÔÏ k = n, TG(x; y) ≡ 1, Á CG(s) = sn �
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ × ÇÒÁÆÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏ e. äÌÑ ÇÒÁÆÏ× G\e
É G=e ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ðÕÓÔØ ×ÎÁÞÁÌÅ
e � ÎÅ ÐÅÔÌÑ É ÎÅ ÐÅÒÅÛÅÅË. ôÏÇÄÁ ÇÒÁÆÙ G \ e É G=e ÏÂÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÏ
k ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ; ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ × G \ e ÒÁ×ÎÏ n, Á × G=e �
(n− 1). ôÏÇÄÁ

CG(s) = CG\e(s)− CG=e(s) = (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (1))
= (−1)n+kskTG\e(1− s; 0)− (−1)n−1+kskTG=e(1− s; 0) =
= (−1)n+ksk(TG\e(1− s; 0) + TG=e(1− s; 0) =
= (−1)n+kskTG(1− s; 0);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.
ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ e � ÐÅÒÅÛÅÅË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ×ÅÒÛÉÎÙ i É j. ôÏÇÄÁ ÇÒÁÆ

G \ e ÉÍÅÅÔ (k + 1) ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ É n ×ÅÒÛÉÎ. éÚ ×ÓÅÈ CG\e(s) ÅÇÏ
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ÒÁÓËÒÁÓÏË × s Ã×ÅÔÏ× ÒÏ×ÎÏ ÄÌÑ 1=s-ÏÊ ÞÁÓÔÉ Ã×ÅÔÁ ×ÅÒÛÉÎ i É j ÓÏ×ÐÁÄÁ-
ÀÔ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
CG(s) = (1− 1=s)CG\e(s) = (1− 1=s)(−1)n+k+1sk+1TG\e(1− s; 0) =

(ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ)
= (1− 1=s)(−1)n+k+1sk+1(1− s)TG(1− s; 0) = (ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 3)
= (−1)n+kskTG(1− s; 0):

åÓÌÉ e � ÐÅÔÌÑ, ÔÏ CG(s) = 0. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, TG(1 − s; 0) =
= 0 · TG=e(1− s; 0) = 0.

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.
õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ G � Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ. íÎÏÇÏÞÌÅÎ RG(p), ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÎÙÊ × ÒÁÚÄÅÌÅ 1.2, ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

RG(p) = (1− p)r−n+kpn−kTG(1; 1
1− p);

ÇÄÅ n É k � ÔÅ ÖÅ, ÞÔÏ É × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ 3, Á r � ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ïÐÑÔØ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ r ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ. äÌÑ ÇÒÁ-

ÆÁ Ó 1 ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÂÅÚ ÒÅÂÅÒ RG(p) = 1 É TG(p) = 1, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÆÏÒÍÕÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ r = 0 É n = k = 1.

÷ÙÄÅÌÉÍ × ÇÒÁÆÅ ÒÅÂÒÏ e. åÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ÐÅÒÅÛÅÊËÏÍ, ÎÉ ÐÅ-
ÔÌÅÊ, ÔÏ ÇÒÁÆ G\e ÉÍÅÅÔ n ×ÅÒÛÉÎ, (r−1) ÒÅÂÅÒ É k ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ,
Á ÇÒÁÆ G=e � ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, (n− 1), (r − 1) É k. éÍÅÅÍ ÔÏÇÄÁ
RG(p) = (1− p)RG\e(p) + pRG=e(p) = (ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ (4))

= (1− p)r−n+kpn−kTG\e(1;
1

1− p) + (1− p)r−n+kpn−kTG=e(1;
1

1− p) =
(ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ)
= (1− p)r−n+kpn−kTG(1; 1

1− p) (ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 2 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ôÁÔÔÁ):

åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e � ÐÅÒÅÛÅÅË, ÔÏ RG(p) = pRG=e(p). ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ
ÉÎÄÕËÃÉÉ,

pRG=e(p) = (1− p)r−n+kpn−kTG=e(1;
1

1− p) = (1− p)r−n+kpn−kTG(1; 1
1− p)

(ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 3 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ôÁÔÔÁ).
åÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e � ÐÅÔÌÑ, ÔÏ RG(p) = RG\e(p). ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕË-

ÃÉÉ,

RG\e(p) = (1− p)r−1−n+kpn−kTG\e(1;
1

1− p) = (1− p)r−n+kpn−kTG(1; 1
1− p)

(ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 4 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ôÁÔÔÁ).
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õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ÇÒÁÆÁ G
ÒÁ×ÎÏ AG = TG(2; 0).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï � ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ Ó ÉÓ-
ÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ Ó×ÏÊÓÔ× ×ÅÌÉÞÉÎÙ AG, ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ × ÒÁÚÄÅÌÅ 1.3.

2.2. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ

ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Z(q; v) ÏÔ Ä×ÕÈ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ïÎ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

ZG(q; v) =
∑

H
qk(H)ve(H); (7)

ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÏÄÇÒÁÆÁÍ H ÇÒÁÆÁ G, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ G, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ � ÌÀÂÏÅ
ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÅÂÅÒ G (ÔÁË ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ H ÉÍÅÅÔ, × ÏÂÏÚÎÁÞÅ-
ÎÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, ÒÏ×ÎÏ n ×ÅÒÛÉÎ É ÎÅ ÂÏÌÅÅ r ÒÅÂÅÒ). ÷ ÆÏÒ-
ÍÕÌÅ (7) k(H) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ H, Á
e(H) � ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ZG ÈÏÒÏÛÏ ×ÅÄÅÔ ÓÅÂÑ ÐÒÉ ÒÁÚÒÙ×ÁÈ É ÓÔÑÇÉ-
×ÁÎÉÉ ÒÅÂÅÒ: ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ e ÇÒÁÆÁ G ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

ZG(q; v) = ZG\e(q; v) + vZG=e(q; v): (8)
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÐÏÄÇÒÁÆÙ H ÇÒÁÆÁ G ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ Ä×Á ÎÅÐÅ-
ÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÌÁÓÓÁ: ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÒÅÂÒÏ e É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÅÇÏ. ðÏÄÇÒÁÆ
×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ � ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÄÇÒÁÆ ×G\e, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ∑

H qk(H)ve(H),
×ÚÑÔÁÑ ÐÏ ÐÏÄÇÒÁÆÁÍ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ÒÁ×ÎÁ ZG\e(q; v). ÷Ï ×ÓÑËÏÍ ÐÏÄÇÒÁ-
ÆÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÍÏÖÎÏ ÓÔÑÎÕÔØ ÒÅÂÒÏ e, ÐÏÌÕÞÉ× ÐÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ G=e.
ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÉ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÓÕÍÍÁ∑

H qk(H)ve(H), ×ÚÑÔÁÑ ÐÏ ÐÏÄÇÒÁÆÁÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, ÒÁ×ÎÁ vZG=e(q; v).
æÏÒÍÕÌÁ (8) ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ e. ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ e � ÐÅÔÌÑ,

ÔÏ ÇÒÁÆÙ G \ e É G=e ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, ÞÔÏ ÄÁÅÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
ZG(q; v) = (1 + v)ZG\e(q; v): (9)

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ e � ÐÅÒÅÛÅÅË. ÷ÓÑËÏÍÕ ÐÏÄÇÒÁÆÕ H ÇÒÁÆÁ G=e ÍÏÖÎÏ
ÓÏÐÏÓÔÁ×ÉÔØ Ä×Á ÐÏÄÇÒÁÆÁ ÇÒÁÆÁ G: ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ, H1 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ
H É ÅÝÅ ÒÅÂÒÏ e, Á ×ÔÏÒÏÊ, H2 � ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ H, ÎÏ ÒÅÂÒÁ e ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ. ïÞÅ-
×ÉÄÎÏ, e(H1) = e(H)+1, k(H1) = k(H), É e(H2) = e(H) É k(H2) = k(H)+1.
ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ qk(H1)ve(H1) + qk(H2)ve(H2) = (q+ v)qk(H)ve(H), ÔÏ ÅÓÔØ

ZG(q; v) = (q + v)ZG=e(q; v): (10)
ðÒÉÍÅÒ 10. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G � ÄÅÒÅ×Ï Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ (É (n− 1) ÒÅÂÒÁ-

ÍÉ). ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÄÅÒÅ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÛÅÊËÏÍ, ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ
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(10) ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ZG = (q + v)n−1ZÔÏÞËÁ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ZÔÏÞËÁ = q, ÏÔËÕÄÁ
ZG = q(q + v)n−1.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ôÁÔÔÁ ÇÒÁÆÁ G ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÇÏ-
ÞÌÅÎ ZG, ÄÏËÁÚÁ× ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ:

ôÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ôÁÔÔÁ TG(x; y) ÓÕÝÅÓ-
Ô×ÕÅÔ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ É ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

TG(x; y) = 1
(x− 1)k(y − 1)n

ZG((x− 1)(y − 1); y − 1); (11)

ÇÄÅ n � ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ, Á k � ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

(11) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×ÓÅÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ôÁÔÔÁ. åÓÌÉ G � ÇÒÁÆ Ó n
×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É ÂÅÚ ÒÅÂÅÒ, ÔÏ ÅÇÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÏÄÇÒÁÆ � ÏÎ ÓÁÍ, ÔÁË ÞÔÏ
ZG(q; v) = qn. ðÏÓËÏÌØËÕ k = n, ÉÍÅÅÍ

1
(x− 1)k(y − 1)n

ZG((x− 1)(y − 1); y − 1) = 1;

ËÁË É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ (Ó×ÏÊÓÔ×Ï 1). ó×ÏÊÓÔ×Á 2, 3 É 4 ÌÅÇËÏ ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÉÚ ÆÏÒ-
ÍÕÌ (8), (10) É (9) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÅÓÌÏÖÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ
ÏÔÓÀÄÁ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ 1

(x− 1)k(y − 1)n
ZG((x− 1)(y − 1); y − 1) �

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ x É y. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ôÁÔ-
ÔÁ É ÆÏÒÍÕÌÁ (11).

åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ôÁÔÔÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÆÏÒ-
ÍÕÌÙ (11) ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÒÅÂÅÒ ÎÅÔ (ÂÁÚÁ
ÉÎÄÕËÃÉÉ), ÔÏ TG(x; y) = 1 ÐÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 1. åÓÌÉ ÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÅÂÒÏ e, ÔÏ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ TG ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ó×ÏÊÓÔ×Á 2, 3 ÉÌÉ 4 Ë ×Ù-
ÞÉÓÌÅÎÉÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ôÁÔÔÁ ÄÌÑ ÇÒÁÆÏ× G \ e É G=e, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏ
ÒÅÂÒÏ ÍÅÎØÛÅ.

2.3. äÒÕÇÉÅ ÓÐÅÃÉÁÌÉÚÁÃÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ôÁÔÔÁ
ðÏÄÓÔÁ×ÌÑÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ×ÍÅÓÔÏ x É y × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ôÁÔÔÁ

TG(x; y), ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÇÒÁ-
ÆÁ G. ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÍÙ ÕÖÅ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÌÉÓØ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2.1; ×ÏÔ
ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÒÏÄÁ (ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÎÙÈ ÉÚ ÚÁÍÅÞÁ-
ÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÂÚÏÒÁ [2]):

1. åÓÌÉ ÇÒÁÆ G Ó×ÑÚÎÙÊ, ÔÏ TG(1; 1) ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÐÏÄÇÒÁÆÏ×-ÄÅÒÅ×ØÅ× ×
G.

2. ðÕÓÔØ G � Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, É fi(G) � ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÐÏÄÇÒÁÆÏ×-ÌÅÓÏ×
Ó ÒÏ×ÎÏ i ÒÅÂÒÁÍÉ (ÌÅÓ � ÜÔÏ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÃÉËÌÏ×, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ó×ÑÚ-
ÎÙÊ). ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ∑n−1

i=0 fi(G)si = sn−1TG(1+1=s; 1);
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ÚÄÅÓØ n � ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ × ÇÒÁÆÅ G (ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏÄÇÒÁÆ-ÌÅÓ
ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔ 0 ÄÏ (n−1) ÒÅÂÅÒ). ðÏÌÁÇÁÑ s = 1, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ TG(2; 1)
ÒÁ×ÎÏ ÏÂÝÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ÐÏÄÇÒÁÆÏ×-ÌÅÓÏ× × G.

3. ðÕÓÔØ G � Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, É ci(G) � ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÇÏ Ó×ÑÚÎÙÈ ÐÏÄÇÒÁ-
ÆÏ× Ó i ÒÅÂÒÁÍÉ. ôÏÇÄÁ

r−n+1∑

i=0
ci(G)si = sr−n+1TG(1; 1 + 1

s );

ÇÄÅ r � ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ, Á n � ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G. ðÏÌÁÇÁÑ
s = 1, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ TG(1; 2) ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ Ó×ÑÚÎÙÈ ÐÏÄÇÒÁÆÏ× × G.

4. TG(0; 2) ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ×ÐÏÌÎÅ ÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ÇÒÁÆÁ G, ÔÏ
ÅÓÔØ ÔÁËÉÈ ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÓÔÒÅÌËÉ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂ-
ÒÏ ×ÈÏÄÉÔ × ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÃÉËÌ.

5. TG(1; 0) ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÊ ÇÒÁÆÁ G (ÓÒ. ÕÔ×ÅÒÖ-
ÄÅÎÉÅ 5), ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ×ÅÒÛÉÎÕ-ÉÓÔÏÞÎÉË, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÕ,
× ËÏÔÏÒÕÀ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔ ÎÉ ÏÄÎÁ ÓÔÒÅÌËÁ.

6. TG(−1;−1) = (−1)r2d, ÇÄÅ r � ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ ÇÒÁÆÁ, Á d � ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ
ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ �×ÅÌÏÓÉÐÅÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á� ÇÒÁÆÁ, ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅ-
ÎÉÅ × ÒÁÂÏÔÅ [3].

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÐÏÈÏÖÉ ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÕÔ×ÅÒ-
ÖÄÅÎÉÊ 3{5 É ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÀ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ.

3. íÏÄÅÌØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ËÌÁÓÔÅÒÏ×
�÷ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ� ZG(q; v), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (7),

ÉÍÅÅÔ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉÚÉËÅ: ÏÎ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ
ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÍÍÕ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÍÏÄÅÌÉ ËÒÉÓÔÁÌÌÁ-ÍÁÇÎÅÔÉËÁ � ÍÏÄÅ-
ÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ËÌÁÓÔÅÒÏ×.

ëÒÉÓÔÁÌÌ × ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆÏÍ (ÏÂÙÞÎÏ ÒÅÛÅÔËÏÊ, ÔÉ-
ÐÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ × ÚÁÄÁÞÅ 1). áÔÏÍÙ � ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ, É ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉ-
ÎÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÒÅÂÒÁÍÉ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÄÒÕÇÉÍÉ � �ÂÌÉÖÁÊÛÉÍÉ ÓÏÓÅÄÑÍÉ�.
ëÁÖÄÙÊ ÁÔÏÍ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ q ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ (ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÐÉ-
ÎÁ), ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ×ÓÅÇÏ ËÒÉÓÔÁÌÌÁ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ (G; �), ÇÄÅ
� : V (G) → {1; 2; : : : ; q} � ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ G (ÓÒ. Ó
ÒÁÚÄÅÌÏÍ 1.1).

áÔÏÍÙ ËÒÉÓÔÁÌÌÁ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, É ÜÔÏÍÕ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÀ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ. ÷ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÅ ÚÁ-
×ÉÓÉÔ ÏÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÁÔÏÍÏ× É ÏÔ ÉÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. ÷ ÍÏÄÅÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ
ËÌÁÓÔÅÒÏ× ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÁÔÏÍ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÓÏ Ó×ÏÉÍÉ
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ÂÌÉÖÁÊÛÉÍÉ ÓÏÓÅÄÑÍÉ (Ô. Å. ×ÅÒÛÉÎÁ � Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍÉ Ó ÎÅÀ
ÒÅÂÒÁÍÉ), É ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÈ ÓÐÉÎÏ× ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.
ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ e ÇÒÁÆÁ G Ó ËÏÎÃÁÍÉ e+; e− ∈ V (G) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ
ÐÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ Je�(�(e+); �(e−)). úÄÅÓØ Je � ËÏÎÓÔÁÎÔÁ,
ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÁÑ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏÓÔØ Ó×ÑÚÉ ×ÄÏÌØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, Á �(a; b) = 1,
ÅÓÌÉ a = b, É 0, ÅÓÌÉ a 6= b. ðÏÔÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ×ÓÅÇÏ ËÒÉÓÔÁÌÌÁ ×
ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÅÍÏÍ ÐÁÒÏÊ (V; �), ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÜÎÅÒÇÉÊ ÐÏ-
ÐÁÒÎÙÈ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÊ:

�(G; �) =
∑

e∈E(G)
Je�(�(e+); �(e−)): (12)

ðÏÄ ×ÌÉÑÎÉÅÍ ÔÅÐÌÏ×ÏÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ËÒÉÓÔÁÌÌ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÅÒÅ-
ÈÏÄÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ × ÄÒÕÇÏÅ. ÷ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÉ-
ÚÉËÅ ÐÒÉÎÑÔ ÐÏÓÔÕÌÁÔ âÏÌØÃÍÁÎÁ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ � ÒÁ×ÎÁ P (�) = exp(−��(�))=Z(�),
ÇÄÅ � Ó×ÑÚÁÎÁ Ó (ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ) ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÏÊ T ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ � =
= 1=kT (k � ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ âÏÌØÃÍÁÎÁ),
Á Z(�) � ÎÏÒÍÉÒÏ×ÏÞÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÒÁ×ÎÙÊ (ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ×ÅÒÏÑÔ-
ÎÏÓÔÅÊ ÒÁ×ÎÑÌÁÓØ 1)

Z(�) =
∑
�

exp(−��(�));

ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ ÓÉÓÔÅÍÙ (× ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ � ÐÏ
×ÓÅÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ � : V (G) → {1; 2; : : : ; q}). ÷ÅÌÉÞÉÎÁ Z(�) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÁ-
ÔÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

ðÕÓÔØ f � ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉÚÉÞÅÓËÁÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÓÉÓÔÅÍÙ, Ô. Å. ÆÕÎË-
ÃÉÑ ÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ (ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ).
ôÏÇÄÁ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f ÐÏ ×ÓÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁ×ÎÏ

〈f〉 =
∑
�
f(�)P (�) =

∑
�
f(�) exp(−��(�))=Z(�):

ðÒÉÍÅÒ 11. óÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÎÅÒÇÉÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁ×ÎÏ
〈�〉 = ∑

� �(�) exp(−��(�))=Z(�) = − d
d� lnZ(�).

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ×ÐÅÒ×ÙÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ð. ëÁÓÔÅÌÅÊ-
ÎÏÍ É ó. æÏÒÔÀÜÎÏÍ × 1969 Ç.:

ôÅÏÒÅÍÁ 2 ([4]). ðÕÓÔØ Je = J ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÅÂÒÁ e. ôÏÇÄÁ ÓÔÁ-
ÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÏÄÅÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ËÌÁÓÔÅÒÏ× ÒÁ×ÎÁ

ZG(q; exp(−�J)− 1);
ÇÄÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Z ÏÐÒÅÄÅÌÅÎ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (7).
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ � : V (G) → {1; 2; : : : ; q} � ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÉÓÔÅ-
ÍÙ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ v = exp(−�J)− 1; ÔÏÇÄÁ

exp(−��(�)) = exp(−�J
∑
e
�(�(e+); �(e−)))

=
∏
e

exp(−�J�(�(e+); �(e−))) =

=
∏
e

(1 + v�(�(e+); �(e−))) =
∑

A⊂G

∏

e∈A
v�(�(e+); �(e−));

ÉÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,
exp(−��(�)) =

∑

A⊂G
ve(A);

ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÏÄÇÒÁÆÁÍ A ⊂ G, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË-
ÃÉÉ � ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÎÁ ÏÂÏÉÈ ËÏÎÃÁÈ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÈÏÄÑÝÅÇÏ × ÎÉÈ ÒÅÂÒÁ. üÔÏ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ � ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÐÏÄÇÒÁ-
ÆÁ A. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÏÄÅÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ËÌÁÓÔÅÒÏ×
ÒÁ×ÎÁ∑

�
exp(−��(�)) =

=
∑

A⊂G
ve(A) ×#ÆÕÎËÃÉÊ �, ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ A =

=
∑

A⊂G
qk(A)ve(A) = ZG(q; v):

ðÒÉÍÅÒ 12. äÌÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ËÒÉÓÔÁÌÌÁ (�ÃÅÐÏÞËÉ�) ÉÚ N ÁÔÏÍÏ×, ÓÏ-
ÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 10, ÉÍÅÅÍ (× ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ×ÅÓÁ ×ÓÅÈ ÒÅÂÅÒ ÏÄÉÎÁ-
ËÏ×Ù) Z(q; v) = q(q+v)N−1. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ
ÒÁ×ÎÁ q(q − 1 + exp(−�J))N−1, Á ÓÒÅÄÎÑÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÍÁÇÎÉÔÎÏÇÏ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÑ ÁÔÏÍÏ× ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÉÍÅÒÕ 11, ÒÁ×ÎÁ

〈�〉 = (N − 1) J exp(−�J)
q − 1 + exp(−�J) :

óÒÅÄÎÑÑ ÜÎÅÒÇÉÑ × ÒÁÓÞÅÔÅ ÎÁ ÏÄÉÎ ÁÔÏÍ ËÒÉÓÔÁÌÌÁ ÒÁ×ÎÁ 〈E〉=N É × ÐÒÅ-
ÄÅÌÅ N →∞ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë J exp(−�J)

q − 1 + exp(−�J) .
åÓÌÉ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÅÌÉËÁ (T → +∞), ÔÏ � = 1=kT → 0, É

ÓÒÅÄÎÑÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÎÁ ÏÄÉÎ ÁÔÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë J=q. ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÖÅ ÓÉÓÔÅ-
ÍÙ ÐÒÉ ÎÉÚËÉÈ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÁÈ (T → 0, ÔÏ ÅÓÔØ � → +∞) ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÚÎÁËÁ
ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ J . åÓÌÉ J > 0, ÔÏ exp(−�J) → 0, É ÓÒÅÄ-
ÎÑÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ôÁËÉÅ ËÒÉÓÔÁÌÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÎÔÉÆÅÒ-
ÒÏÍÁÇÎÉÔÎÙÍÉ: × ÎÉÈ ÓÏÓÅÄÎÉÍ ÁÔÏÍÁÍ ÜÎÅÒÇÅÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ×ÙÇÏÄÎÏ ÉÍÅÔØ
ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÓÐÉÎÙ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÎÉÚËÏÊ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÅ, ËÏÇÄÁ ÔÅÐÌÏ×ÏÅ
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Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÉÓÞÅÚÁÅÔ, ÔÁËÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ×ÓÔÒÅ-
ÞÁÅÔÓÑ. åÓÌÉ ÖÅ J < 0 (ÆÅÒÒÏÍÁÇÎÉÔÎÙÊ ËÒÉÓÔÁÌÌ), ÔÏ exp(−�J) → +∞,
É ÓÒÅÄÎÑÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÎÁ ÏÄÉÎ ÁÔÏÍ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë J . éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, × ÆÅÒ-
ÒÏÍÁÇÎÉÔÎÏÍ ËÒÉÓÔÁÌÌÅ ÐÒÉ ÎÉÚËÏÊ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÅ ×ÓÅ ÁÔÏÍÙ ÓÔÁÒÁÀÔÓÑ
ÉÍÅÔØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÓÐÉÎ.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ q = 2, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÐÉÎ � ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ 2 ÚÎÁÞÅÎÉÑ.
âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÙ 1=2 É −1=2. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ-
ÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÒÁ×ÎÕÀ f(�) = ∑�(v), ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ
ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ.

÷×ÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ × ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÎÅÛÎÅÅ ÍÁÇÎÉÔÎÏÅ ÐÏÌÅ. ôÏÇÄÁ ÜÎÅÒÇÉÑ ÓÉ-
ÓÔÅÍÙ ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ: ÜÎÅÒÇÉÉ �(�) ÐÏÐÁÒÎÏÇÏ ×ÚÁÉÍÏ-
ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (12), É ÜÎÅÒÇÉÉ ×ÚÁÉÍÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÐÉÎÏ× Ó
ÍÁÇÎÉÔÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, ÒÁ×ÎÏÊ hf(�) (h � ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÐÏÌÑ).

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ G = GN � ÃÅÐÏÞËÁ, ËÁË × ÐÒÉÍÅÒÅ 12. Á) ÷Ù-
ÞÉÓÌÉÔÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÕÍÍÕ ZN (�; h) = ∑

� exp(−�(�(�) + hf(�))).
Â) ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ 〈f〉 ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ � É h. ×) îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌ lim

h→+0
lim
N→∞

1
N 〈f〉.

ðÒÅÄÅÌ × ÐÕÎËÔÅ 3× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÐÏÎÔÁÎÎÏÊ ÎÁÍÁÇÎÉÞÅÎÎÏÓÔØÀ. ïÎ
ÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÅÌÁ lim

N→∞
lim
h→0

1
N 〈f〉, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ

ÐÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.

úÁÍÅÞÁÎÉÑ
1. éÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 3 É 4 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÉ 1 É 2 ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ, ÅÓÌÉ

ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ôÁÔÔÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÇÒÁÆÏ×-ÒÅÛÅÔÏË. äÌÑ ÒÅÛÅ-
ÔÏË 2×n (ÐÕÎËÔÙ 1Á É 1×) ÜÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ, ÎÏ Ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
ôÁÔÔÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÔÏË (ÐÕÎËÔÙ 1Â É 1Ç, ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ)
× ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÅÎÁ (ÔÁË ÖÅ ËÁË É ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×
CG É RG). ðÏÉÓËÉ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÎÔÅÎÓÉ×ÎÏ ×ÅÄÕÔÓÑ. úÁÄÁÞÁ ÐÒÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÕÀ ÒÅÛÅÔËÕ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÝÅ: ÄÌÑ ÎÅÅ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÐÒÅÄÅÌ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ôÁÔÔÁ ÐÒÉ n → ∞ (É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ m), Á ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÎ
ÒÑÄ ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÓÍ. ÓÔÁÔØÀ [5]. ðÒÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÒÅÛÅÔËÉ ÌÉ-
ÔÅÒÁÔÕÒÁ ÏÞÅÎØ ×ÅÌÉËÁ; ÓÍ. ÎÅÄÁ×ÎÀÀ ÒÁÂÏÔÕ [6].

2. ðÏÐÕÌÑÒÎÙÊ ÒÁÓÓËÁÚ Ï ËÒÉÓÔÁÌÌÁÈ-ÍÁÇÎÅÔÉËÁÈ ÓÍ. × ËÎÉÇÅ [7]. ïÓÏ-
ÂÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÉÑ, ËÏÇÄÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÏÄÅÌÉ ÍÁÇÎÅ-
ÔÉËÁ ×ÙÓÔÕÐÁÅÔ ÎÅ ÇÒÁÆ-ÃÅÐÏÞËÁ, ËÁË × ÐÒÉÍÅÒÅ 12, Á Ä×ÕÍÅÒÎÁÑ ÒÅÛÅÔ-
ËÁ, ÎÁÐÏÄÏÂÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ × ÚÁÄÁÞÅ 1. õÓÔÒÅÍÉ× ÒÁÚÍÅÒÙ ÒÅÛÅÔËÉ Ë
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ, ËÁË × ÚÁÄÁÞÅ 3, ÓÐÏÎÔÁÎÎÕÀ ÎÁÍÁÇÎÉ-
ÞÅÎÎÏÓÔØ. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÙ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÎÅÇÌÁÄËÏÊ: ÐÒÉ ÔÅÍÐÅÒÁÔÕÒÅ ÎÉÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ Tc
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ÓÐÏÎÔÁÎÎÁÑ ÎÁÍÁÇÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ, Á ÐÒÉ T > Tc � ÒÁ×ÎÁ ÎÕ-
ÌÀ. üÔÏ Ñ×ÌÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁÚÏ×ÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ. ôÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ Tc
ÂÙÌÁ ÎÁÊÄÅÎÁ ñÎÇÏÍ [8]; ÓÍ. ËÎÉÇÉ [9], [10] É [11]. ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ ËÎÉÇÕ
[12] (×ÙÛÅÄÛÕÀ × ÔÏÊ ÖÅ ÓÅÒÉÉ �âÉÂÌÉÏÔÅÞËÁ "ë×ÁÎÔ\�, ÞÔÏ É [7]) � ×
ÎÅÊ ÒÁÚÂÉÒÁÀÔÓÑ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÒÅÛÅÔËÉ, ×ÅÓØÍÁ ÂÌÉÚËÉÅ ÐÏ ÄÕÈÕ Ë
ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÍ ×ÙÛÅ.
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