
Èäåÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Coxeter-17-2. À. ß. Êàíåëü
Çàäà÷à. (Í.Í.Êîíñòàíòèíîâ, �Âîçû�) Èç ãîðîäà A â ãîðîä B âåäóò äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ

äîðîãè. Èçâåñòíî, ÷òî äâå ìàøèíû, âûåçæàþùèå ïî ðàçíûì äîðîãàì èç A â B è ñâÿçàííûå
âåðåâêîé äëèíû 2l, ñìîãëè ïðîåõàòü íå ïîðâàâ âåðåâêè. Ìîãóò ëè ðàçìèíóòüñÿ íå êîñíóâøèñü
äâà êðóãëûõ âîçà ðàäèóñà l, öåíòðû êîòîðûõ äâèæóòñÿ ïî ýòèì äîðîãàì íàâñòðå÷ó äðóã
äðóãó?

Ðåøåíèå. Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî íåêîòîðîå ïîëîæåíèå çàéìóò è âîçû è àâòîìîáèëè.
Äâèæåíèå âîçîâ è àâòîìîáèëåé ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî ñëîæíûì, è ïðîñëåäèòü ÿâíî çà âñåìè
âîçíèêàþùèìè ñèòóàöèÿìè íå óäàåòñÿ. Êëþ÷åâàÿ èäåÿ: ðàññìîòðåòü èõ âñå ñðàçó, èçîáðàçèòü
êàê îäèí îáúåêò.

Ïîëîæåíèå äâóõ ýêèïàæåé èçîáðàçèì òî÷êàìè åäèíè÷íîãî êâàäðàòà K : 0 ≤ x, y ≤ 1
cëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü x � ýòî äîëÿ ðàññòîÿíèÿ îò A äî B ïî ïåðâîé äîðîãå, çàêëþ÷åííàÿ
ìåæäó A è íàõîäÿùèìñÿ íà ýòîé äîðîãå ýêèïàæåì. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì êîîðäèíàòà
y ñâÿçûâàåòñÿ ñî âòîðîé äîðîãîé. Âñåâîçìîæíûì ïîëîæåíèÿì ýêèïàæåé ñîîòâåòñòâóþò
âñåâîçìîæíûå òî÷êè êâàäðàòà K. Ýòîò êâàäðàò íàçûâàåòñÿ ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, à åãî
òî÷êè - ôàçîâûìè òî÷êàìè. Êàæäàÿ ôàçîâàÿ òî÷êà ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîìó ïîëîæåíèþ
ïàðû ýêèïàæåé, à âñÿêîå äâèæåíèå ýêèïàæåé èçîáðàæàåòñÿ äâèæåíèåì ôàçîâîé òî÷êè â
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Íàïðèìåð, íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ ìàøèí (â ãîðîäå A) ñîîòâåòñòâóåò
ëåâîìó íèæíåìó óãëó êâàäðàòà, à äâèæåíèå ìàøèí èç A â B èçîáðàæàåòñÿ êðèâîé,
âåäóùåé â ïðîòâîïîëîæíûé óãîë C. Òî÷íî òàê æå íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå âîçîâ ñîîòâåòñòâóåò
óãëó D, à äâèæåíèå èçîáðàæàåòñÿ êðèâîé, âåäóùåé â óãîë B. Íî âñÿêèå äâå êðèâûå â
êâàäðàòå, ñîåäèíÿþùèå ðàçíûå ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí, ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîýòîìó êàê
áû íè äâèãàëèñü âîçû è ýêèïàæè, íàñòóïèò ìîìåíò, êîãäà ïàðà âîçîâ çàéìåò ññòÿíèå, â
êîòîðîì êîãäà-òî íàõîäèëàñü ïàðà ýêèïàæåé è ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè âîçîâ áóäåò
ìåíüøå 2l. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìèíóòüñÿ íå óäàñòñÿ. Èòàê �îïèñàíèå ñîñòîÿíèé ïðîöåññà
êàê òî÷åê ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûì.� Ðåøàÿ çàäà÷ó,
ìû ìûñëåííî íàõîäèìñÿ â íåêîòîðîé ñèòóàöèè. Èäåÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû �îòîðâàòüñÿ îò çåìëè� è ïîñìîòðåòü íà âñå ñèòóàöèè âìåñòå êàê íà åäèíîå öåëîå.
Îñîáåííî ïîëåçåí ýòîò ïîäõîä, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãî ñèòóàöèé è îò îäíîé ïåðåõîäÿò
ê äðóãîé. Èìåííî ýòîò ñëó÷àé íàì è âñòðå÷àëñÿ ïðè èçó÷åíèè öèêëè÷íîñòè. Ýòîò ïîäõîä
òàêæå áûâàåò ïîëåçåí, êîãäà åñòü âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ñèòóàöèÿìè èëè âûáîð íóæíîãî
îáúåêòà.

3. Ìîíàõ ñ 6 óòðà äî 6 âå÷åðà ïîäíèìàëñÿ íà ãîðó è òàì íî÷åâàë. Íà ñëåäóþùèé äåíü ñ
6 óòðà äî 2 äíÿ îí ñïóñêàëñÿ ïî òîé æå äîðîãå. Äîêàæèòå, ÷òî â ïóòè áûëî òàêîå ìåñòî, ãäå
îí íàõîäèëñÿ â îäíî è òî æå âðåìÿ è íà ïîäúåìå è íà ñïóñêå (ìîíàõ ÷àñòî îòäûõàë è øåë
íåðàâíîìåðíî).

4. Äâîå ðåøèëè ñòðåëÿòüñÿ íà äóýëè â Ãàéä-ïàðêå ìåæäó 0 è 1 ÷àñîì íî÷è. Êàæäûé èç
ïðîòèâíèêîâ ïðèõîäèò íà ìåñòî âñòðå÷è. Åñëè ñîïåðíèêà íåò, îí æäåò 10 ìèíóò è óõîäèò.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äóýëü ñîñòîèòñÿ?

Ïîõîæèì îáðàçîì â òåîðèè èíôîðìàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî âàðèàíòîâ. Âîò
òèïè÷íûé ïðèìåð. Èç 10 ìîíåò îäíà áîëåå òÿæåëàÿ - ôàëüøèâàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî íà ÷àøå÷íûõ
âåñàõ áåç ãèðü åå íåëüçÿ îïðåäåëèòü íàâåðíÿêà äâóìÿ âçâåøèâàíèÿìè.

Äðóãîé õîðîøî èçâåñòíûé ñþæåò îëèìïèàäíîãî ôîëüêëîðà - óãàäûâàíèå çàäóìàííîãî
÷èñëà âîïðîñàìè, íà êîòîðûå îòâå÷àþò òîëüêî �äà� èëè �íåò�. Òóò òîæå öåëåñîîáðàçíî
çàäàâàòü òàêèå âîïðîñû, ÷òîáû îòâåòàì �äà� è �íåò� ñîîòâåòñòâîâàëî áû ïî-âîçìîæíîñòè
îäèíàêîâîå ÷èñëî îñòàâøèõñÿ âàðèàíòîâ.
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Â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþò �îáëàñòü äîñòèæèìîñòè�, ò.å.
ìíîæåñòâî ñèòóàöèé, äîñòèæèìûõ èç äàííîãî ïîëîæåíèÿ.

5. Íà åäèíè÷íîé ñôåðå îòìå÷åíî íåñêîëüêî äóã, ñóììàðíàÿ äëèíà êîòîðûõ ìåíüøå π.
Äîêàçàòü, ÷òî èìååòñÿ ïðÿìàÿ íà ñôåðå, íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ íè ñ îäíîé èç íèõ. (Ïîä ïðÿìîé
íà ñôåðå ïîíèìàåòñÿ áîëüøîé êðóã.)

6. Íà åäèíè÷íîé ñôåðå ðàñïîëîæåíà ïðÿìàÿ äëèíû áîëüøåé π ·k. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ
ýêâàòîð, ïåðåñåêàþùèé åå íå ìåíåå ÷åì â k òî÷êàõ.

7. Íà ïëîñêîñòè ðàñïîëîæåíà ôèãóðà åäèíè÷íîé ïëîùàäè è 1000 òî÷åê. Äîêàæèòå, ÷òî
åå ìîæíî ñäâèíóòü íà âåêòîð ìåíüøèé √π/1000 òàê, ÷òîáû ôèãóðà íå ïîêðûâàëà íè îäíó èç
òî÷åê.

8. Âåðøèíà A âûïóêëîãî äåâÿòèâåðøèííèêà ïåðåâîäèòñÿ ñäâèãàìè â êàæäóþ èç
îñòàëüíûõ åãî âåðøèí. Äîêàçàòü, ÷òî õîòÿ áû äâà èç ïîëó÷àþùèõñÿ 8 äåâÿòèâåðøèííèêîâ
èìåþò îáùóþ âíóòðåííþþ òî÷êó.

Ðÿä çàäà÷ ñâÿçàí ñ ñîîòíåñåíèåì â ðåøåòêàõ.
9. Äàíà ôèãóðà ïëîùàäè > k. Äîêàæèòå, ÷òî â íåé íàéäåòñÿ k òî÷åê, îòëè÷àþùèõñÿ íà

öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû.
10. (à) Äàí ïàðàëëåëîãðàìì ñ âåðøèíàìè â öåëûõ òî÷êàõ, òàêîé ÷òî âíóòðè èëè íà

ãðàíèöå áîëüøå öåëûõ òî÷åê íåò. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ïëîùàäü ðàâíà åäèíèöå.
(á) Â îáùåì ñëó÷àå åãî ïëîùàäü ðàâíà ÷èñëó òî÷åê âíóòðè + ïîëîâèíà îò ÷èñëà òî÷åê íà

ðåáðàõ + ÷åòâåðòü îò ÷èñëà âåðøèí. Äîêàæèòå ýòî.
(â) Ñôîðìóëèðóéòå è îáîáùèòå çàäà÷ó äëÿ n-ìåðíîãî ñëó÷àÿ.
11. (ëåììà Ìèíêîâñêîãî) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íàÿ âûïóêëàÿ

ôèãóðà íà ïëîñêîñòè, ïëîùàäè áîëüøå 4 ñîäåðæèò íîëü, òî îíà ñîäåæèò åùå õîòÿ áû îäíó
öåëóþ òî÷êó.

12. Íà êëåò÷àòóþ áóìàãó áðîñèëè êóáèê ñî ñòîðîíîé A. Äîêàæèòå, ÷òî îí íå ìîæåò
ïîêðûòü áîëåå,÷åì (A + 1)2 âåðøèí êëåòîê.

13. (Ïåðåëèâàíèÿ) Äàíû òðè ñîñóäà âìåñòèìîñòüþ 6, 7, è 12 ëèòðîâ. Äâà ìåíüøèõ ñîñóäà
çàïîëíåíû. Ìîæíî ëè â áîëüøîì ñîñóäå îòìåðèòü 9 ëèòðîâ âîäû?

14. Â Ìîñêâå 7 âûñîòíûõ çäàíèé. Ïðèåçæèé ìàòåìàòèê õî÷åò íàéòè òî÷êó, èç êîòîðîé
îíè âñå âèäíû â çàäàííîì ïîðÿäêå (ñ÷èòàÿ îò ÌÃÓ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå). Äëÿ ëþáîãî ëè
çàäàííîãî ïîðÿäêà ýòî âîçìîæíî?

15. Íà ñôåðå çàäàíî n òî÷åê îáùåãî ïîëîæåíèÿ - ò.å. íèêàêèå òðè íå ëåæàò íà
îäíîé ñôåðè÷åñêîé ïðÿìîé. Ñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìîæíî äîáàâèòü �õîðîøóþ�
ïðÿìóþ, (ò.å. íå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè)? Äâà ñïîñîáà îäèíàêîâû, åñëè îäèí
ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîãî, íåïðåðûâíî äâèãàÿ íîâóþ ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû îíà âñå âðåìÿ
îñòàâàëàñü �õîðîøåé�?
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