Ãåîìåòðè÷åñêèå çàäà÷è íà ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.


1. [Â.Â. Ïðàñîëîâ; ¹11.2] 


Ñðåäè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ñ ôèêñèðîâàííûìè óãëîì è à) ïðîòèâîëåæàùåé ñòîðîíîé; á) ïåðèìåòðîì óêàæèòå òðåóãîëüíèê íàèáîëüøåé ïëîùàäè.


Îòâåò: ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ îñíîâàíèåì, ïðîòèâîëåæàùèì äàííîìó óãëó.


� EMBED PBrush  ���


Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ (ÂÀÑ = (; |BC| = a; PABC = 2p.


à) Ðàññìîòðèì âñå òðåóãîëüíèêè ñ ôèêñèðîâàííîé ñòîðîíîé ÂÑ è ôèêñèðîâàííûì óãëîì À. Îíè âïèñàíû â îêðóæíîñòü ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà R = � EMBED Equation.2  ��� òàê, ÷òî âåðøèíû, ïðîòèâîëåæàùèå ñòîðîíå ÂÑ ëåæàò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî (ÂÑ) (ñì. ðèñ.). Òàê êàê SABC = 0,5aha, òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïëîùàäè äîñòèãàåòñÿ ïðè íàèáîëüøåì çíà÷åíèè âûñîòû, òî åñòü, êîãäà òðåóãîëüíèê – ðàâíîáåäðåííûé.


� EMBED PBrush  ���


á) Ðàññìîòðèì âñå òðåóãîëüíèêè ñ ôèêñèðîâàííûì ïåðèìåòðîì è ôèêñèðîâàííûì óãëîì À. Äëÿ íèõ ôèêñèðîâàíà âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O’, êàñàþùàÿñÿ ñòîðîíû à, òàê êàê � EMBED Equation.2  ���, ãäå K – òî÷êà êàñàíèÿ âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ñ ïðîäîëæåíèåì ñòîðîíû ÀÂ (ñì. ðèñ.). Òàê êàê SABC = (p – a)ra, òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ïëîùàäè äîñòèãàåòñÿ ïðè íàèìåíüøåì çíà÷åíèè à, òî åñòü, êîãäà êàñàòåëüíàÿ (ÂÑ) ê âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíà (AO’). Ñëåäîâàòåëüíî, òðåóãîëüíèê ÀÂÑ – ðàâíîáåäðåííûé.





2. [Â.Â. Ïðàñîëîâ; ¹11.5] 


� EMBED PBrush  ���


Ñðåäè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ, âïèñàííûõ â äàííóþ îêðóæíîñòü, íàéäèòå òðåóãîëüíèê ñ íàèáîëüøåé ñóììîé êâàäðàòîâ äëèí ñòîðîí.


Îòâåò: ðàâíîñòîðîííèé.


Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ÀÂÑ, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòîì Î (ñì.  ðèñ.). Ïóñòü � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� è � EMBED Equation.2  ���, òîãäà � EMBED Equation.2  ��� = 2(a2 + b2 + c2) – � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê � EMBED Equation.2  ���, òî � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ���( 3(a2 + b2 + c2) = 9R2, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ò. è ò. ò., êîãäà � EMBED Equation.2  ���, òî åñòü êîãäà òî÷êà Î ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðåóãîëüíèê ÀÂÑ – ðàâíîñòîðîííèé.





3. [Â.Þ. Ïðîòàñîâ] 


Èç òî÷êè Ð, ëåæàùåé âíóòðè îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû PA’, PB’ è PC’ íà ñòîðîíû ÂÑ, ÑÀ è ÀÂ ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ïîëîæåíèå òî÷êè Ð, ïðè êîòîðîì ïðîèçâåäåíèå ÐÀ’(ÐÂ’(ÐÑ’ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøèì.


Îáîáùèòå çàäà÷ó à) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðåóãîëüíèêà; á) äëÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêà.


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: öåíòð òÿæåñòè òðåóãîëüíèêà.


Ðàññìîòðèì îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ÀÂÑ è òî÷êó Ð âíóòðè íåãî. Ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿðû ÐÀ’, ÐÂ’ è ÐÑ’ ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà è ñîåäèíèì Ð ñ âåðøèíàìè (ñì. ðèñ.). Òîãäà � EMBED Equation.2  ���. Òàê êàê ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ôèêñèðîâàíû, íî ïðîèçâåäåíèå ðàññòîÿíèé áóäåò íàèáîëüøèì ò. è ò. ò., êîãäà íàèáîëüøèì áóäåò ïðîèçâåäåíèå çàïèñàííûõ ïëîùàäåé. Ñóììà òàêèõ ïëîùàäåé íå çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷êè Ð è ðàâíà SABC, ïîýòîìó èõ ïðîèçâåäåíèå áóäåò íàèáîëüøèì, åñëè SBPC = SCPA = SAPB, òî åñòü Ð – òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ. 





4. [Â.Â. Ïðàñîëîâ; ¹11.20] 


Èç òî÷êè Ð, ëåæàùåé âíóòðè òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ, îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû PA’, PB’ è PC’ íà ïðÿìûå ÂÑ, ÑÀ è ÀÂ ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ïîëîæåíèå òî÷êè Ð, ïðè êîòîðîì ñóììà � EMBED Equation.2  ��� ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.


Îòâåò: öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê.


Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ÀÂÑ è òî÷êó Ð âíóòðè íåãî. Ïðîâåäåì ïåðïåíäèêóëÿðû ÐÀ’, ÐÂ’ è ÐÑ’ ê ïðÿìûì, ñîäåðæàùèì ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà è ñîåäèíèì Ð ñ âåðøèíàìè (ñì. ðèñ. ê çàäà÷å 3). Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ PA’ = x, PB’ = y è PC’ = z, ïîëó÷èì: ax + by + cz = 2SABC.


Òîãäà � EMBED Equation.2  ��� = � EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ��� ( � EMBED Equation.2  ��� = (a + b + c)2, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ò. è ò. ò., êîãäà x = y = z. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî Ð – öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè.





5. [Â.Þ. Ïðîòàñîâ] Êàêîé èç ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ñ äàííûìè ñòîðîíàìè èìååò íàèáîëüøóþ ïëîùàäü?


� EMBED PBrush  ���


Îòâåò: âïèñàííûé â îêðóæíîñòü.


Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê ÀÂÑD ñ äàííûìè ñòîðîíàìè, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü (ñì. ðèñ.). Ïóñòü åãî ïëîùàäü íå íàèáîëüøàÿ. Òîãäà, «ïðèêëåèì» ê ñòîðîíàì ÀÂÑD ñåãìåíòû êðóãà è «âñòàâèì øàðíèðû» â åãî âåðøèíû. Ðàññìîòðèì ïîëó÷åííóþ ôèãóðó ñ áîëüøåé ïëîùàäüþ ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Îíà èìååò òàêóþ æå äëèíó ãðàíèöû, íî áîëüøóþ ïëîùàäü, ÷åì êðóã, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò èçîïåðèìåòðè÷åñêîìó ñâîéñòâó êðóãà.


Ðàññêàçàòü äîêàçàòåëüñòâî ß. Øòåéíåðà äëÿ èçîïåðèìåòðè÷åñêîé çàäà÷è èëè ñîñëàòüñÿ íà êíèãó Â.Þ. Ïðîòàñîâà «Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû â ãåîìåòðèè».





6. (6 ôåñòèâàëåé; 90.4.10.( 


� EMBED PBrush  ���


Çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ ïðîõîäèò ïî âñåì ãðàíÿì åäèíè÷íîãî êóáà. Íàéäèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà÷åíèå åå äëèíû. 


Îòâåò: 3� EMBED Equation.2  ���.


Ðàññìîòðèì ðàçâåðòêó êóáà (ñì. ðèñ.). Èñêîìàÿ ëîìàíàÿ äîëæíà ïåðåñåêàòü âñå ãðàíè êóáà, ïîýòîìó ëåæèò âíóòðè îáîçíà÷åííîé ïîëîñû. Äëèíà ëîìàíîé áóäåò íàèìåíüøåé, åñëè íà ðàçâåðòêå îíà áóäåò èçîáðàæàòüñÿ îòðåçêîì, ïàðàëëåëüíûì êðàÿì ïîëîñû. Â ÷àñòíîñòè, òàêèì îòðåçêîì áóäåò èçîáðàæàòüñÿ ãðàíèöà ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíû ðåáåð êóáà. Êàæäàÿ ñòîðîíà òàêîãî ñå÷åíèÿ êóáà ðàâíà ïîëîâèíå äèàãîíàëè ãðàíè, òî åñòü ðàâíà � EMBED Equation.2  ���.





7. [Â.Â. Ïðàñîëîâ; ¹11.25] 


Òî÷êà Ð ëåæèò âíóòðè óãëà ÀÎÂ. Ïîñòðîéòå îòðåçîê MN ñ êîíöàìè íà ñòîðîíàõ óãëà è ñîäåðæàùèé òî÷êó Ð, òàê, ÷òîáû ñóììà OM + ON áûëà íàèìåíüøåé.


� EMBED PBrush  ���


Ïóñòü MN – èñêîìûé îòðåçîê. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó Ð ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì äàííîãî óãëà. Ïóñòü îíè ïåðåñåêàþò ëó÷è ÎÀ è ÎÂ â òî÷êàõ K è L ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ.). Òàê êàê OM + ON = (OK + OL) + (KM + LN), òî òðåáóåìàÿ ñóììà áóäåò íàèìåíüøåé ò. è ò. ò., êîãäà áóäåò íàèìåíüøåé ñóììà KM + LN. 


Ïîñêîëüêó òðåóãîëüíèêè KMP è LPN ïîäîáíû, òî � EMBED Equation.2  ��� ( KM(LN = KP(PL. Ñëåäîâàòåëüíî, KM + LN ( 2� EMBED Equation.2  ��� = 2� EMBED Equation.2  ��� = 2� EMBED Equation.2  ���, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ò. è ò. ò., êîãäà KM = LN = � EMBED Equation.2  ���.


� EMBED PBrush  ���


Òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåíèå ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû íà ïðîäîëæåíèÿõ ñòîðîí OK è OL ïàðàëëåëîãðàììà OKPL îòëîæèòü îòðåçêè, ðàâíûå ñðåäíåìó ãåîìåòðè÷åñêîìó ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà.


Îòìåòèì, ÷òî èñêîìûé îòðåçîê – åäèíñòâåííûé, à íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ñóììû OM + ON = (� EMBED Equation.2  ��� + � EMBED Equation.2  ���)2, ãäå à è b – ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà OKPL.


Ðàâåíñòâî KM(LN = KP(PL ìîæíî äîêàçàòü èíà÷å. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êè M è N ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíàì óãëà ÀÎÂ (ñì. ðèñ.). Ïóñòü Q – òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ, Å è F – òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ LP è KP c MQ è NQ ñîîòâåòñòâåííî, òîãäà ïàðàëëåëîãðàììû OKPL è PEQF ðàâíîâåëèêè è èìåþò ñîîòâåòñòâåííî ðàâíûå óãëû.





8. (ÌÌÎ; 93.10.4.( 


� EMBED PBrush  ���


Íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïîñòðîåí êâàäðàò ñ öåíòðîì Î. Òî÷êè M è N – ñåðåäèíû ñòîðîí AC è BC ñîîòâåòñòâåííî, à äëèíû ýòèõ ñòîðîí ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî b è a. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñóììû OM + ON, åñëè óãîë ACB ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé âåëè÷èíîé.


Îòâåò: � EMBED Equation.2  ���.


Ïóñòü ÀÂDE – êâàäðàò, ïîñòðîåííûé íà ñòîðîíå ÀÂ, òîãäà [OM] – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ (ADC, [ON] – ñðåäíÿÿ ëèíèÿ (BEC (ñì. ðèñ.). Íà îòðåçêàõ AC è BC âî âíåøíþþ ñòîðîíó ïîñòðîèì êâàäðàòû AKLC è BTPC. Ïðîâåäåì [BK] è [AT], òîãäà (ABT = (DBC è (BÀK = (EAC (ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè). Ñëåäîâàòåëüíî, |DC| –íàèáîëüøàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà , |AT| –íàèáîëüøàÿ, òî åñòü, T((AC). Àíàëîãè÷íî, |EC| –íàèáîëüøàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà , |BK| –íàèáîëüøàÿ, òî åñòü, K((BC). Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû (ÀÑÂ = 135(.


Â ýòîì ñëó÷àå: � EMBED Equation.2  ���.


Ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ ìîæíî òàêæå äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ ïîâîðîò ïëîñêîñòè âîêðóã òî÷åê Â è À ñîîòâåòñòâåííî.
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